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Предисловие

Основное открытие Ньютона, то, которое он счел нужным засек-

ретить и опубликовал лишь в виде анаграммы, состоит в следую-

щем: «Data aequatione quotcunque fluentes quantitae involvente fluxiones

invenire et vice versa». В переводе на современный математический

язык это означает: «Полезно решать дифференциальные уравнения».

В настоящее время теория дифференциальных уравнений пред-

ставляет собой трудно обозримый конгломерат большого количе-

ства разнообразных идей и методов, в высшей степени полезный

для всевозможных приложений и постоянно стимулирующий тео-

ретические исследования во всех отделах математики.

Большая часть путей, связывающих абстрактные математичес-

кие теории с естественно-научными приложениями, проходит че-

рез дифференциальные уравнения. Многие разделы теории диффе-

ренциальных уравнений настолько разрослись, что стали самосто-

ятельными науками; проблемы теории дифференциальных уравне-

ний имели большое значение для возникновения таких наук, как

линейная алгебра, теория групп Ли, функциональный анализ, кван-

товая механика и т. д. Таким образом, дифференциальные уравне-

ния лежат в основе естественно-научного математического миро-

воззрения.

При отборе материала для настоящей книги автор старался из-

ложить основные идеи и методы, применяемые для изучения диф-

ференциальных уравнений. Особые усилия были приложены к тому,

чтобы основные идеи, как правило простые и наглядные, не загро-

мождались техническими деталями. С наибольшей подробностью

рассматриваются наиболее фундаментальные и простые вопросы,

в то время как изложение более специальных и трудных частей тео-

рии носит характер обзора.

Книга начинается с исследования некоторых специальных диф-

ференциальных уравнений, интегрируемых в квадратурах. При этом

основное внимание уделяется не формально-рецептурной стороне

элементарной теории интегрирования, а ее связям с общематема-

тическими идеями, методами и понятиями (разрешение особенно-
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стей, группы Ли, диаграммы Ньютона), с одной стороны, и есте-

ственно-научным приложениям –– с другой.

Теория уравнений с частными производными первого порядка

рассматривается при помощи естественной контактной структуры

в многообразии 1-струй функций. Попутно излагаются необходи-

мые элементы геометрии контактных структур, делающие всю тео-

рию независимой от других источников.

Значительную часть книги занимают методы, обычно называ-

емые качественными. Современное развитие основанной А. Пуан-

каре качественной теории дифференциальных уравнений привело

к пониманию того, что, подобно тому как явное интегрирование

дифференциальных уравнений, вообще говоря, невозможно, невоз-

можным оказывается и качественное исследование сколько-нибудь

общих дифференциальных уравнений с многомерным фазовым про-

странством. В книге обсуждается анализ дифференциальных урав-

нений с точки зрения структурной устойчивости, т. е. устойчивости

качественной картины по отношению к малым изменениям диффе-

ренциальных уравнений. Изложены основные результаты, получен-

ные после первых работ А. А. Андронова и Л. С. Понтрягина в этой

области: начала теории структурно устойчивых У-систем Аносова,

все траектории которых экспоненциально неустойчивы, и теорема

Смейла о неплотности множества структурно устойчивых систем.

Обсуждается также вопрос о значении этих математических откры-

тий для приложений (речь идет об описании устойчивых хаотиче-

ских режимов движения, вроде турбулентных).

К наиболее мощным и часто применяемым методам исследова-

ния дифференциальных уравнений относятся различные асимпто-

тические методы. В книге изложены основные идеи метода усредне-

ния, восходящего к работам основоположников небесной механики

и широко используемого во всех областях приложений, где нужно

отделить медленную эволюцию от быстрых осцилляций (Н. Н. Бого-

любов, Ю. А. Митропольский и др.).

Несмотря на обилие исследований по усреднению, в вопросе об

эволюции даже для простейших многочастотных систем далеко не

все ясно. В книге дается обзор работ о прохождении резонансов и о

захвате в резонанс, направленных к выяснению этого вопроса.

Основой метода усреднения является идея уничтожения возму-

щений посредством подходящего выбора системы координат. Эта

же идея лежит в основе теории нормальных форм Пуанкаре. Метод
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нормальных форм является основным методом локальной теории

дифференциальных уравнений, описывающей поведение фазовых

кривых в окрестности особой точки или замкнутой фазовой кри-

вой. В книге изложены основы метода нормальных форм Пуанкаре,

включая доказательство фундаментальной теоремы Зигеля о лине-

аризации голоморфного отображения.

Важные применения метод нормальных форм Пуанкаре находит

не только при исследовании отдельного дифференциального урав-

нения, но и в теории бифуркаций, когда предметом изучения явля-

ется семейство уравнений, зависящих от параметров.

Теория бифуркаций изучает изменения качественной картины

при изменении параметров, от которых зависит система. При об-

щих значениях параметров обычно приходится иметь дело с систе-

мами общего положения (все особые точки простые и т. д.). Однако

если система зависит от параметров, то при некоторых значениях

параметров неизбежно встречаются вырождения (например, слия-

ние двух особых точек векторного поля).

В однопараметрическом семействе общего положения встреча-

ются лишь простейшие вырождения (те, от которых нельзя изба-

виться малым шевелением семейства). Таким образом возникает

иерархия вырождений по коразмерностям соответствующих поверх-

ностей в функциональном пространстве всех изучаемых систем:

в однопараметрических семействах общего положения встречаются

лишь вырождения, соответствующие поверхностям коразмерности

один, и т. д.

В последние годы в теории бифуркаций наблюдается значитель-

ный прогресс, связанный с применением идей и методов общей тео-

рии особенностей дифференцируемых отображений X. Уитни.

Книга заканчивается главой о теории бифуркаций, в которой

применяются развитые в предыдущих главах методы и описаны ре-

зультаты, полученные в этой области, начиная с основополагающих

работ А. Пуанкаре и А. А. Андронова.

При изложении всех вопросов автор стремился избежать акси-

оматически-дедуктивного стиля, характерным признаком которого

являются немотивированные определения, скрывающие фундамен-

тальные идеи и методы; подобно притчам, их разъясняют лишь уче-

никам наедине.

Продолжающаяся, как утверждают, уже более  лет аксиомати-

зация и алгебраизация математики привела к неудобочитаемости
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столь большого числа математических текстов, что стала реально-

стью всегда угрожающая математике угроза полной утраты контак-

та с физикой и естественными науками. Автор старался вести изло-

жение таким образом, чтобы книгой могли пользоваться не только

математики, но все потребители теории дифференциальных урав-

нений.

У читателя настоящей книги предполагается лишь очень неболь-

шие общематематические представления в объеме примерно пер-

вых двух курсов университетской программы; достаточно (но не

необходимо), например, знакомство с учебником В. И. Арнольда

«Обыкновенные дифференциальные уравнения» (М., *).

Изложение построено таким образом, чтобы читатель мог про-

пускать места, оказавшиеся для него трудными, без большого ущер-

ба для понимания дальнейшего: были приняты меры к тому, чтобы

по возможности избегать ссылок из главы в главу и даже из пара-

графа в параграф.

Содержание настоящей книги составил материал ряда обяза-

тельных и специальных курсов, читавшихся автором на механико-

математическом факультете МГУ в –– годах для студентов-

математиков II––III курсов, для слушателей факультета повышения

квалификации и на экспериментальном потоке математиков есте-

ственно-научного профиля.

Автор выражает благодарность студентам О. Е. Хадину, А. К. Ко-

вальджи, Е. М. Кагановой и доценту Ю. С. Ильяшенко, чьи конспек-

ты были очень полезными при подготовке этой книги. Составлен-

ный Ю. С. Ильяшенко конспект специального курса, а также кон-

спекты лекций на экспериментальном потоке в течение ряда лет на-

ходились в библиотеке факультета. Автор благодарен многочислен-

ным читателям и слушателям этих курсов за ряд ценных замечаний,

использованных при подготовке книги. Автор благодарен рецензен-

там Д. В. Аносову и В. А. Плиссу за тщательное рецензирование руко-

писи, способствовавшее ее улучшению.

Июнь  г. В. И. Арнольд

* При изложении нескольких отдельных вопросов используются или упоминаются

также самые первоначальные сведения о дифференциальных формах, группах Ли

и функциях комплексного переменного. Для понимания большей части книги зна-

комство с этими сведениями не обязательно.



Некоторые используемые обозначения

R –– множество всех вещественных чисел.

C –– множество всех комплексных чисел.

Z –– множество всех целых чисел.

R
n –– n-мерное вещественное линейное пространство.

∃ –– существует.

∀ –– для всякого.

a∈ A –– элемент a множества A.

A⊂ B –– подмножество A множества B.

A∩ B –– пересечение (общая часть) множеств A и B.

A∪ B –– объединение множеств A и B.

A \ B –– разность множеств A и B (часть A вне B).

A×B –– прямое произведение множеств A и B (множество пар (a, b),

a∈ A, b∈ B).

A⊕ B –– прямая сумма линейных пространств.

f : A→ B –– отображение f из A в B.

x 7→ y или y= f (x) –– отображение f переводит элемент x в элемент y.

Im f или f (A) –– образ отображения f (но Im z –– мнимая часть z).

f −1( y) –– полный прообраз точки y при отображении f (множество

всех x, для которых f (x)= y).

Ker f –– ядро линейного оператора f (полный прообраз нуля).

ḟ –– скорость изменения функции f (производная по времени t).

f ′, f∗, df /dx, Df /Dx –– производная отображения f .

Tx M –– касательное пространство к многообразию M в точке x.

A⇒ B –– из утверждения A следует B.

A⇔ B –– утверждения A и B равносильны.

ω1∧ω2 –– внешнее произведение дифференциальных форм ω1 и ω2.

f ◦ g –– суперпозиция отображений (( f ◦ g)(x)= f (g(x))).

Lv f –– производная функции f по направлению векторного поля v.

Пусть (x1, …, xn) –– координатные функции. Вектор v задается

тогда своими компонентами v1, …, vn. Производная по направлению
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поля v задается формулой

Lv f = v1

∂ f

∂x1
+…+ vn

∂ f

∂xn
.

При фиксированной системе координат (x1, …, xn) используются

следующие обозначения:

dxk –– функция от вектора, равная его k-й компоненте.
∂

∂xk
–– векторное поле, k-я компонента которого равна 1, а остальные

компоненты равны нулю.

Для дифференциального уравнения ẋ = v(x) область определе-

ния правой части называется фазовым пространством, точка x на-

зывается фазовой точкой, вектор v(x) называется вектором фазо-

вой скорости, v называется векторным полем фазовой скорости.

Если x=ϕ(t) –– решение уравнения, то образ отображения ϕ назы-

вается фазовой кривой, а график отображения ϕ –– интегральной

кривой.

Для дифференциального уравнения ẋ = v(x, t) область опреде-

ления правой части называется расширенным фазовым простран-

ством; v задает в расширенном фазовом пространстве поле направ-

лений; если x=ϕ(t) –– решение, то график отображения ϕ называ-

ется интегральной кривой.



Глава 

Специальные уравнения

При исследовании дифференциальных уравнений применяются

методы всех отделов математики. В настоящей главе обсуждаются

отдельные специальные уравнения и типы уравнений. Особое вни-

мание обращается, с одной стороны, на значение рассматриваемых

уравнений для приложений, а с другой –– на связи методов исследо-

вания с различными общематематическими вопросами (разреше-

ние особенностей, диаграммы Ньютона, группы Ли симметрий

и т. д.). Глава заканчивается элементарной теорией стационарно-

го одномерного уравнения Шрёдингера и геометрической теорией

нелинейного уравнения второго порядка.

§ . Дифференциальные уравнения, инвариантные

относительно групп симметрий

В этом параграфе изложены общие соображения, на которых ос-

нованы методы интегрирования дифференциальных уравнений в

явном виде. В качестве примера обсуждается теория подобия, т. е.

теория однородных и квазиоднородных уравнений.

А. Группы симметрий дифференциальных уравнений

Рассмотрим векторное поле v в фазовом пространстве U .

Определение. Диффеоморфизм g : U → U называется симмет-

рией поля v, если он переводит поле v в себя:

v(gx) = g∗x v(x).

Поле v называется тогда инвариантным относительно диффео-

морфизма g.

Пример . Векторное поле с независящими от x компонентами на

плоскости с координатами (x, y) инвариантно относительно сдвигов вдоль

оси x (рис. ).

Пример . Векторное поле x∂x + y∂y на евклидовой плоскости (x, y)

инвариантно относительно растяжений g(x, y)= (λx, λy) и относительно

поворотов.
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Рис. 

Все симметрии данного поля образуют группу.

Задача. Найти группу симметрии поля x∂x + y∂y на плоскости с коор-

динатами (x, y).

Рассмотрим поле направлений в расширенном фазовом про-

странстве.

Определение. Диффеоморфизм расширенного фазового про-

странства называется симметрией поля направлений, если он пере-

водит поле в себя. Поле направлений называется тогда инвариант-

ным относительно этого диффеоморфизма.

Пример . Поле направлений уравнения ẋ= v(x) инвариантно относи-

тельно сдвигов вдоль оси t (рис.  а).

a) б)

Рис. 

Пример . Поле направлений уравнения ẋ= v(t) инвариантно относи-

тельно сдвигов вдоль оси x (рис.  б).

Определение. Дифференциальное уравнение ẋ= v(x) (соответ-

ственно, ẋ= v(x, t)) называется инвариантным относительно диф-

феоморфизма g фазового пространства (соответственно, расширен-

ного фазового пространства), если векторное поле v (соответствен-

но, поле направлений v) инвариантно относительно этого диффео-

морфизма g; диффеоморфизм g называется тогда симметрией дан-

ного уравнения.
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Теорема. Симметрия уравнения переводит фазовые (интеграль-

ные) кривые уравнения в фазовые (интегральные) кривые того же

уравнения.

Доказательство. Пусть x =ϕ(t) –– решение уравнения ẋ = v(x)

и g –– симметрия. Тогда x = g(ϕ(t)) –– тоже решение, поэтому сим-

метрия переводит фазовую кривую в фазовую кривую. Для инте-

гральных кривых доказательство аналогично.

Пример. Семейство интегральных кривых уравнения ẋ = v(t) перехо-

дит в себя при сдвигах вдоль оси x, а уравнения ẋ = v(x) –– при сдвигах

вдоль оси t.

Следующие примеры часто встречаются в приложениях под на-

званием «теории подобия», «теории размерностей» или «соображе-

ний автомодельности».

Б. Однородные уравнения

Определение. Поле направлений на плоскости без точки O на-

зывается однородным, если оно инвариантно относительно всех рас-

Рис. 

тяжений

gλ(x, y) = (eλx, eλ y), λ ∈ R.

Дифференциальное уравнение

dy

dx
= v(x, y)

называется однородным, если его поле на-

правлений однородно (рис. ).

Иными словами, направления поля во всех точках каждого луча,

выходящего из начала координат, должны быть параллельны:

v(eλx, eλ y) ≡ v(x, y).

Пример. Функция f называется однородной степени d, если

f (eλx, eλ y) ≡ eλd f (x, y).

Примером является любая форма (однородный многочлен) степени d.

Пусть P и Q –– две формы степени d от x и y. Дифференциальное уравнение

ẋ = P, ẏ = Q

задается векторным полем на плоскости. Соответствующее поле направле-

ний в области P 6=0 является полем направлений однородного уравнения

dy

dx
=

Q

P
(например,

dy

dx
=

ax+by

cx+dy
,

dy

dx
=

x2− y2

x2+ y2
и т. п.).
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Замечание. Областью определения однородного поля не обяза-

тельно должна быть вся плоскость без точки O –– однородные по-

ля можно рассматривать в любой однородной (= инвариантной от-

носительно растяжений) области, например в угле с вершиной O

и т. п.

Теорема. Интегральная кривая однородного уравнения под дей-

ствием растяжений gλ переходит в интегральную кривую того же

уравнения.

Таким образом, для исследования однородного уравнения доста-

точно исследовать по одной интегральной кривой в каждом секторе

плоскости.

Рис. 

Доказательство получается непосредст-

венным применением теоремы п. А.

Задача. Докажите, что фазовые кривые си-

стемы ẋ = P, ẏ =Q, где P и Q формы степени d,

получаются друг из друга при помощи гомотетий

(рис. ).

Если какая-либо из этих кривых замкнута и

проходится за время T , то при растяжении gλ из

нее получится замкнутая фазовая кривая с пери-

одом обращения
T

eλ(d−1)
.

В. Квазиоднородные уравнения

и «соображения размерностей»

Зафиксируем вещественные числа α и β и рассмотрим семей-

ство растяжений в разное число раз по разным направлениям на

плоскости

gs(x, y) = (eαs x, eβ s y). ()

Заметим, что формула () задает однопараметрическую группу

линейных преобразований плоскости (рис. ).

Определение. Функция f называется квазиоднородной степе-

ни d, если

f (gs(x, y)) ≡ eds f (x, y).

Пример. Если α = β = 1, то получаются обычные однородные

функции степени d.

Квазиоднородные степени складываются при умножении функ-

ций. Они называются также весами. Таким образом, x имеет вес α,
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Рис. 

y –– вес β , x2 y –– вес 2α + β и т. д. Все квазиоднородные одночле-

ны фиксированной степени легко увидеть на следующей диаграмме

Рис. 

Ньютона (рис. ). Будем изображать од-

ночлен x p yq точкой (p, q) на квадран-

те целочисленной решетки. Тогда пока-

затели всех одночленов степени d –– это

целые точки на отрезке с уравнением

d = αp + βq на плоскости показателей

(p, q).

Задача. Подобрать веса так, чтобы функ-

ция x2
+ xy3 была квазиоднородной.

Определение. Дифференциальное уравнение
dy

dx
=v(x, y) назы-

вается квазиоднородным (с весами α, β), если поле направлений v

инвариантно относительно растяжений ().

Из общей теоремы п. А о симметриях вытекает

Теорема. Интегральные кривые квазиоднородного уравнения по-

лучаются друг из друга под действием растяжений ().

Задача. Докажите, что функция v(x, y) задает квазиоднородное диффе-

ренциальное уравнение (с весами (α, β)), если и только если она квазиод-

нородная степени d=β −α.

Замечание. Приведенные определения и теоремы легко пере-

носятся на случай большего двух числа переменных и на дифферен-

циальные уравнения порядка выше 1. В частности, легко доказыва-

ется

Теорема. Пусть на плоскости (x, y) дана кривая γ : y= y(x), и в

точке (x0, y0) имеем
dk y

dxk = F. Тогда для кривой gsγ в соответствую-
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щей точке будет

dk y

dxk = e(β−kα)sF.

Иными словами,
dk y

dxk преобразуется при преобразовании () как
y

xk , чем и объясняется удобство обозначения
dk y

dxk .

Задача. Докажите, что если частица в силовом поле с однородной сте-

пени d силой проходит траекторию Γ за время T , то эта же частица пройдет

гомотетичную траекторию λΓ за время

T ′ = λ(1−d)/2T .

Решение. Уравнение Ньютона
d2 x

dt2 = F(x), в котором F однородна сте-

пени d, переходит в себя при подходящих преобразованиях (). Именно, для

этого нужно взять веса α (для x) и β (для t) так, чтобы α−2β =αd. Итак,

β =
1−d

2
α. Поэтому растяжению x ′=λx соответствует T ′=λ(1−d)/2T .

Задача. Докажите третий закон Кеплера: квадраты времен прохожде-

ния подобных траекторий в поле тяготения относятся как кубы линейных

размеров.

Решение. Из решения предыдущей задачи при d=−2 (закон всемир-

ного тяготения) получаем T ′=λ3/2T .

Задача. Выясните, как зависит от амплитуды период колебаний в слу-

чае возвращающей силы, пропорциональной отклонению (линейный ос-

циллятор) и кубу отклонения (мягкая сила).

Ответ. Для линейного маятника период не зависит от амплитуды, а для

мягкого обратно пропорционален амплитуде.

Задача. Известно, что волчок с вертикальной осью имеет критическую

угловую скорость: если угловая скорость больше критической, волчок стоит

вертикально устойчиво, а если меньше –– то падает.

Как изменится критическая угловая скорость, если перенести волчок на

Луну, где ускорение силы тяжести в шесть раз меньше земного?

Ответ. Уменьшится в
p

6 раз.

Г. Применения однопараметрических групп симметрий

к понижению порядка

Теорема. Если известна однопараметрическая группа симмет-

рий поля направлений в Rn, то задача интегрирования соответ-

ствующего дифференциального уравнения сводится к задаче инте-

грирования уравнения в Rn−1.
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В частности, если известна однопараметрическая группа сим-

метрий поля направлений на плоскости, то соответствующее урав-

нение
dy

dx
= f (x, y) интегрируется явно.

Доказательство. Пусть {gs} –– данная группа симметрий. Рас-

смотрим орбиты {gs x} потока {gs}. Можно (по меньшей мере ло-

кально) определить (n− 1)-мерное пространство орбит (фактор-

пространство по действию gs) и отображение p исходного простран-

ства на факторпространство (орбиты потока {gs} p переводит

в точки). Оказывается, исходное поле направлений переходит при

отображении p в некоторое новое поле направлений в (n−1)-мер-

ном пространстве орбит; его только и остается проинтегриро-

вать.

Точнее говоря, рассмотрим какую-нибудь точку x0∈Rn; мы предполага-

ем, что проходящая через точку x0 орбита группы симметрий {gs} является

кривой σ. Проведем через точку x0 какую-либо (n−1)-мерную локальную

трансверсаль Σ к кривой σ. В окрестности точки x0 введем локальную си-

стему координат (s, u), где паре s∈R, u∈Σ отвечает точка gsu исходного

пространства. Тогда отображение p проектирования на пространство ор-

бит и действие группы симметрий gs задаются в окрестности точки x0 фор-

мулами
p(s, u) = u, gs1 (s2, u) = (s1+ s2, u)

(точки поверхности Σ параметризуют локальные орбиты).

Рис. 

Заметим, что если группа gs явно известна, то координаты (s, u) можно

явно найти. Запишем в этих координатах наше исходное дифференциаль-

ное уравнение. Если наше поле направлений в точке x0 не касается поверх-

ности Σ (чего всегда можно добиться выбором Σ), то в окрестности этой

точки наше уравнение принимает вид

du

ds
= v(s, u).
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При этом группа симметрий {gs} имеет вид сдвигов вдоль оси s, поэтому

функция v от s не зависит. Векторное поле v(u) на Σ определяет на этой

(n−1)-мерной поверхности поле направлений; зная его интегральные кри-

вые, мы найдем (квадратурой) решения уравнения
du

ds
= v(u), а значит ––

интегральные кривые исходного уравнения.

В частном случае n= 2 выбор координат (s, u) сразу приводит к инте-

грируемому уравнению
du

ds
= v(u).

Замечание. Практически часто бывает удобно вместо координаты s ис-

пользовать подходящую функцию z переменной s. В такой системе коорди-

нат уравнение, допускающее группу симметрий {gs}, будет записываться

в виде уравнения
du

dz
= v(u) f (z)

(в случае n=2 –– в виде уравнения с разделяющимися переменными).

Пример. Однородное уравнение приводится к уравнению с разделяю-

щимися переменными в полярной системе координат, а также в системе

координат u= y/x, z= x (рис.  а).

Здесь {gs} –– однопараметрическая группа растяжений в es раз; Σ для

полярной системы –– окружность x2
+ y2

=1, а для второй системы коорди-

нат –– прямая x=1; z= es.

Задача. В каких координатах интегрируется явно квазиоднородное

уравнение
dy

dx
= v(x, y),

где вес x равен α, вес y равен β (так что v –– квазиоднородная функция

степени β−α).

Решение. Можно взять u=
yα

xβ
, z= x (в области, где x 6=0). См. рис.  б.

а) б)

Рис. 

Задача. Выписать явно уравнение с разделяющимися переменными,

к которому приводится уравнение предыдущей задачи в координатах (u, z).
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Решение. yα=uxβ , поэтому αyα−1 dy=xβ du+βuxβ−1 dx. Если dy=v dx,

то αyα−1v dx= xβ du+βuxβ−1 dx, т. е.

du

dx
=
αyα−1v−βuxβ−1

xβ
.

Но v(x, y)= x(β/α)−1w(u), поэтому

du

dx
=
αw(u)−βu

x
.

§ . Разрешение особенностей дифференциальных

уравнений

Здесь коротко описан один важный общематематический при-

ем, называемый разрешением особенностей, раздутием или σ-про-

цессом.

А. σ-процесс

Вблизи неособой точки все векторные поля устроены просто и

одинаково.

Для исследования мелких деталей всевозможных математичес-

ких объектов вблизи особых точек разработан специальный аппа-

рат, имеющий, подобно микроскопу, большую разрешающую силу ––

т. н. разрешение особенностей. С аналитической точки зрения речь

идет о выборе таких систем координат вблизи особой точки, в кото-

рых малым перемещениям вблизи особенности соответствуют боль-

шие изменения координат.

Этим свойством обладает уже полярная система координат, но

переход к полярным координатам требует трансцендентных (три-

гонометрических) функций, поэтому алгебраически часто удобнее

другая процедура –– так называемый σ-процесс, или раздутие осо-

бенности.

Мы начнем с одной вспомогательной конструкции. Пусть p:

R
2 \O→ RP1 –– стандартное расслоение, определяющее проектив-

ную прямую. (Проективная прямая –– это многообразие, точками

которого являются прямые на плоскости, проходящие через начало

координат. Отображение p сопоставляет точке плоскости прямую,

соединяющую ее с началом координат.)

Рассмотрим график Γ отображения p. Этот график представляет

собой гладкую поверхность в прямом произведении (R2 \O)×RP1

(рис. ). Вкладывая плоскость без точки в плоскость, мы можем рас-
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Рис.  Рис. 

сматривать график как гладкую поверхность Γ в прямом произве-

дении R2×RP1. Естественная проекция π1 : R2×RP1→R2 диффео-

морфно отображает график Γ на проколотую плоскость R2 \O. (Что-

бы яснее представить себе все это, полезно заметить, что Γ локально

имеет вид винтовой лестницы; в целом проективная прямая диф-

феоморфна окружности S1, а произведениеR2×RP1 диффеоморфно

внутренности баранки.)

Теорема. Замыкание графика Γ отображения p в R2×RP1 яв-

ляется гладкой поверхностью Γ1 = Γ ∪ (O × RP1). Поверхность Γ1

диффеоморфна листу Мёбиуса (рис. ).

Доказательство. Пусть (x, y) –– координаты на плоскости, u=

= y/x –– аффинная локальная координата в RP1. Тогда (x, y, u) –– ло-

кальная система координат в R2×RP1. В этой системе координат Γ

задается уравнением y = ux, x 6= 0, поэтому Γ1 в этой системе ко-

ординат задается локальным уравнением y = ux. Эта поверхность

гладкая; она получается добавлением к части Γ, покрытой нашей

системой координат, попавшей туда части проективной прямой

O×RP1.

Доказательство гладкости Γ1 завершается рассмотрением второй

локальной системы координат (x, y, v), где x= vy.

Проекцияπ2 : R2×RP1→RP1 расслаивает Γ1 на прямые. При пол-

ном обходе окружности RP1 соответствующая прямая на R2 повора-

чивается на угол π; отсюда следует, что Γ1 –– лист Мёбиуса.

Определение. Переход отR2 к Γ1 называетсяσ-процессом с цен-

тром O, или раздутием точки O в прямую O×RP1. Отображение

π1 : Γ1→R2 называется анти-сигма-процессом или сжатием окруж-

ности O×RP1 в точку O.

Отображение π1 : Γ1→R2, суженное на Γ, является диффеомор-

физмом на проколотую плоскость. Поэтому всевозможные геомет-



§ . Разрешение особенностей 

рические объекты на плоскости, имеющие особенность в точке O,

переносятся на Γ1. При этом особенности могут упрощаться или

«разрешаться».

Пример. Рассмотрим три прямые, проходящие через точку O. На Γ1 им

соответствуют три прямые, пересекающиеRP1 уже в разных точках (рис. ).

Задача. Рассмотрим две кривые, имеющие в точке O касание порядка

n (например, y = 0 и y = x2, n= 2). Доказать, что на Γ1 им соответствуют

две кривые, имеющие в соответствующей точке O1 касание порядка n− 1

(рис. ).

Рис.  Рис. 

Если после σ-процесса особенности не сводятся к трансверсальным пе-

ресечениям, то можно сделать еще σ-процесс в полученных особых точках,

и т. д., пока все не сведется к трансверсальным пересечениям. Можно до-

казать, что особенности всякой алгебраической кривой могут быть таким

образом разрешены (сведены к трансверсальным пересечениям) за конеч-

ное число шагов.

Задача. Разрешить особенность кривой x2
= y3.

Ответ. См. рис. .

Рис. 

Б. Формулы разрешения

Практически σ-процесс означает переход от координат (x, y) к

координатам (x, u= y/x) там, где x 6=0, и к координатам (v=x/y, y)

там, где y 6=0 (рис. ). Посмотрим, что происходит при этом с диф-

ференциальным уравнением, заданным векторным полем на плос-

кости (x, y). Мы будем предполагать, что точка O –– особая точка

нашего векторного поля.
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Рис. 

Теорема. Гладкое векторное поле w с особой точкой O превра-

щается после σ-процесса в векторное поле на Γ, продолжающееся до

гладкого поля на Γ1.

Доказательство. Пусть w –– поле, задающее систему ẋ= P(x, y),

ẏ=Q(x, y). В координатах (x, u= y/x) находим

ẋ = P(x, ux), u̇ =
Q(x, ux)−uP(x, ux)

x
.

Правые части гладкие, так как P(0, 0)=Q(0, 0)=0. Во второй систе-

ме координат (v= x/y, y) тоже получится гладкое поле.

Замечание. Может оказаться, что полученное векторное поле

обращается в нуль на всей вклеенной при σ-процессе прямой. В та-

ком случае поле можно поделить на x в области первой системы

координат и на y в области второй. Деление не меняет направлений

векторов поля. Поэтому на Γ1 возникает поле направлений с особы-

ми точками, лежащими на вклеенной прямой, но не заполняющими

ее целиком. В окрестности каждой особой точки поле направлений

задается гладким векторным полем.

Каждому «направлению входа» фазовых кривых исходного поля

в O соответствует особая точка полученного поля, лежащая на вкле-

енной при σ-процессе прямой RP1.

Если эти особые точки Oi устроены недостаточно просто, мож-

но сделать в них σ-процессы. Продолжая таким же образом, можно

в конце концов прийти к случаю, когда хотя бы одно из собственных

чисел линеаризации поля в каждой особой точке отлично от нуля.

Во многих случаях уже первый σ-процесс позволяет разобрать-

ся в поведении фазовых или интегральных кривых вблизи особой

точки. Например, интегральные кривые однородного уравнения пе-

реходят при наших заменах координат (x, y) 7→ (x, u= y/x) в инте-

гральные кривые уравнений с разделяющимися переменными.
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В. Пример. Исследование маятника с трением

Проиллюстрируем метод на тривиальном примере линейного уравне-

ния. Уравнение маятника с коэффициентом трения k имеет вид ẍ + kẋ +

+ x=0. Уравнение эквивалентно системе с фазовой плоскостью (x, y):

ẋ = y, ẏ = −ky− x.

Мы приходим к однородному уравнению

dy

dx
= −k− x

y
.

Согласно общей теории, после σ-процесса, т. е. в системе координат (x, u=

= y/x), переменные должны разделяться. Действительно,
du

dx
=− u2

+ku+1

ux
.

Вводя еще ln |x|= z, получаем

du

dz
= −k−

�
u+

1

u

�
.

Рис.  Рис. 

Исследуем интегральные кривые этого уравнения при различных значе-

ниях коэффициента k>0. График функции f =u+
1

u
–– гипербола (рис. ).

Следовательно, график функции −k − f (u) имеет вид, изображенный на

рис. . Соответственно, интегральные кривые уравнения
du

dz
=−k − f (u)

будут иметь вид, изображенный на рис. . Возвращаясь на фазовую плос-

кость (x, y), получаем рис. .

Рис. 
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Рис. 

Итак, при малых значениях коэффициента трения (0< k< 2) маятник

совершает бесконечное число колебаний, а при k¾2 направление движе-

ния маятника меняется не более одного раза.

Задача. Построить фазовые кривые уравнений ż=azn и ż=a¯̄z n, z∈C.

Г. Пример. Период малых колебаний

Теорема. Предположим, что все фазовые кривые, проходящие через

близкие к положению равновесия O точки, замкнуты. Тогда предел периода

колебаний вблизи O при стремлении амплитуды колебаний к 0 равен пери-

оду колебаний в линеаризованной системе.

Доказательство. После σ-процесса замкнутые фазовые кривые, обхо-

дящие один раз вокруг O, перейдут в кривые на листе Мёбиуса, замыкаю-

щиеся после двух оборотов; стремление амплитуды колебаний к 0 соответ-

ствует стремлению фазовой кривой на листе Мёбиуса к вклеиваемой при

σ-процессе проективной прямой (к средней линии листа Мёбиуса).

По теореме о непрерывной зависимости решения от начального усло-

вия предел периода колебаний при стремлении амплитуды к 0 равен удво-

енному периоду обращения по вклеенной прямой RP1 в системе, получен-

ной при σ-процессе. Но скорости движения по вклеенной прямой для дан-

ного поля и для его линеаризации одинаковы (см. уравнение для u̇ в п. Б).

Легко проверить, что все фазовые кривые линеаризованного уравнения за-

мкнуты. Эти замкнутые кривые в линейной системе проходятся за одина-

ковое время, так как линейное векторное поле переходит в себя при рас-

тяжениях фазовой плоскости. Следовательно, предел периода колебаний

в исходной системе равен пределу периода колебаний в линеаризованной

системе и, значит, равен просто периоду колебаний в линеаризованной си-

стеме.

Замечание. Предел, о котором шла речь, называется периодом малых

колебаний.

Задача. Вычислить период малых колебаний маятника ẍ=− sin x вбли-

зи положения равновесия x=0.
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§ . Уравнения, не разрешенные относительно

производных

В этом параграфе основные понятия теории дифференциальных

уравнений, не разрешенных относительно производных, рассмат-

риваются с точки зрения общей теории особенностей гладких отоб-

ражений и геометрии пространства струй.

А. Основные определения

Речь идет об уравнении

F(x, y, p) = 0, ()

где p=
dy

dx
.

Примеры. ) p2
= x; ) p2

= y; ) y= px+ p2.

Трехмерное пространство с координатами (x, y, p) называет-

ся пространством 1-струй функций y(x). (Две гладкие функции

y1, y2 имеют в точке x0 одинаковую k-струю, если |y1(x)− y2(x)|=
= o(|x− x0|k); таким образом, 1-струя функции определяется выбо-

ром точки x, выбором значения y функции в этой точке и выбором

значения p производной.)

Уравнение () задает в пространстве струй поверхность. Оказы-

вается, на этой поверхности возникает поле направлений. Вот как

оно строится. Рассмотрим какую-либо точку в пространстве струй.

Компоненты вектора ξ, приложенного в этой точке, будем обозна-

чать dx(ξ), dy(ξ), dp(ξ). Таким образом, dx, dy и dp –– это не какие-

то мистические бесконечно малые величины, а вполне определен-

ные линейные функции от вектора ξ.

Рис. 

В точке (x, y, p) пространства струй

рассмотрим плоскость, составленную из

векторов ξ, для которых dy= p dx. Иными

словами, вектор ξ, приложенный в точ-

ке (x, y, p), попадает в указанную плос-

кость (рис. ), если его проекция на ев-

клидову плоскость (x, y) имеет направле-

ние с тангенсом угла наклона к оси x, рав-

ным p. Построенная плоскость называет-

ся контактной плоскостью. Таким образом, в каждой точке про-

странства 1-струй приложена контактная плоскость; все вместе они
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образуют контактное поле плоскостей (или, как еще говорят, кон-

тактную структуру) в пространстве 1-струй.

Задача*. Существуют ли поверхности в пространстве 1-струй, касаю-

щиеся в каждой своей точке приложенной в этой точке контактной плос-

кости?

Ответ. Нет.

Предположим, что поверхность в пространстве 1-струй, задан-

ная уравнением (), гладкая. (Это –– не очень большое ограничение,

так как для гладкой (= бесконечно дифференцируемой) функции F

общего положения значение 0 не критическое и множество уровня

0 гладкое; если для данной функции это не так, то при почти вся-

ком сколь угодно малом изменении функции F множество уровня

0 становится гладким: например, достаточно прибавить к F малую

константу (см. теорему Сарда, §  п. Е).)

Рассмотрим какую-либо точку на гладкой поверхности M , задан-

ной уравнением (), и предположим, что в этой точке касательная

плоскость к поверхности не совпадает с контактной плоскостью. То-

гда эти две плоскости пересекаются по прямой. Более того, каса-

тельные и контактные плоскости во всех близких точках поверхно-

сти пересекаются по прямым, так что в окрестности рассматривае-

мой точки возникает поле направлений на M .

Интегральными кривыми уравнения () называются интеграль-

ные кривые полученного поля направлений на поверхности M . Ре-

шить (или исследовать) уравнение () –– значит найти (или иссле-

довать) эти кривые. Связь интегральных кривых на M с графиками

решений уравнения () на плоскости (x, y) обсуждается ниже; под-

черкнем, что интегральные кривые на M определяются не в терми-

нах решений уравнения (), а в терминах контактных плоскостей.

Б. Регулярные точки и дискриминантная кривая

Направление оси p в пространстве струй будем называть верти-

кальным направлением. Пусть M –– гладкая поверхность в простран-

стве струй, заданная уравнением (). Рассмотрим отображение про-

ектирования вдоль вертикального направления

π : M → R2
, π(x, y, p) = (x, y).

Определение. Точка поверхности M называется регулярной, ес-

ли она не является критической точкой отображения π.




