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�ËÀÂÀ 1 ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û ÎÊÎÍÍÛÕÔÓÍÊÖÈÉ È ÈÕÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÀ�ÀÌÅÒ�Û1.1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ
Все виды оконных функций симметричны относительно средины
интервала −T/2 6 t 6 T/2 и ограниченны по длительности этим
интервалом.

Следовательно, один из вариантов представления таких функ-
ций — в виде суммы ортогональных косинусоидальных базисных
функций с периодами, кратными интервалу Т :

ue(x) =























1
Sume

[

1 + 2
M
∑

m=1
am cos (2πmx)

]

=

= b0 + 2
M
∑

m=1
bm cos (2πmx) , |x| 6 1/2,

0, |x| > 1/2,

(1.1)

где Sume = 1 + 2
M
∑

m=1
am, b0 = 1

Sume
, bm = am

Sume
, b0 + 2

M
∑

m=1
bm = 1.

Нормированные спектры таких функций могут быть представле-
ны в виде:

Fe(y) = sinc (πy) +

M
∑

m=1

am [sinc (π(y + m)) + sinc (π(y − m))], (1.2)

где sinc(z) = sin(z)/z, y = ωT/(2π) = fT — нормированная (относи-
тельная) частота, |y| < ∞.

Эквидистантные отсчеты оконных функций (1.1), взятые на ин-
тервале Т в точках tn = n∆T = nT/N , определяются соотношением:

ue(n) =
1

Sume

[

1 + 2

M
∑

m=1

(−1)mam cos (2πmn/N)

]

, 0 6 n < N.

(1.3)
Значение числа M чаще всего выбирают M 6 [N/2].
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Поскольку при ДПФ предполагается периодическое продолжение
последовательности (1.3), т.е. преобразуемые функции представимы

в виде бесконечной суммы —
∞
∑

k=−∞
ue(n + kN), 0 6 n < N , то спек-

тральные окна ДПФ представимы в виде суммы нормированных
ядер Дирихле D:

FДПФe(y) = D(y) +

M
∑

m=1

(−1)mam [D(y + m) + D(y − m)], (1.4)

D(y) = exp (jπy/N)
sin (πy)

N sin (πy/N)
. (1.5)

Формулы (1.2) и (1.4) совпадают при N → ∞.

Поскольку оконные функции (1.1) строго ограничены на конеч-
ном временном интервале, их Фурье-спектры (1.2) теоретически не
могут быть ограничены.

Предположим, спектр сигнала u(x = t/T ) ограничен и в соот-
ветствии с теоремой Котельникова–Найквиста его можно описать
эквидистантной последовательностью отсчетов u(n/N), если его от-
носительная граничная частота |yгр| 6 N/2.

Эту последовательность конечной длительности на заданном ин-
тервале при четном числе N можно определить конечной суммой:

F (уk) =

(N/2)−1
∑

n=−N/2

u(n/N) exp (−2πjykn/N), (1.6)

или при сдвиге индекса суммирования на N/2 реализуется прямое
ДПФ:

F (yk) =

N−1
∑

n=0

u(n/N) exp (−2πjykn/N). (1.7)

В этих соотношениях yk = k, k = 0,1, . . . , N − 1.

Для оценки влияния окон на результаты преобразований предпо-
ложим, что спектр сигнала определяется относительной величиной
F (у), а спектр оконной функции равен W (y). В таком случае резуль-
татом преобразования является свертка спектров:

FW (y) = F (y) ∗ W (y). (1.8)

Это соотношение является ключом для оценки влияния конечной
длины последовательности данных на результаты их обработки.

Предположим, в качестве оконной функции используется наибо-
лее простое дискретное прямоугольное окно w(n/N), спектр кото-
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рого D(y) определяется ядром Дирихле (1.5) и соотношение (1.7)
представимо в виде

FWd(y) = F (y) ∗ D(y). (1.9)

Если не учитывать член, характеризующий смещение окна на ин-
тервал N/2 точек, необходимого для реализации вычислительного
алгоритма, то период этого преобразования имеет форму, изобра-
женную на рис. 1.1.

Рис. 1.1. Ядро Дирихле
из последовательности N
точек

Свертка спектров сигнала и окна FW (y) (1.8) на заданной час-
тоте, например, y = y0, представляет собой сумму всех спектраль-
ных компонент, предварительно взвешенных спектральным окном
с центром на частоте y0. На рис. 1.2, а изображен вариант нали-
чия анализируемой спектральной составляющей частоты y0, мешаю-
щей спектральной составляющей частоты y1 и непрерывного спектра
флуктуационной помехи.

Рис. 1.2, б иллюстрирует наличие спектральных компонент час-
тот y0 и y1, а также спектра дискретного окна Дирихле. В результате
преобразования (1.9) величина измеренной спектральной составля-
ющей FWd(y) частоты y0 (рис. 1.2, в) определяется всей окрашенной
частью спектра, изображенной на рис. 1.2, б.

Часто используют оконные функции, содержащие набор нечет-
ных полупериодов косинусоидальных базисных функций, кратных
интервалу Т :
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uo(x) =























1
Sumo

[

2
K
∑

k=1

ck cos ((2k − 1)πx)

]

=

= 2
K
∑

k=1

dk cos ((2k − 1)πx) , |x| 6 1/2,

0, |x| > 1/2,

(1.10)

где Sumo = 2
K
∑

k=1

ck, dk = ck

Sumo
, 2

K
∑

k=1

dk = 1.

Рис. 1.2. Графическая
интерпретация соотноше-
ния (1.8) (окно представ-
лено в виде спектрально-
го фильтра)

Нормированные спектры этих функций имеют вид:

Fo(y) =
1

So

K
∑

k=1

ck [sinc (π(y + k − 1/2)) + sinc (π(y − k + 1/2))],

(1.11)

где So = 2
K
∑

k=1

ck sinc (π(k − 1/2)) = 4
π

K
∑

k=1

(−1)k−1 ck

2k−1 , |y| < ∞.
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Эквидистантные отсчеты оконных функций (1.10), взятые на ин-

тервале Т в точках to = n∆T = nT/N , определяются соотношением:

uo(n) =
1

Sumo

[

2

K
∑

k=1

(−1)kск cos ((2k − 1)πn/N)

]

, 0 6 n < N.

(1.12)
Значение числа K чаще всего выбирают K 6 [N/2].

Функции, определяемые соотношением (1.10), могут быть пред-
ставлены с использованием ортогональных косинусоидальных базис-
ных функций соотношения (1.1) с применением следующих преобра-
зований:

am =

K
∑

k=1

(−1)m−1 (2k − 1)ck

(2m)2 − (2k − 1)2

/

K
∑

k=1

(−1)k−1 ck

2k − 1
. (1.13)

Возможно также использование взвешенной суммы функций (1.1) и (1.10):

u(x) = αue(x) + (1 − α)uo(x), 0 6 α 6 1. (1.14)

Нормированный спектр таких функций соответственно равен:

F (y) = αFe(y) + (1 − α)Fo(y). (1.15)

Эквидистантные отсчеты оконных функций (1.14), взятые на ин-
тервале Т в точках t = n∆T = nT/N , определяются соотношением:

u(n) = αue(n) + (1 − α)uo(n), 0 6 n < N, 0 6 α 6 1. (1.16)

Иногда оконные функции определяются путем ограничения их
спектра:

Fe(y) =























1
Sume

[

1 + 2
M
∑

m=1
am cos (2πmy)

]

=

= b0 + 2
M
∑

m=1
bm cos (2πmy) , |y| 6 1/2,

0, |y| > 1/2,

(1.17)

где Sume = 1 + 2
M
∑

m=1
am, b0 = 1

Sume
, bm = am

Sume
, b0 + 2

M
∑

m=1
bm = 1,

y = ωT/(2π) = fT — нормированная частота.

Fo(y) =























1
Sumo

[

2
K
∑

k=1

ck cos (πy(2k − 1))

]

=

2
K
∑

k=1

dk cos (πy(2k − 1)) , |y| 6 1/2,

0, |y| > 1/2,

(1.18)

где Sumo = 2
K
∑

k=1

ck, dk = ck

Sumo
, 2

K
∑

k=1

dk = 1.
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Нормированные временные соотношения таких функций опреде-
ляются соответственно в виде:

ue(x) = sinc (πx) +
M
∑

m=1

am [sinc (π(x + m)) + sinc (π(x − m))], (1.19)

где |x| < ∞, x = t/T — нормированный временной интервал.

uo(x) =
1

So

K
∑

k=1

ck [sinc (π(x + k − 1/2)) + sinc (π(x − k + 1/2))],

(1.20)

где So = 2
K
∑

k=1

ck sinc (π(k − 1/2)) = 4
π

K
∑

k=1

(−1)k−1 ck

2k−1 , |x| < ∞.1.2. Ïàðàìåòðû îêîííûõ �óíêöèé
Окна влияют на многие показатели анализа информации с помощью
ДПФ, в том числе на обнаружение гармонических составляющих,
разрешение, динамический диапазон, степень достоверности и реа-
лизуемости вычислительных операций. Чтобы иметь возможность
сравнивать характеристики оконных функций, необходимо знать,
какие из их параметров являются наиболее значимыми [1, 5].

Учитывая, что для обеспечения высокой разрешающей способно-
сти ДПФ обычно выбирают весьма большую частоту дискретизации
оконных функций, без большой погрешности можно оценивать па-
раметры непрерывных оконных функций (1.1), (1.10) и их спектров
(1.2), (1.11), спектральных (1.17), (1.18), а также временных соотно-
шений (1.19), (1.20).

1.2.1. Эквивалентная шумовая полоса

Погрешность оценки амплитуды гармонической компоненты часто-
ты, соответствующей экстремуму спектра оконной функции, возни-
кает, например, за счет наличия широкополосной помехи, попада-
ющей в полосу пропускания окна. Для уменьшения влияния шума
необходимо минимизировать его мощность за счет сужения полосы
пропускания окна.

Мерой ширины полосы эквивалентного фильтра является его эк-
вивалентная шумовая полоса ∆Fш, равная полосе пропускания пря-
моугольного фильтра с таким же максимальным усилением мощности
иплощадью,равнойплощадиквадратаспектральнойфункцииокна (рис. 1.3).
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Рис. 1.3. Эквивалентная
шумовая полоса окна

По форме оконной функции u(x) эквивалентную шумовую по-
лосу ∆Fш, нормированную по мощности шума на бин (единичный
временной интервал), можно определить следующим соотношением:

∆Fш =

1/2
∫

−1/2

u2(x)dx

/







1/2
∫

−1/2

u(x)dx







2

. (1.21)

При форме оконных функций (1.1) и (1.10) эквивалентные шумовые
полосы (на бин) определяются соответственно следующим образом:

∆Fш e = 1 + 2

M
∑

m=1

a2
m, (1.21.1)

∆Fш o =
π2

8
×

×

K
∑

k=1

c2
k + 2

K−1
∑

k=1

K
∑

l=k+1

ckcl [sinc (π(k − l)) + sinc (π(k + l − 1))]

K
∑

k=1

c2
k

(2k−1)2 + 2
K−1
∑

k=1

K
∑

l=k+1

(−1)k+lckcl

(2k−1)(2l−1)

.

(1.21.2)

1.2.2. Усиление преобразования

Усиление преобразования (processing gain, PG) фильтра, также на-
зываемое когерентным усилением (coherent gain, CG), и потери пре-
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образования (processing loss, PL) вызваны тем, что оконная функция
сглаживает отсчеты гармонических составляющих, расположенных
на ее границах.

При отсутствии шума спектральная составляющая пропорцио-
нальна амплитуде U входного сигнала, а коэффициент пропорцио-
нальности при ДПФ равен сумме всех дискретных отсчетов окна.
Для прямоугольного окна этот коэффициент PG равен числу отсче-
тов N , а для других функций PG меньше, поскольку обычно оконная
функция плавно спадает до нуля на границах. Вместо PG часто ис-
пользуется другой параметр — когерентное усиление CG, полученное
суммированием дискретных отсчетов окна, нормированное относи-
тельно его максимального значения N .

Следовательно, когерентное усиление при N → ∞ определятся
площадью оконной функции u(x):

CG =

1/2
∫

−1/2

u(x)dx. (1.22)

При оконных функциях, определяемых соотношениями (1.1) и (1.10),
эти величины соответственно равны:

CGe = 1

/[

1 + 2

M
∑

m=1

am

]

, (1.22.1)

CGo =
2

π

K
∑

k=1

(−1)k−1ck

2k − 1

/

K
∑

k=1

ck. (1.22.2)

Учитывая, что при ДПФ когерентная составляющая усиления по
мощности определяется квадратом суммы отсчетов оконной функ-
ции, а некогерентное усиление по мощности равно сумме квадратов
ее отсчетов, усиление преобразования PG при N → ∞ определяется
как частное от деления отношений мощностей сигнала и шума на
выходе и входе преобразователя:

PG =
Sвых/Nвых

Sвх/Nвх
=

[

1/2
∫

−1/2

u(x)dx

]2

1/2
∫

−1/2

u2(x)dx

=
1

∆Fш
. (1.23)

Таким образом, усиление преобразования — величина, обратная эк-
вивалентной шумовой полосе окна, и увеличение ∆Fш влечет умень-
шение PG.
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1.2.3. Корреляция перекрывающихся

участков

Если требуется обработать достаточно длительную последователь-
ность данных, ее разбивают на несколько участков, по N отсчетов
в каждой, обеспечивающих требуемое спектральное разрешение ∆f .
Следует заметить, что соотношение между частотой дискретизации
fs и числом N обеспечивает необходимое разрешение, достижимое с
использованием ДПФ:

∆f = β · fs/N , где β выбирается равным ∆Fш.

Если при преобразованиях используются неперекрывающиеся
участки входных данных (рис. 1.4, а), то значительная их часть, рас-
положенная на границах окна, практически не используется. Для
устранения этого недостатка преобразованию подвергаются перекры-
вающиеся участки (рис. 1.4, б) со степенью перекрытия от 50 до 75%.

Рис. 1.4. Разбиение последовательностей на неперекрывающиеся
и перекрывающиеся участки

При этом возникает вопрос о степени корреляции случайных со-
ставляющих сигнала, расположенных на смежных участках. При
равномерном спектре шума эта функция в зависимости от коэф-
фициента перекрытия r (см. рис. 1.4, в) определяется соотношени-
ем (в %):

C(r) = 100 ·
1/2
∫

1/2−r

u(x) · u(x − 1 + r)dx

/ 1/2
∫

1/2

u2(x)dx. (1.24)

При формах оконной функции, определяемых соотношениями (1.1)
и (1.10), корреляция перекрывающихся участков определяется соот-
ветственно соотношениями:
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Ce(r) =
100 · r

1 + 2
M
∑

m=1
a2

m

×

×
{

1 + 4

M
∑

m=1

(−1)mam sinc(2πmr) +

+ 2

M
∑

m=1

a2
m [cos(2πmr) + sinc(2πmr)] +

+ 4

M−1
∑

m=1

M
∑

l=m+1

(−1)m+lamal
m2 sinc (2πmr) − l2 sinc (2πlr)

m2 − l2

}

, (1.24.1)

Co(r) = 100 · r ×

×
{

K
∑

k=1

c2
k

[

(−1)2k−1 cosπr(2k − 1)) + sinc(πr(2k − 1))
]

+

+
1

2πr

∑

k = 1K−1
K

∑

l=k−1

(−1)k−lckcl ×

× (2k − 1) sin(πr(2l − 1)) − (2l − 1) sin(πr(2k − 1))

(k − l)(k + l − 1)

}

×

×
{

K
∑

k=1

c2
k + 2

K−1
∑

k=1

K
∑

l=k+1

ckcl[sinc(π(k − l)) + sinc(π(k + l − 1))]

}−1

.

(1.24.2)

Для уменьшения погрешности измерений обычно усредняют ре-
зультаты обработки данных в смежных областях. Результат таких
преобразований для случаев 50% и 75% перекрытий определяется
следующим образом [1]:

для 50% перекрытия

σ2
средн

σ2
измер

=
1

L

[

1 + 2C2(0,5)
]

− 2

L2
C2(0,5)

и для 75% перекрытия

σ2
средн

σ2
измер

=
1

L

[

1 + 2C2(0,75) + 2C2(0,5) + 2C2(0,25)
]

−

− 2

L2

[

C2(7,5) + 2C2(0,5) + 3C2(0,25)
]

,

где L — количество усреднений независимых измерений.
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1.2.4. Паразитная амплитудная

модуляция спектра

Паразитная амплитудная модуляция спектра (scalloping loss, SL),
или эффект «частокола» (picket-fence effect), определяет возмож-
ность использования оконной функции для обнаружения слабых сиг-
налов. Гармонические сигналы, кратные частотам fs/N , где fs —
частота дискретизации, называют базисными векторами, или бина-
ми ДПФ.

Возникает вопрос, каковы будут дополнительные потери при об-
работке сигнала, если его частота располагается посредине между
частотами соседних бинов, т.е. его относительная частота равна (k +
1/2)fsT/N .

Принято считать, что потери из-за паразитной амплитудной мо-
дуляции спектра SL равны отношению когерентного усиления на
самой неблагоприятной для ДПФ частоте сигнала, расположенно-
го посредине между двумя бинами ДПФ, к когерентному усилению
тона, совпадающего с одним из бинов ДПФ. В этом случае потери
максимальны.

Значение паразитной амплитудной модуляции спектра вычисля-
ется в децибелах по формуле:

SL = −20 lg

1/2
∫

−1/2

u(x) cos (πx) dx

/ 1/2
∫

−1/2

u(x)dx. (1.25)

При формах оконных функций, определяемых соотношениями
(1.1) и (1.10), SL равно (дБ):

SLe = −20 lg

{

2

π

[

1 + 2

M
∑

m=1

(−1)m−1 am

4m2 − 1

]}

, (1.25.1)

SLo = −20 lg



















K
∑

k=1

ck
(−1)round(k/2)[k+(−1)k(k−1)]

(k−1)(3k−1)

K
∑

k=1

ck
(−1)k

(2k−1)



















. (1.25.2)

1.2.5. Максимальные потери преобразования

Максимальные потери преобразования (maximum processing loss, MPL)
определяются суммой потерь из-за паразитной амплитудной моду-
ляции спектра для данного окна (в децибелах) и потерь преобразо-
вания, обусловленных формой этого окна. Этот параметр характери-
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