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В статье представлена игровая модель взаимо-
действия на рынке доминирующих игроков с ненуле-
вой суммой и соответствующими платежными фун-
кциями. Предложено несколько вариантов проблемы 
формирования прибылеобразующих стратегий с 
учетом затрат на экологию.

Ключевые слова: затраты, цена, количество 
товара, стратегия, прибыль, переговорное множес-
тво, детерминированная и смешанная стратегии.

Теоретический анализ поведения субъектов 
рыночной экономики традиционно представляет 
интерес с точки зрения получения содержательных 
представлений о стратегиях предпочтений. И уже 
вполне сложились инструменты и модели форми-
рования таких стратегий. Среди них особое место 
занимают методы теории игр и их применение к 
проблемам микроэкономики.

Первый фундаментальный труд по теории игр 
так и назывался: «Теория игр и экономическое по-
ведение» [2]. Однако, несмотря на то, что с момента 
его выхода в свет прошло более полувека, теория 
игр не стала рабочим инструментом вынесения 
решений (и в первую очередь из-за сложности ма-

тематического аппарата). В авторском исследовании 
излагается попытка преодолеть эту трудность и 
показать возможности такого подхода на теорети-
ческом уровне.

Будем исследовать процессы принятия решений 
двух (для определенности) фирм, производящих 
однотипные или достаточно схожие товары. От 
того, насколько качественно принимают они свои 
решения, зависит их финансовое благополучие. В 
настоящее время подобные задачи составляют само-
стоятельное направление в математике (известное 
как теория принятия решений).

Рассмотрим рынок, где две фирмы занимают 
лидирующее положение в некотором сегменте 
продаж однотипного товара. Ситуация с игроками 
числом более двух принципиальных трудностей 
не вызывает. Предположим, что первая фирма 
производит этот товар в количестве q1, причем.
q1.∈ [0, Q1], где Q1 определяется производственной 
мощностью этой фирмы. Вторая фирма производит 
товар в количестве q2.∈ [0, Q2].

Будем считать, что расходы фирмы R пропор-
циональны количеству произведенного товара, 
т. е. 1 2 .i i i i i iR c q c q d= + +  Здесь величины 1

ic  и 2
ic .–.

Теория игр
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нормативы затрат на производство и экологию. В 
первом приближении считаем, что затраты на эколо-
гию также пропорциональны объему производства 
фирмы, так что в общем случае затраты запишем в 
виде ,i i i iR c q d= +  где 1 2.i i ic c c= +  Величина же d1.
определяет расходы фирмы по обслуживанию ее 
производства (административные расходы, расходы 
на профилактику и ремонт оборудования, арендная 
плата и т. п.).

Товар обеих фирм поступает на рынок, где 
продается по цене p. Будем считать, что эта цена 
зависит от общего количества товара 1 2 ,q q q= + .
поступившего на рынок, т. е. 1 2( ) ( ).p p q p q q= = + .
Очевидно, что p(q) – монотонно убывающая функ-
ция, так как при росте предложения цена на товар 
падает. Тогда прибыль Пi i-й фирмы имеет вид:

1 2( ) ,i i i i iП p q q q c q d= + − − .i =1,2.
Возникающую ситуацию можно охарактеризо-

вать как игру двух лиц с ненулевой суммой с двумя 
платежными функциями П1(q1, q2) и П2(q1, q2), 
причем 1 10 ,q Q≤ ≤ . 2 20 .q Q≤ ≤  Другими словами, 
фирмы конкурируют друг с другом и каждая долж-
на решать, какое количество товара qi ей требуется 
выпускать с учетом затрат на экологию (а они воз-
растают с ростом объема производства) и с учетом 
противодействия конкурента.

Далее рассмотрим несколько вариантов реше-
ния этой проблемы.

некооперативный подход. В этом случае фир-
мы в своей конкурентной борьбе выносят решения 
независимо друг от друга, т. е. не координируют 
свои действия.

Максиминная стратегия. В рамках такой 
стратегии, например, первая фирма принимает свое 
решение о количестве q1 выпускаемого ею товара 
из условия:

. 1 1 2
2 2

min max
( , ) ,

{ } { }
П q q

q q
⇒   (1)

т. е. фирма строит свою стратегию из условия 
получения максимальной прибыли в наихудшей 
для себя на рынке ситуации. Данная задача легко 
решается.

В самом деле, поскольку 1 1 2 1 2 1 1 1 1( , ) ( )П q q p q q q c q d= + − −.
1 1 2 1 2 1 1 1 1( , ) ( )П q q p q q q c q d= + − −  и p(q) – монотонно убывающая функ-

ция, то минимум П1(q1, q2) при любом объеме про-
изводства q1 достигается при q2.=.Q2. Это вполне ес-
тественно, так как с ростом q2 цена на товар падает, 
и наихудшая для первой фирмы ситуация возникает, 
когда конкурирующая фирма выбрасывает на рынок 
максимальное количество товара.

Тогда  уравнение (1)  принимает  вид:

1 2 1 1 1 1
1

max
( )

{ }
p q Q q c q d

q
+ − − ⇒ , и необходимое усло-.

вие экстремума приводит к следующему уравне-
нию:

'
1 2 1 1 2 1( ) ( ) .p q Q q p q Q c+ + + =

Корень этого уравнения q1.=.q10 и определяет 
решение первой фирмы. Прибыль фирмы при этом 
будет равна:

10 10 2 10 1 10 1( ) .П p q Q q c q d= + − −
Для удобства всех выкладок введем функцию 
1 2 1 2( , ) ( , ) .i i iП q q П q q d= +
Тогда

. 10 10 1 10 2 10 1 10( ) .П П d p q Q q c q= + = + −   (2)
Аналогично, для второй фирмы максиминная 

стратегия задает объем выпуска продукции q20 в 
соответствии с уравнением:
. '

1 20 20 20 1 20 2( ) ( ) .p Q q q q p Q q c+ + + =   (3)
Тогда

. 20 20 2 1 20 20 2 20( ) ,П П d p Q q q c q= + = + − .  (4)
Стратегия угрозы. В соответствии с данной 

стратегией фирмы нацелены нанести как можно 
больше ущерба своему конкуренту, не обращая вни-
мания на собственные убытки (политика жесткого 
вымещения конкурента из своей рыночной ниши). 
Кстати, подобная стратегия может применяться, 
когда фирма желает «наказать» своего конкурента 
за невыполнение им каких-то договоренностей 
(в том числе и по выполнению природоохранных 
мероприятий).

Совершенно очевидно, что для второй фирмы 
наихудшая ситуация возникает, когда q1.=.Q1, так 
как при этом упадет цена на товар. Таким обра-
зом, стратегия угрозы со стороны первой фирмы 
заключается в выпуске максимально возможного 
количества товара.

Можно наблюдать, что при реализации этой 
стратегии оптимальный для второй фирмы объем 
производства определяется уравнением (3), а ее 
прибыль − уравнением (4). Таким образом, реали-
зуя стратегию угрозы, первая фирма не позволяет 
второй получить прибыль, большую, чем П20. Точ-
ка на плоскости (П1, П2) с координатами П10, П20.
называется statusquo [1]. К этому понятию авторы 
вернутся чуть далее.

кооперативный подход. Теперь рассмотрим 
ситуацию, когда фирмы хотя бы пытаются вести 
согласованную рыночную политику. При совмест-
ных действиях фирм основой для вынесения ими 
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решений является так называемое переговорное 
множество, так как выбор согласованных объемов 
производства q1 и q2 сводится к выбору точки на 
этом множестве. Остановимся подробнее на про-
цедуре его построения.

Переговорное множество. Допустим, что 
общий объем производства двух фирм составляет.
q.=.q1.+.q2. Тогда q2.=.q.–.q1, и для их прибылей 
можно записать следующие соотношения:

1 1 1 1 1 1

2 2 2 1 2 1

( ) ,

( ) ( ) ( ).

П П d p q q c q

П П d p q q q c q q

= + = − 


= + = − − − 
Отсюда

. 1 2
1 1

1 2

, ,
( ) ( )

П Пq q q
p q c p q c

= = −
− −

  (5)

и получаем, что

. 1 2

1 2

,
( ) ( )

П П q
p q c p q c

+ =
− −

  (6)

т. е. возможные значения 1П  и 2 ,П  соответствую-
щие разным значениям q1, лежащим в интервале 

10 ,q q≤ ≤  образуют прямую линию.
Переговорное множество является в данном 

случае огибающей этого семейства прямых линий. 
Для построения этой огибающей прибавим к урав-
нению (5) еще одно уравнение [3]:

. ' 1 2
2 2

1 2

( ) 1.
[ { } ] [ { } ]

П Пp q
p q c p q c

  + = 
− −  

  (7)

Уравнения (6) и (7) будем рассматривать как 
систему двух уравнений с двумя неизвестными 

1П  и 2.П  Находя решение этой системы, получим 
уравнение переговорного множества в параметри-
ческой форме:

.

' 2
2 1

1 '
1 2

2
1 2

2 '
2 1

[ ( ) ( ) ][ ( ) ] ,
( )( )

,
[ ( ) ( ) ][ ( ) ]

( )( )

qp q p q c p q cП
p q c c

qp q p q c p q cП
p q c c

− + −
= − − 


′ − + − = − − 

  (8)

что и позволяет построить его на графике.
Чтобы представить себе вид этого множества, 

найдем максимальные значения 1П  и 2.П  Оче-
видно, что при фиксированном значении q макси-
мальное значение 1П  получится, когда q1.=.q, при 
этом q2 = 0 и, соответственно, 2 0.П =  Поэтому при 
фиксированном значении q максимальное значение 

1П  получаем, приравнивая к нулю производную 
1( )П q  по q, т. е. поскольку 1 1( ) ,П p q q c q= −  то 

получаем, что
. '

1( ) ( ) .p q qp q c+ =   (9)
Обозначая решение уравнения (9) через 1max ,q .

получим, что максимальное значение 1П будет 
следующим:

1 1max 1max 1 1maxmax ( ) .П p q q c q= −
Аналогично, обозначая корень уравнения, оп-

ределим, что
'

2( ) ( ) .p q qp q c+ =
Через 2maxq получим, что максимальное значе-

ние 1 maxП  также будет определяться как
1 1max 1max 1 1maxmax ( ) .П p q q c q= −

Можно наблюдать, что переговорное мно-
жество имеет вид, представленный на рисунке, и 
в общем случае представляет собой кривую, вы-
пуклую вниз. Переговоры фирм о согласованных 
объемах производства должны свестись к выбору 
точки на этом множестве. После того как эта точка 

 1 2,  выбрана, определяются 
и сами объемы производства q1 и 
q2. А для этого вначале из системы 
уравнений (8) находится значение 
суммарного объема производства 
q, и уже затем из уравнений (5) 
определяются q1 и q2.=.q.–.q1.

Арбитражное решение в 
детерминированных страте-
гиях. Но конкурирующие фирмы 
могут так и не договориться между 
собой. В подобной ситуации они 
могут принимать свои решения в 
соответствии с теорией справед-
ливого арбитража по Нэшу [1]. 
В соответствии с ней «справед-

 (9) 1max ,q , 1

:

1 1max 1max 1 1maxmax ( ) .p q q c q 

, , ,
'

2( ) ( ) .p q qp q c 

2maxq , 1 max

1 1max 1max 1 1maxmax ( ) .p q q c q 

, ,

, , .

.

 1 2, , q1

q2.  (8) 

 q,  (5) q1 q2 = q - q1.

.

.

 [1]. 

 « »

:

     1 10 2 20
max

Ï Ï Ï Ï
q

   .   (10) 

 (10) 1 2

 (8), 10 20  (2)  (4) 

1

max1

21 ,

max2

2

Переговорное множество
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В статье отмечается, что оптимизация струк-
туры финансирования инвестиционных проектов, 
реализуемых на основе государственно-частного 
партнерства, является одной из наиболее значимых 
проблем в теории и практике обоснования инвести-
ций. Предложена экономико-математическая модель 
формирования оптимальной структуры финансиро-
вания дорожно-строительного проекта, позволяю-
щая минимизировать бюджетные расходы, связан-
ные с его осуществлением. Система ограничений 
разработанной авторами модели позволяет учесть 
требования к финансовой реализуемости проекта, а 
также к уровню эффективности и рисков участия в 
проекте частных инвесторов и государства.

Ключевые слова: оптимизация, структура 
финансирования, государственно-частное парт-
нерство, дорожное строительство, инвестиции, 
проект.

Ускоренное развитие региональной сети ав-
томобильных дорог требует значительных финан-

совых ресурсов, поэтому решить данную задачу 
исключительно за счет бюджетных средств в на-
стоящий момент не представляется возможным. В 
связи с этим исследование проблем привлечения 
внебюджетных источников для финансирования 
региональных дорожно-строительных проектов 
приобретает все большую актуальность.

Привлечение частных инвестиций в обществен-
ный сектор экономики осуществляется на условиях 
государственно-частного партнерства (ГЧП). Одной 
из основных форм ГЧП, применяемых в дорожном 
строительстве, являются концессионные согла-
шения, заключаемые между государством (конце-
дентом) и бизнесом (концессионером). Объектом 
концессионных соглашений выступают платные 
автомобильные дороги (или их отдельные участки), 
строящиеся или реконструируемые с использова-
нием средств концессионера и передаваемые ему 
в эксплуатацию после завершения строительства 
(реконструкции) на длительный период времени 
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(25−30 лет), при этом право собственности на объ-
ект концессии принадлежит концеденту.

В соответствии с действующим законодатель-
ством концедент принимает на себя часть расходов 
на строительство (реконструкцию) платной автомо-
бильной дороги или автомобильной дороги, содер-
жащей платные участки, а концессионер обязуется 
проводить за свой счет ее ремонт и капитальный 
ремонт, а также нести расходы на содержание 
дороги, если иное не установлено концессионным 
соглашением [7, 8].

Для финансирования дорожно-строительно-
го проекта, реализуемого на основе ГЧП, могут 
привлекаться средства бюджетов разных уровней 
бюджетной системы Российской Федерации, го-
сударственных институтов развития (Инвестици-
онного фонда РФ, Внешэкономбанка), кредитных 
организаций, институциональных инвесторов 
(страховых компаний, пенсионных фондов), а также 
средства, полученные от размещения акций компа-
нии-концессионера и выпуска инфраструктурных 
облигаций.

Поскольку все проекты строительства (реконс-
трукции) автомобильных дорог общего пользования 
имеют народнохозяйственное значение, то при 
обосновании целесообразности их реализации в 
первую очередь необходимо оценить общественную 
эффективность инвестиций. Если она положитель-
на, то выполняется оценка коммерческой эффек-
тивности проекта с точки зрения единого частного 
инвестора (в целом).

Если проект дорожного строительства в целом 
эффективен, то далее следует определить такую 
схему (структуру) его финансирования, которая 
позволит учесть интересы государства и частных 
инвесторов, а также обеспечить финансовую реа-
лизуемость проекта на каждом шаге его осущест-
вления.

Формирование оптимальной структуры финан-
сирования инвестиционного проекта происходит 
на основе заданного критерия, в качестве которого 
в многочисленных работах предлагается исполь-
зовать минимум средневзвешенной стоимости 
капитала [1−6]. Необходимо отметить, что данный 
критерий оптимальности позволяет определить 
рациональную структуру финансирования проекта 
только с точки зрения концессионера. Поскольку 
общество (как и государство) заинтересовано в эко-
номии бюджетных средств, то авторы предлагают 
представить целевую функцию оптимизационной 

задачи в виде минимизации дисконтированных 
бюджетных инвестиций, направленных на реали-
зацию дорожно-строительного проекта. При этом 
допустимыми следует считать только те схемы 
финансирования, использование которых позволяет 
обеспечить выполнение требований к финансовой 
реализуемости проекта, к его коммерческой и 
бюджетной эффективности, а также к предельно 
допустимому уровню рисков участия в проекте 
частных инвесторов и государства.

Для построения экономико-математической 
модели оптимизации структуры финансирования 
дорожно-строительного проекта введем следующие 
обозначения:

1,j m=  – номера схем финансирования дорож-
но-строительного проекта;

1,t T=  – номера лет реализации проекта;
1,r R=  – номера потенциальных частных 

инвесторов, готовых принять участие в финанси-
ровании проекта;

К – общая потребность в финансировании 
проекта из всех источников за весь период его 
реализации;

Кt – потребность в финансировании проекта из 
всех источников в t-м году его реализации;

част
rtjd  – доля финансирования проекта за счет 

средств r-го частного инвестора в t-м году его реа-
лизации при выборе j-й схемы;

бюд
tjd  – доля финансирования проекта из бюд-

жетных источников в t-м году его реализации при 
выборе j-й схемы;

част(min)
rtd  – минимально допустимая доля фи-

нансирования проекта за счет средств r-го частного 
инвестора в t-м году его реализации;

част(max)
rtd  – максимально возможная доля фи-

нансирования проекта за счет средств r-го частного 
инвестора в t-м году его реализации;

бюд(max)
td  – максимально возможная доля финан-

сирования проекта из бюджетных источников в t-м 
году его реализации;

min
част ,d . max

частd  – соответственно минимальное 
и максимальное значение доли финансирования 
дорожно-строительного проекта за счет частных 
инвесторов;

ком част бюд( , )rjIRR d d  – внутренняя норма ком-
мерческой доходности проекта для r-го частного 
инвестора при выборе j-й схемы финансирования;

бюд част бюд( , )jIRR d d  – внутренняя норма бюд-
жетной доходности проекта при выборе j-й схемы 
финансирования;
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В статье отмечается, что классическая модель 
Г. Марковица для выбора инвестиционного портфеля 
не учитывает транзакционных издержек и пред-
почтений инвестора касательно положительной 
асимметрии доходности портфеля. Предлагается 
математическая модель, включающая эти факторы 
и не приводящая к сложным вычислениям. Показана 
применимость модели к фондовому рынку России.

Ключевые слова: выбор портфеля, транзакци-
онные издержки, асимметрия распределения доход-
ности, алгоритм роя частиц.

В 1952 г. Г. Марковиц в своей работе [8] сфор-
мулировал идеи, составившие основу классической 
портфельной теории. Предложенный им подход 
«доходность − стандартное отклонение» служит 
основанием для развития финансовой теории до 
настоящего времени. Однако многие исследователи 
предлагают изменить исходную модель Марковица 
за счет снятия части предпосылок или ввода в нее 
новых факторов. Например, С. Джиови, С. Фунари 
и К. Нардели в своем исследовании [4] вводят фун-
кцию полезности, основанную на поведенческих 
факторах. Исследователь М. Ида предлагает поста-
новку задачи Марковица для случая, когда точные 

значения параметров не могут быть получены, но 
возможно получить интервал для их значений [5].

Существует множество работ, в которых ут-
верждается, что при постановке задачи Марковица 
должны быть учтены высокие моменты распределе-
ния доходностей [1, 9, 10]. Как показал Ф. Ардитти, 
инвесторы предпочитают активы с положительной 
асимметрией, так как высокие значения коэффициен-
та скошенности (skewness) распределения означают 
низкую вероятность крупных отрицательных норм 
прибыли [1]. Исследователь Т. Лай продемонстриро-
вал, что предпочтения инвестора относительно асим-
метричности распределения могут быть включены 
в модель выбора портфеля в явном виде, превращая 
исходную задачу Марковица в полиноминальную 
задачу [7]. Для нахождения решения этой поли-
номинальной задачи была разработана процедура 
многокритериальной оптимизации, анализирующая 
такие свойства портфеля, как доходность, дисперсия 
и асимметрия распределения доходности. Решением 
этой задачи являются значения весов активов в ин-
вестиционном портфеле, составленном из некоторого 
заранее отобранного множества активов.

Транзакционные издержки являются одной из 
главных проблем инвестиционных менеджеров, 
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