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Чàñòü I

Тåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé



Глава 

Случайные величины и их распределения

§ .. Пространство элементарных исходов,

σ-алгебры и меры

Пространство элементарных исходов –– первый объект, с кото-
рым мы встречаемся в теории вероятностей. Это некоторое непу-
стое множество, обычно обозначаемое Ω, элементы которого ω∈Ω
называются элементарными исходами.

Приведем несколько простых примеров.
Пример. Рассмотрим конечное множество X ={x1, …, xr} и мно-

жество Ω, состоящее из последовательностей ω= (ω1, …,ωn) дли-
ны n ¾ 1, где ωi ∈ X для каждого i, 1 ¶ i ¶ n. В приложениях ω
является результатом n статистических экспериментов, а ωi –– ре-
зультатом i-го эксперимента. Ясно, что |Ω|= rn, где |Ω| обозначает
число элементов в конечном множестве. Если X ={0, 1}, то каждое
ω является последовательностью нулей и единиц длины n. Такое
пространство Ω может служить моделью для результатов n последо-
вательных бросаний монеты. Если X = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, то Ω можно
рассматривать как пространство исходов для n подбрасываний иг-
ральной кости.

Пример. Обобщение предыдущего примера можно получить
следующим образом. Пусть X –– конечное или счетное множество,
а I –– конечное множество. Тогда Ω= X I –– пространство всех функ-
ций на I со значениями в X .

Если X ={0, 1} и I⊂Zd –– конечное множество, то каждое ω∈Ω
представляет собой конфигурацию нулей и единиц на ограничен-
ном подмножестве d-мерной решетки. Такие пространства появля-
ются в статистической физике, теории перколяции и т. д.

Пример. Рассмотрим лотерею, в которой имеется r различ-
ных чисел и надо угадать n из них вместе с порядком их появ-
ления (при n ¶ r). Чтобы построить модель этой игры, положим
X ={1, …, r}. Тогда Ω будет состоять из таких последовательностей
ω = (ω1, …,ωn) длины n, что ωi ∈ X и ωi 6= ω j при i 6= j. Легко
показать, что |Ω|= r!/(r−n)!.
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Позднее в этом параграфе мы определим понятие вероятност-
ной меры, или просто вероятности. Это функция, которая припи-
сывает некоторым (но не обязательно всем) подмножествам A⊆Ω
действительные числа между нулем и единицей.

Если интерпретировать Ω как пространство возможных исхо-
дов эксперимента, то вероятность множества A можно понимать
как степень правдоподобия того, что исход эксперимента принадле-
жит A. Перед введением понятия вероятности необходимо обсудить
те классы множеств, на которых она будет определена.

Определение .. Совокупность G подмножеств множества Ω
называется алгеброй, если выполняются следующие три условия:

) Ω∈G;
) из C ∈G вытекает, что Ω \C∈G;

) из C1, …, Cn∈G вытекает, что
n⋃

i=1

Ci∈G.

Пример. Пусть задано множество элементарных исходов Ω,
и пусть G содержит лишь два элемента: пустое множество и всё Ω,
т. е. G = {∅,Ω}. Определим ¯̄G как совокупность всех подмножеств
множества Ω. Ясно, что G и ¯̄G удовлетворяют определению алгебры.
Покажем, что еслиΩ конечно, то алгебра ¯̄G содержит 2|Ω| элементов.

Для всякого C ⊆Ω введем функцию χC(ω) на Ω с помощью ра-
венства

χC(ω) =

(
1, если ω ∈ C,

0, если ω /∈ C.

Эта функция называется индикатором множества C. Ясно, что
каждая функция на Ω, принимающая значения 0 и 1, является инди-
катором некоторого множества и определяет это множество одно-
значно. А именно, множество состоит из техω, где функция равна 1.
Число различных функций, отображающих Ω в множество {0, 1},
равно 2|Ω|.

Лемма .. Пусть Ω –– пространство элементарных исходов и

G –– алгебра. Тогда

) пустое множество является элементом G;

) из C1, …, Cn∈G следует, что
n⋂

i=1

Ci ∈G;

) из C1, C2∈G следует, что C1 \C2∈G.

Доказательство. Взяв C =Ω ∈ G, с помощью второго свойства
из определения . получим ∅∈ G. Чтобы доказать утверждение ,
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заметим, что

Ω \
n⋂

i=1

Ci =

n⋃
i=1

(Ω \Ci) ∈ G.

Следовательно,
n⋂

i=1

Ci∈G. Для доказательства третьего утверждения
запишем

C1 \C2 = Ω \
�

(Ω \C1)∪C2

�
∈ G.

Лемма .. Если алгебра G конечна, то существуют такие непу-

стые множества B1, …, Bm∈G, что

) Bi∩ B j=∅ при i 6= j;

) Ω=
m⋃

i=1

Bi;

) для каждого множества C ∈G существует такое множество

I⊆{1, …, m}, что C=
⋃
i∈I

Bi (условимся, что C=∅ при I=∅).

Замечание .. Совокупность множеств Bi, i= 1, …, m, опреде-
ляет некоторое разбиение множества Ω.

Таким образом, конечные алгебры порождаются конечными
разбиениями.

Замечание .. Для всякой конечной алгебры G найдется такое
число m∈N, что G содержит 2m элементов. Действительно, по лем-
ме . существует взаимно однозначное соответствие между G и со-
вокупностью подмножеств множества {1, …, m}.

Доказательство леммы .. Занумеруем произвольным обра-
зом элементы алгебры G:

G = {C1, …, Cs}.

Для любого множества C ∈G положим

C1
= C, C−1

= Ω \C.

Рассмотрим последовательность b= (b1, …, bs), в которой каждый
элемент bi равен либо +1, либо −1, и образуем множество

Bb
=

s⋂
i=1

C
bi

i .

Из определения алгебры и леммы . вытекает, что Bb ∈ G. Кроме
того, так как

Ci =
⋃

b : bi=1

Bb,

всякий элемент Ci алгебры G можно получить как объединение
некоторых множеств Bb. Если b′ 6= b′′, то Bb′ ∩ Bb′′

=∅.
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Действительно, условие b′ 6= b′′ означает, что найдется i, для
которого b′ i 6= b′′ i, скажем, b′ i = 1, b′′ i = −1. В выражении для Bb′

мы имеем C1
i =Ci, и, значит, Bb′⊆Ci. В выражение для Bb′′ входит

C−1
i =Ω \ Ci, так что Bb′′ ⊆Ω \ Ci. Следовательно, все Bb попарно не

пересекаются. Теперь в качестве Bi можно взять непустые множе-
ства Bb.

Определение .. Совокупность F подмножеств Ω называется
σ-алгеброй, если F является алгеброй, которая замкнута относи-
тельно счетных объединений, т. е. из того, что Ci ∈F , i¾1, вытека-

ет, что
∞⋃

i=1

Ci ∈F . Элементы σ-алгебры F называются измеримыми

множествами или событиями.
Как и выше, простейшими примерами σ-алгебр служат триви-

альная σ-алгебра F ={∅,Ω} и σ-алгебра ¯̄F , состоящая из всех под-
множеств пространства Ω.

Определение .. Измеримым пространством называется пара
(Ω, F), где Ω –– пространство элементарных исходов, а F –– некото-
рая σ-алгебра подмножеств Ω.

Замечание .. Пространство элементарных исходов называет-
ся дискретным, если оно содержит конечное или счетное число эле-
ментов. Всякий раз, рассматривая измеримое пространство (Ω, F)

с дискретным пространством Ω, мы будем предполагать, что F со-
стоит из всех подмножеств пространства Ω.

Следующую лемму можно доказать так же, как лемму ..
Лемма .. Пусть (Ω, F) –– измеримое пространство. Тогда из

того, что Ci ∈F , i¾1, вытекает, что
∞⋂

i=1

Ci ∈F .

Может показаться, что разница между понятиями алгебры иσ-ал-
гебры незначительна. Однако такое впечатление обманчиво. Как
мы увидим позже, любая содержательная теория (такая, как теория
меры или теория вероятностей) основывается на понятии σ-алгеб-
ры.

Определение .. Пусть дано измеримое пространство (Ω, F).
Функция ξ : Ω→ R называется F -измеримой (или просто измери-

мой), если для любых a и b, a< b, выполняется включение

{ω : a ¶ ξ(ω) < b} ∈ F .

Ниже будет показано, что линейная комбинация и произведе-
ние измеримых функций также являются измеримыми функциями.
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Если пространство Ω дискретно, то всякая действительнозначная
функция на Ω измерима, так как F содержит все подмножества Ω.

Чтобы лучше понять определение измеримости, рассмотрим
случай, когда σ-алгебра F конечна. Из леммы . вытекает, что F

соответствует конечному разбиению пространства Ω на подмноже-
ства B1, …, Bm и каждое C ∈F –– это объединение некоторых Bi.

Теорема .. Если функция ξ является F -измеримой, то на

каждом Bi, 1¶ i¶m, она принимает постоянное значение.

Доказательство. Предположим, что на некотором множестве B j,
1¶ j¶m, функция ξ принимает по меньшей мере два значения a и b

(a< b). Тогда множество {ω : a¶ξ(ω)<(a+b)/2} должно содержать
хотя бы одну точку из B j, но не должно содержать всего B j . Поэтому
его нельзя представить как объединение некоторых из Bi, что про-
тиворечит его измеримости.

Определение .. Пусть дано измеримое пространство (Ω, F).
Функция µ : F→ [0, ∞) называется конечной неотрицательной ме-

рой, если

µ

� ∞⋃
i=1

Ci

�
=

∞∑
i=1

µ(Ci)

всякий раз, когда Ci ∈F при i¾1 и Ci ∩C j=∅ при i 6= j.
Свойство, выраженное в определении ., называется счетной

аддитивностью (или σ-аддитивностью) меры µ.
Замечание .. Мы часто будем опускать слова «конечная» и

«неотрицательная» и называть µ просто мерой. Таким образом, ме-
ра –– этоσ-аддитивная функция на F со значениями в R+. В отличие
от сказанного выше σ-конечная и знакопеременная меры, вводи-
мые в гл. , принимают соответственно значения вR+∪ {+∞} и в R.

Определение .. Пусть g –– бинарная функция на Ω со зна-
чениями 1 (истина) и 0 (ложь). Говорят, что функция g почти

всюду истинна, если существует такое событие C, что µ(C)=µ(Ω)

и g(ω)=1 для всех ω∈C.
Определение .. Мера P на измеримом пространстве (Ω, F)

называется вероятностной мерой или распределением вероятно-

стей, если P(Ω)=1.
Определение .. Вероятностным пространством называет-

ся тройка (Ω,F , P), где (Ω, F) –– измеримое пространство и P –– ве-
роятностная мера. Если C ∈F , то число P(C) называется вероятно-

стью события C.
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Определение .. Измеримая функция, определенная на веро-
ятностном пространстве, называется случайной величиной.

Замечание .. Если P –– вероятностная мера, то вместо терми-
на «почти всюду» часто используется «почти наверное».

Замечание .. Заменим условие σ-аддитивности в определе-
нии . на следующее: если Ci ∈ F при 1¶ i ¶ n, где n конечное,
и Ci ∪C j=∅ при i 6= j, то

µ

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

µ(Ci).

Это условие приводит вместо понятия меры к понятию конечно-
аддитивной функции. Заметим, что из конечной аддитивности вы-
текает супераддитивность для бесконечных последовательностей
множеств. А именно,

µ

� ∞⋃
i=1

Ci

�
¾

∞∑
i=1

µ(Ci),

если множества Ci не пересекаются. Действительно, в противном
случае мы могли бы найти настолько большое n, что

µ

� ∞⋃
i=1

Ci

�
<

n∑
i=1

µ(Ci),

но это неравенство противоречит конечной аддитивности.
Пусть Ω дискретно. Тогда p(ω)=P({ω}) –– вероятность элемен-

тарного исходаω. Из определения вероятностной меры следует, что
) p(ω)¾0;
)
∑
ω∈Ω

p(ω)=1.

Лемма .. Каждая функция p(ω), заданная на дискретном

пространстве Ω и удовлетворяющая этим двум условиям, порож-

дает вероятностную меру на σ-алгебре всех подмножеств Ω, зада-

ваемую формулой

P(C) =
∑
ω∈C

p(ω).

Доказательство. Ясно, что P(C)¾ 0 для всех C и что P(Ω)= 1.
Чтобы проверить выполнение условияσ-аддитивности из определе-
ния ., нужно показать, что для попарно непересекающихся мно-
жеств Ci, i¾1, выполняется соотношение

P

� ∞⋃
i=1

Ci

�
=

∞∑
i=1

P(Ci).
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Так как сумма сходящегося ряда с положительными членами не за-
висит от порядка суммирования, получаем

P

� ∞⋃
i=1

Ci

�
=
∑

ω∈
∞⋃

i=1

Ci

p(ω) =
∞∑

i=1

∑
ω∈Ci

p(ω) =
∞∑

i=1

P(Ci).

Таким образом, мы показали, что в случае дискретного вероят-
ностного пространства Ω существует взаимно однозначное соответ-
ствие между распределениями вероятностей на Ω и функциями p со
свойствами, сформулированными перед леммой ..

Замечание .. Если Ω не является дискретным, то обычно
невозможно выразить меру заданного множества в терминах мер
элементарных исходов. Например, в случае лебеговой меры на
[0, 1] (изучаемой в гл. ) P({ω})=0 для каждого ω.

Приведем несколько примеров вероятностных распределений
на дискретном множестве Ω.

. Равномерное распределение: Ω конечное и p(ω)=1/|Ω|. В этом
случае все ω имеют равные вероятности. Вероятность всякого со-
бытия C равна P(C)= |C|/|Ω|.

. Геометрическое распределение: Ω = Z+ = {n : n ¾ 0, n целое}

и p(n)= (1− q)qn, 0< q < 1. Такое распределение называется гео-
метрическим с параметром q.

. Распределение Пуассона: пространство Ω то же самое, что
в предыдущем примере, и p(n)= e−λ ·λn/n!, λ> 0. Это распределе-
ние называется распределением Пуассона с параметром λ.

Пусть ξ –– случайная величина, определенная на дискретном ве-
роятностном пространстве и принимающая значения в конечном
или счетном множестве X , т. е. ξ(ω)∈ X при всех ω∈Ω.

Рассмотрим события Cx = {ω : ξ(ω)= x}, x ∈ X . Ясно, что при
x 6= y пересечение событий Cx и Cy –– пустое множество и что

⋃
x∈X

Cx = Ω.

Теперь мы можем определить распределение вероятностей на X ,
положив pξ(x)=P(Cx).

Определение .. Распределение вероятностей на X , опреде-
ленное формулой pξ(x)=P(Cx), называется распределением случай-

ной величины ξ (или распределением вероятностей, индуцирован-

ным случайной величиной ξ).
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§ .. Математическое ожидание и дисперсия случайных

величин на дискретном вероятностном пространстве

Пусть ξ –– случайная величина на дискретном вероятностном
пространстве (Ω,F , P), где F –– совокупность всех подмножеств
пространства Ω, а P –– вероятностная мера. Как и ранее, положим
p(ω)=P({ω}).

Пусть X = ξ(Ω)⊂ R –– множество значений случайной величи-
ны ξ. Так как Ω дискретно, X конечно или счетно.

Пусть

ξ+(ω) =

(
ξ(ω), если ξ(ω) ¾ 0,

0, если ξ(ω) < 0,

ξ−(ω) =

(
−ξ(ω), если ξ(ω) < 0,

0, если ξ(ω) ¾ 0.

Определение .. Рассмотрим два ряда
∑
ω∈Ω

ξ+(ω)p(ω) и
∑
ω∈Ω

ξ−(ω)p(ω).

Говорят, что ξ имеет конечное математическое ожидание, если
сходятся оба эти ряда. Математическое ожидание обозначается Eξ

и определяется равенством

Eξ =
∑
ω∈Ω

ξ+(ω)p(ω)−
∑
ω∈Ω

ξ−(ω)p(ω) =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)p(ω).

Если первый ряд расходится, а второй сходится, то Eξ=+∞.
Если первый ряд сходится, а второй расходится, то Eξ=−∞.
Если расходятся оба ряда, то Eξ не определено.
Ясно, что Eξ конечно тогда и только тогда, когда E|ξ| конечно.
Замечание .. Иногда вместо математического ожидания ис-

пользуются термины ожидаемое значение, среднее значение, среднее.
Лемма . (свойства математического ожидания).

. Если Eξ1 и Eξ2 конечны, то для любых постоянных a и b мате-

матическое ожидание E(aξ1+ bξ2) конечно и E(aξ1+ bξ2)= aEξ1+

+ bEξ2.

. Если ξ¾0, то Eξ¾0.

. Если ξ≡1, то Eξ=1.

. Если A¶ξ¶ B, то A¶Eξ¶ B.
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. Математическое ожидание Eξ конечно тогда и только тогда,
когда
∑

x∈X

|x|pξ(x)<∞, где pξ(x)=P({ω : ξ(ω)= x}). В этом случае

Eξ=
∑
x∈X

x ·pξ(x).

. Если случайная величина η определена равенством η= g(ξ),
то Eη=
∑

x∈X

g(x)pξ(x) и Eη конечно тогда и только тогда, когда
∑

x∈X

|g(x)| ·pξ(x)<∞.

. Если |ξ|¶ |η| и E|η|<∞, то и E|ξ|<∞.

Доказательство. Так как Eξ1 и Eξ2 конечны, мы имеем
∑
ω∈Ω
|ξ1(ω)|p(ω) < ∞,

∑
ω∈Ω
|ξ2(ω)|p(ω) <∞

и
∑
ω∈Ω
|aξ1(ω)+ bξ2(ω)|p(ω) ¶

∑
ω∈Ω

�
|a||ξ1(ω)|+ |b||ξ2(ω)|

�
p(ω) =

= |a|
∑
ω∈Ω
|ξ1(ω)|p(ω)+ |b|

∑
ω∈Ω
|ξ2(ω)|p(ω) <∞.

Используя свойства абсолютно сходящихся рядов, находим, что
∑
ω∈Ω

(aξ1(ω)+ bξ2(ω))p(ω) = a
∑
ω∈Ω

ξ1(ω)p(ω)+ b
∑
ω∈Ω

ξ2(ω)p(ω).

Свойства  и  очевидны. Свойства –– означают, что E представ-
ляет собой линейный, неотрицательный, нормированный функцио-
нал на векторном пространстве случайных величин. Свойство  сле-
дует из того, что ξ− A¾0, B−ξ¾0, а потому E(ξ− A)=Eξ−EA ·1=
=Eξ− A¾0 и B−Eξ¾0.

Теперь докажем свойство , так как свойство  следует из свой-
ства  при g(x)= x. Пусть

∑
x∈X

|g(x)|pξ(x)<∞. Так как сумма ряда

с неотрицательными членами не зависит от порядка суммирования,
сумму
∑
ω

|g(ξ(ω))|p(ω) можно преобразовать следующим образом:

∑
ω∈Ω
|g(ξ(ω))|p(ω) =

∑
x∈X

∑
ω: ξ(ω)=x

|g(ξ(ω))|p(ω) =

=
∑

x∈X

|g(x)|
∑

ω: ξ(ω)=x

p(ω) =
∑

x∈X

|g(x)|pξ(x).

Значит, ряд
∑
ω∈Ω
|g(ξ(ω))|p(ω) сходится в том и только том слу-

чае, когда сходится ряд
∑

x∈X

|g(x)|pξ(x). Если любой из этих рядов
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сходится, то ряд
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))p(ω) сходится абсолютно и его сумма

не зависит от порядка суммирования. Поэтому
∑
ω∈Ω

g(ξ(ω))p(ω)=
∑

x∈X

∑
ω: ξ(ω)=x

g(ξ(ω))p(ω)=

=
∑

x∈X

g(x)
∑

ω: ξ(ω)=x

p(ω) =
∑

x∈X

g(x)pξ(x)

и последний ряд также сходится абсолютно.
Свойство  непосредственно вытекает из определения матема-

тического ожидания.
Замечание .. Пятое свойство:

Eξ =
∑

x∈X

xpξ(x), если ряд в правой части сходится абсолютно,

можно использовать как определение математического ожидания,
если ξ принимает счетное число значений, но определено на веро-
ятностном пространстве, которое не обязательно дискретно.

В главе  мы определим математическое ожидание для случай-
ной величины общего вида.

Лемма . (неравенство Чебышёва). Если ξ¾ 0 и Eξ конечно,
то для всякого t>0 выполняется неравенство

P(ξ ¾ t) ¶
Eξ

t
.

Доказательство. Так как ξ¾0, имеем

P{ξ ¾ t} =
∑

ω: ξ(ω)¾t

p(ω) ¶
∑

ω: ξ(ω)¾t

ξ(ω)

t
p(ω) =

=
1

t

∑
ω: ξ(ω)¾t

ξ(ω)p(ω) ¶
1

t

∑
ω∈Ω

ξ(ω)p(ω) =
1

t
Eξ.

Лемма . (неравенство Коши––Бунявского). Если математи-

ческие ожидания Eξ2
1

и Eξ2
2

конечны, то E(ξ1ξ2) также конечно

и выполняется неравенство

E|ξ1ξ2| ¶
Æ

Eξ2
1 ·Eξ2

2.

Доказательство. Так как |ξ1ξ2|¶ (ξ2
1
+ ξ2

1
)/2, математическое

ожидание Eξ1ξ2 конечно. Для каждого t имеем

E(t|ξ2|+ |ξ1|)2
= t2

Eξ2
2
+2tE|ξ1ξ2|+Eξ2

1
.



§ .. Математическое ожидание и дисперсия случайных величин 

Поскольку при всех t левая часть этого равенства неотрицательна,
то же самое верно и для правой части, откуда следует, что дискри-
минант неположителен, т. е. E|ξ1ξ2|− (Eξ2

1
Eξ2

2
)1/2¶0.

Теперь введем другие числовые характеристики случайных ве-
личин.

Определение .. Дисперсия случайной величины ξ определя-
ется равенством Varξ= E(ξ− Eξ)2 (от слова «variance»), принято
также обозначение Dξ.

Для существования дисперсии требуется существование мате-
матического ожидания Eξ. Возможны, конечно, и случаи, когда Eξ

конечно, но Varξ=∞.
Лемма . (свойства дисперсии).

. Дисперсия Varξ конечна тогда и только тогда, когда Eξ2<∞.

В этом случае Varξ=Eξ2− (Eξ)2.

. Если Varξ<∞, то Var(aξ+ b)= a2 Varξ для любых постоян-

ных a и b.

. Если A¶ξ¶ B, то Varξ¶
�

B− A
2

�2
.

Доказательство свойства . Предположим вначале, что Eξ2 <

<∞. Тогда (ξ−Eξ)2
=ξ2−2(Eξ)ξ+ (Eξ)2, и из свойства  матема-

тического ожидания вытекает, что

Varξ = Eξ2−E(2(Eξ)ξ)+E(Eξ)2
= Eξ2−2(Eξ)2

+ (Eξ)2
=

= Eξ2− (Eξ)2.

Если Varξ <∞, то ξ2
= (ξ− Eξ)2

+ 2(Eξ)ξ− (Eξ)2, и в силу свой-
ства  математического ожидания

Eξ2
= E(ξ−Eξ)2

+2(Eξ)2− (Eξ)2
= Varξ+ (Eξ)2.

Доказательство свойства . В силу свойства  математического
ожидания E(aξ+ b)=aEξ+ b, поэтому

Var(aξ+ b) = E(aξ+ b−E(aξ+ b))2
= E(aξ−aEξ)2

=

= Ea2(ξ−Eξ)2
= a2 Varξ.

Доказательство свойства . Пусть A¶ξ¶ B. Из свойства  дис-
персии следует, что

Varξ = E(ξ−Eξ)2
= E

�
ξ− A+ B

2
−
�
Eξ− A+ B

2

��2
=

= E

�
ξ− A+ B

2

�2
−
�
E

�
ξ− A+ B

2

��2
¶ E(ξ− A+ B

2
)2 ¶
�

B− A
2

�2
.
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Лемма . (неравенство Чебышёва для дисперсии). Пусть дис-

персия Varξ конечна. Тогда

P{ω : |ξ−Eξ| ¾ t} ¶
Varξ

t2
.

Доказательство. Применим лемму . к случайной величине
η= (ξ−Eξ)2¾0:

P(|ξ−Eξ| ¾ t) = P{η ¾ t2} ¶
Eη

t2
=

Varξ

t2
.

Определение .. Ковариацией случайных величин ξ1 и ξ2

называется число Cov(ξ1, ξ2)= E(ξ1 − m1)(ξ2 − m2), где mi = Eξi,
i=1, 2.

По лемме . Cov(ξ1, ξ2) конечна, если конечны Varξ1 и Varξ2.
Заметим, что

Cov(ξ1, ξ2) = E(ξ1−m1)(ξ2−m2) =

= E(ξ1ξ2−m1ξ1−m2ξ2+m1m2) = Eξ1ξ2−m1m2

и

Cov(a1ξ1+ b1, a2ξ2+ b2) = a1a2Cov(ξ1ξ2).

Пусть ξ1, ξ2, …, ξn –– случайные величины и ζn = ξ1 + ξ2 +…+ ξn.

Если mi=Eξi, то Eζn=

n∑
i=1

mi и

Varζn = E

� n∑
i=1

ξi−
n∑

i=1

mi

�2
= E

� n∑
i=1

(ξi−mi)

�2
=

=

n∑
i=1

E(ξi−mi)
2
+2
∑
i< j

E(ξi−mi)(ξ j−m j) =

=

n∑
i=1

Varξi+2
∑
i< j

Cov(ξi, ξ j).

Определение .. Коэффициентом корреляции случайных ве-
личин ξ1 и ξ2 с ненулевыми дисперсиями называется число

ρ(ξ1, ξ2) =
Cov(ξ1, ξ2)p
Varξ1 Varξ2

.

Из свойств дисперсии и ковариации следует, что

ρ(a1ξ1+ b1, a2ξ2+ b2) = ρ(ξ1, ξ2)

для любых постоянных a1, b1, a2, b2.



§ .. Вероятность объединения событий 

Теорема .. Пусть ξ1 и ξ2 –– случайные величины с нулевой

дисперсией. Тогда абсолютная величина их коэффициента корреля-

ции меньше или равна единице. Если |ρ(ξ1, ξ2)|= 1 и Varξ1 6= 0, то

для некоторых постоянных a и b почти наверное выполняется ра-

венство ξ2(ω)=aξ1(ω)+ b.

Доказательство. Для всякого t имеем

E(t(ξ2−m2)+ (ξ1−m1))2
=

= t2
E(ξ2−m2)2

+2tE(ξ1−m1)(ξ2−m2)+E(ξ1−m1)2
=

= t2 Varξ2+2t Cov(ξ1, ξ2)+Varξ1.

Так как левая часть этого равенства неотрицательна при всех t,
это верно и для квадратичного полинома в правой части, откуда
следует, что (Cov(ξ1, ξ2))2 ¶ Varξ1 Varξ2, т. е. |ρ(ξ1, ξ2)| ¶ 1. Ес-
ли |ρ(ξ1, ξ2)| = 1 и Varξ1 6= 0, то найдется t0 6= 0, для которого
E(t0(ξ2−m2)+ (ξ1−m1))2

=0, т. е. почти наверное

t0(ξ2(ω)−m2)+ (ξ1(ω)−m1) = 0.

Следовательно, ξ2 =m2 +
m1

t0
− ξ1

t0
. Полагая a=− 1

t0
и b=m2 +

m1

t0
,

получаем второе утверждение теоремы.

§ .. Вероятность объединения событий

Если C1, C2, …, Cn –– попарно непересекающиеся события, то из

определения вероятности следует, что P

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

P(Ci). Мы вы-

ведем формулу для вероятности объединения любых n событий.
Теорема .. Пусть (Ω, F , P) –– вероятностное пространство

и C1, …, Cn∈F . Тогда

P

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

P(Ci)−
∑

i1<i2

P(Ci1
∩Ci2

)+
∑

i1<i2<i3

P(Ci1
∩Ci2
∩Ci3

)−

−
∑

i1<i2<i3<i4

P(Ci1
∩Ci2
∩Ci3
∩Ci4

)+…

Доказательство. Сначала предположим, что пространство Ω
дискретно. Рассмотрим дополнение

Ω \
� n⋃

i=1

Ci

�
=

n⋂
i=1

(Ω \Ci).
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Для каждого C ∈F положим

χC(ω) =

(
1, если ω ∈ C,

0, если ω /∈ C,

т. е. χC –– индикатор множества C. Легко видеть, что χΩ\C(ω)= 1−
−χC(ω) и

χ⋂n
i=1

(Ω\Ci )
(ω) =

n∏
i=1

χΩ\Ci
(ω) =

n∏
i=1

(1−χCi
(ω)).

Следовательно,

1−P

� n⋃
i=1

Ci

�
= P

� n⋂
i=1

(Ω\Ci)

�
=

=
∑
ω∈Ω

χ⋂n
i=1(Ω\Ci )

(ω)p({ω}) =
∑
ω∈Ω

n∏
i=1

(1−χCi
(ω))p({ω}) =

= 1−
n∑

i=1

∑
ω∈Ω

χCi
(ω)p({ω})+
∑

i1<i2

∑
ω∈Ω

χCi1
(ω)·χCi2

(ω)p({ω})−… =

= 1−
n∑

i=1

P(Ci)+
∑

i1<i2

P(Ci1
∩Ci2

)−…,

что и завершает доказательство теоремы для случая дискретно-
го Ω.

В общем случае, когда Ω не обязательно дискретно, мы можем
заменить суммы

∑
Ω∈Ω

интегралами по пространству Ω, отвечающи-

ми мере P. Это, однако, требует использования понятия интеграла
Лебега, которое будет введено в гл. .

Теперь мы применим теорему . для решения одной интерес-
ной задачи. Наши рассуждения не будут абсолютно строгими, они
нацелены на развитие интуиции у читателя.

Пусть x1 и x2 –– два целых числа, выбранных случайным образом
и независимо друг от друга из множества {1, …, n} в соответствии
с равномерным распределением. Это означает, что пространство Ω
состоит из парω= (x1, x2), где 1¶ x1¶n, 1¶ x2¶n. Оно содержит n2

элементов (элементарных исходов), и вероятность каждого элемен-

тарного исхода равна pn(ω)=
1

n2 . Обозначим через P
n соответству-

ющую вероятностную меру. Пусть An –– событие, состоящее в том,
что x1 и x2 взаимно просты:

An
=
�

(x1, x2) ∈ Ωn : x1 и x2 взаимно просты
	

.



§ .. Вероятность объединения событий 

Мы найдем предел lim
n→∞

P
n(An). В приводимых ниже формулах q обо-

значает простое число, q>1. Пусть Cn
q

–– событие, состоящее в том,
что x1 и x2 делятся на q. Тогда

P
n(An) = 1−P

n
�⋃

q¶n

Cn
q

�
,

из теоремы . получаем

P
n
�⋃

q¶n

Cn
q

�
=

=
∑
q¶n

P
n(Cn

q )−
∑

q1<q2¶n

P
n(Cn

q1
∩Cn

q2
)+
∑

q1<q2<q3¶n

P
n(Cn

q1
∩Cn

q2
∩Cn

q3
)−…

Легко видеть, что

P
n(Cn

q ) −−→
n→∞

1

q2 , P
n(Cn

q1
∩Cn

q2
) −−→

n→∞

1

q2
1q2

2

и т. д.

Тогда

lim
n→∞

P

�⋃
q¶n

Cn
q

�
=
∑
q

1

q2 −
∑

q1<q2

1

q2
1q2

2

+
∑

q1<q2<q3

1

q2
1q2

2q2
3

−…

Так как число членов в правой части бесконечно, эта формула тре-
бует более строгого обоснования, которое мы здесь не проводим.
Теперь

lim
n→∞

P
n(An) = 1− lim

n→∞
P

n
�⋃

q¶n

Cn
q

�
=

= 1−
∑
q

1

q2 +
∑

q1<q2

1

q2
1q2

2

−
∑

q1<q2<q3

1

q2
1q2

2q2
3

−… =
∏

q

�
1− 1

q2

�
.

Следовательно,

1

lim
n→∞

P
n(An)

=
1
∏

q

�
1− 1

q2

� =
∏

q

1

1− 1

q2

=
∏

q

∞∑
m=0

1

q2m =
∑ 1

q
2m1

1

·… · 1

q
2ms
s

,

где последняя сумма берется по всем s¾ 0, всем конечным словам
(q1, …, qs) с простыми q1 < q2 <… < qs и всем конечным словам
(m1, …, ms), mi¾0. Так как каждое натуральное число можно един-
ственным образом записать в виде x= q

m1

1 q
m2

2 …qms
s , последняя сум-

ма равна
∑
x¾1

1

x2 =
π2

6
. Таким образом,

lim
n→∞

P
n(An) =

6

π2 .
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§ .. Эквивалентные определения σ-аддитивности,

борелевских σ-алгебр и измеримости

Пусть (Ω, F) –– измеримое пространство.
Теорема .. Предположим, что функция P на F обладает

свойствами вероятностной меры, но σ-аддитивность заменена на

конечную аддитивность, так что

) P(C)¾0 для всякого C ∈F ;
) P(Ω)=1;
) если Ci∈F , 1¶ i¶n, и Ci∩C j=∅ при i 6= j, то

P

� n⋃
i=1

Ci

�
=

n∑
i=1

P(Ci).

Тогда следующие четыре утверждения эквивалентны:
1) P ––σ-аддитивная мера (и, значит, –– вероятностная мера);
2) для всякой последовательности событий Ci ∈ F , Ci ⊆ Ci+1,

выполняется равенство

P

�⋃
i

Ci

�
= lim

i→∞
P(Ci);

3) для всякой последовательности событий Ci ∈ F , Ci ⊇ Ci+1,
выполняется равенство

P

�⋂
i

Ci

�
= lim

i→∞
P(Ci);

4) для всякой последовательности событий Ci ∈ F , Ci ⊇ Ci+1,⋂
i

Ci=∅, справедливо соотношение

lim
i→∞

P(Ci) = 0.

Доказательство. Для всех пар утверждений эквивалентность
доказывается одинаково. Докажем, например, что утверждение 
эквивалентно утверждению . Пусть Ci ∈F , Ci⊇Ci+1,

⋂
i

Ci=∅. Рас-

смотрим события Bi=Ci \Ci+1. Тогда Bi∩B j=∅ при i 6= j и Ck=
⋃
i¾k

Bi.

Из σ-аддитивности меры P следует, что P(C1)=
∞∑

i=1

P(Bi). Таким

образом, остаток ряда
∞∑

i=k

P(Bi)=P(Ck) стремится к нулю при k→∞,

а это и есть свойство .



§ .. Эквивалентные определения σ-аддитивности 

Обратно, докажем, что из свойства  вытекает σ-аддитивность.
Предположим, что имеется последовательность событий Ci, Ci ∩C j =

=∅ при i 6= j. Пусть C=
∞⋃

i=1

Ci. Тогда

C =

� n⋃
i=1

Ci

�
∪
� ∞⋃

i=n+1

Ci

�

для любого n, и в силу конечной аддитивности

P(C) =
n∑

i=1

P(Ci)+P

� ∞⋃
i=n+1

Ci

�
.

Последовательность событий Bn=

∞⋃
i=n+1

Ci убывает, и
⋂
n

Bn=∅. Сле-

довательно, P(Bn)→0 при n→∞, и P(C)=
∞∑

i=1

P(Ci).

Теперь мы рассмотрим важнейшие примеры σ-алгебр, которые
встречаются в теории вероятностей.

Вначале дадим следующее общее определение.
Определение .. Пусть A={A} –– произвольная совокупность

подмножеств пространства Ω. Пересечение всех σ-алгебр, содержа-
щих все элементы совокупности A, называется σ-алгеброй, порож-

денной A, или минимальной σ-алгеброй, содержащей A. Эту σ-ал-
гебру обозначают σ(A).

Другими словами,

σ(A)=
�

C : C ∈F для каждой такой σ-алгебры F , что A⊆F
	

. (.)

Мы должны сделать три замечания, чтобы придать смысл этому опре-
делению. Во-первых, имеется по крайней мере одна σ-алгебра, кото-
рая содержит A, а именно σ-алгебра всех подмножеств пространства
Ω. Во-вторых, ясно, что пересечение любой совокупности σ-алгебр
есть снова σ-алгебра. Следовательно, множество σ(A) в формуле
(.) определено корректно и является σ-алгеброй. Наконец, очевид-
но, что всякаяσ-алгебра F , которая содержит A, должна также содер-
жать σ(A), иначе можно было бы рассмотреть σ-алгебру σ(A)∩F,
которая бы строго содержалась в σ(A). В этом смысле σ(A) –– наи-
меньшая σ-алгебра, содержащая все элементы совокупности A.

Теперь предположим, что Ω=R. Рассмотрим следующие семей-
ства подмножеств:
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