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ГЛАВА I. Теоретические основы вычислительных методов  
квантовой химии 

 
1.1 Разделение электронного и ядерного движений в молекулах 

 Движение в молекулах является более сложным, чем движение в атомах. 
В молекулах имеются 3 вида движения: электроны движутся вокруг ядер, ядра 
колеблются около положения равновесия, молекула как целое может вращаться 
вокруг некоторой оси. На первом этапе рассматривается движение молекулы в 
системе координат, жестко связанной с молекулой, т.е. вращающейся вместе с 
молекулой, начало этой системы координат находится в центре масс молекулы, 
эта система координат называется молекулярной системой координат. В этой 
системе координат отсутствует вращательное движение и движение центра 
масс молекулы, имеются только электронное и колебательное движения. Поло-
жение молекулярной системы координат относительно внешней неподвижной 
системы координат задается шестью координатами, три из которых характери-
зуют положение центра масс молекулы и еще три угла Эйлера характеризуют 
вращение молекулы как целого относительно лабораторной системы. Поэтому 
конфигурация нелинейной многоатомной молекулы, состоящей из М ядер, в 
молекулярной системе координат определяется 6-M3K = независимыми ко-
ординатами, линейные и двухатомные молекулы имеют две вращательные сте-
пени свободы, для них  5- M3K = . Стационарное уравнение Шредингера, оп-
ределяющее состояние молекулы в молекулярной системе, имеет вид: 

)R,r(E)R,r(Ĥ rr ΨΨ = ,        (1.1.1) 
}r,r,r{r N21

r
L

rrr
= - координаты электронов, N – число электронов, 

}R,RR{R K2,1 L= – координаты, определяющие конфигурацию ядер в молеку-
лярной системе, 6M3K −=  для нелинейной многоатомной молекулы, 

5M3K −=  для двухатомных и линейных многоатомных молекул, M–число 
ядер. 
Оператор Гамильтона молекулы имеет вид 

( ) eĤRT̂R,rV̂rT̂RT̂Ĥ +=++=
r ,      (1.1.1) 

где −=RT̂  - оператор кинетической энергии ядер, 

rT̂  - оператор кинетической энергии электронов, 
( )R,rV̂ r  - оператор потенциальной энергии взаимодействия между всеми части-

цами. 
Оператор 

( )R,rV̂rT̂RT̂ĤeĤ r
+=−=  ,       (1.1.3) 

содержащий дифференцирование только по электронным координатам,  
называется электронным гамильтонианом. 

( ) αβα V̂V̂V̂T̂R,rV̂T̂Ĥ eeerre +++=+=
r ,     (1.1.4) 

Vee – описывает кулоновское взаимодействие электронов 
αeV̂ – описывает кулоновское взаимодействие ядер и электронов 
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αβV̂ – описывает кулоновское взаимодействие ядер 
Несмотря на то, что гамильтониан называется электронным, в него вклю-

чены все нерелятивистские виды взаимодействий, которые имеют место в мо-
лекуле, это гамильтониан молекулы с фиксированной конфигурацией ядер. 
Приближение Борна-Оппенгеймера  решения уравнения (1.1.1) основывается на 
предположении, что оператором кинетической энергии ядер на первом этапе 
можно пренебречь. На первом этапе решается уравнение Шредингера с элек-
тронным Гамильтонианом 
 

( ) )R,r(φRε)R,r(φĤ ennene
rr

= .      (1.1.5) 
 
Функции )R,r(en

rϕ называются электронными волновыми функциями, ( )Rnε  
- электронной энергией, она зависит от координат ядер как от параметров, n - 
электронное квантовое число, нумерующее электронные уровни энергии. Хотя 

( )Rnε называется электронной энергией, в нее входят все виды энергии моле-
кулы кроме кинетической энергии ядер. В случае двухатомной молекулы число 
ядер M=2, электронная энергия зависит от одной переменной R – межъядерного 
расстояния. Зависимость электронной энергии двухатомной молекулы от 
межъядерного расстояния для устойчивого состояния представлена на 
Рис.1.1.1. 
 

 

 
Рис. 1.1. 1 Зависимость электронной энергии двухатомной молекулы от межъ-

ядерного расстояния для случая  устойчивой молекулы 
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Проанализируем зависимость ( )Rnε , представленную на Рис. 1.1.1. При 
стремлении R к бесконечности молекула превращается в два атома, поэтому 
при больших R значение ( ) constRn =ε , равно сумме энергий атомов, на кото-
рые распадается молекула. При стремлении R к нулю значение 

( ) ∞→Rεn вследствие роста энергии отталкивания ядер. Устойчивая молекула 
будет существовать лишь в том случае, если имеется межъядерное расстояние 
R=Re, при котором электронная энергия имеет минимум, это расстояние явля-
ется равновесным межъядерным расстоянием. Зависимость электронной энер-
гии от расстояния между ядрами различна для каждого электронного состоя-
ния, т.е. вид  функций ( )Rnε различен для разных n. Значение ( )eRnε называ-
ется чисто электронной энергией. Это название обусловлено тем, что при R=Re 
колебания отсутствуют. Уровень энергии ( )ennэл RE ε=  называется чисто 
электронным. Электронную энергию ( )Rnε можно представить в виде суммы: 

 
( ) ( ) ),R(UE)R(URR nnэлnenn +=+= εε     (1.1.6) 

 
)R(Un  представляет собой разность 

 
( ) ( ) ( ) nэлnennn ERRR)R(U −=−= εεε , 

 
Что останется, если из энергии молекулы ( )Rnε , включающей в себя все 

виды энергии молекулы кроме кинетической энергии ядер, вычесть чисто элек-
тронную энергию? Останется то, что относится к ядрам, а поскольку в  

( )Rnε не включается только кинетическая энергия ядер, то остаток, относя-
щийся  к ядерной подсистеме, представляет собой энергию взаимодействия 
ядер с потенциальным полем, в котором они движутся, это поле создается все-
ми частицами системы. Поэтому )R(Un  является потенциальной энергией для 
подсистемы ядер. Для неустойчивых состояний зависимость ( )Rnε имеет вид 
кривой без минимума, убывающей с ростом R. В таких состояниях с увеличе-
нием межъядерного расстояния электронная энергия уменьшается, вследствие 
чего происходит самопроизвольный распад молекулы. 

Набор электронных волновых функций )R,r(en
rϕ  образует полную сис-

тему функций. Молекулярную волновую функцию (1.1.1) можно разложить по 
этому базису, коэффициенты разложения в общем случае, зависят от R: 

 
( ) ( ) )R,r(en

n
RnR,r rr ϕΦΨ ∑= . 

Подстановкой этой функции в уравнение (1.1.1) можно показать, что если пере-
ходами между электронными состояниями под влиянием оператора RT̂  можно 
пренебречь, то функции ( ) ( )RR nvn ΦΦ ≡  должны удовлетворять уравнению 
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( )( ) ( ) ( )RεRRUT̂ nvnvnvnR ΦΦ =+ ,      (1.1.7) 
 
которое с учетом смысла функции )R(Un  представляет собой ничто иное, как 
уравнение Шредингера для колебаний ядер, при этом энергия )R(Un  взаимо-
действия ядер с потенциальным полем, в котором они движутся, получается из 
решения электронной задачи, v - колебательное квантовое число, нумерующее 
колебательные уровни энергии в электронном состоянии n. Для двухатомных 
молекул )R(Un  называется потенциальной кривой, для многоатомных – по-
верхностью потенциальной энергии. 
Как следует из вида (1.1.7) ( )RnvΦ  есть ничто иное, как колебательная волно-
вая функция. 
 Решив (1.1.7) , мы получим для данного электронного состояния n, набор 
колебательных уровней энергии nvε : 
 

 
Рис. 1.1.2  Колебательная структура устойчивого электронного состояния для 

случая двухатомной  молекулы 
 
Таким образом, в молекулярной системе координат схема электронно-

колебательных уровней устойчивых  состояний двухатомной молекулы имеет 
вид:  
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Рис.1.1.3  Электронно-колебательные уровни устойчивых состояний  двух-
атомной молекулы в приближении Борна-Оппенгеймера 

Значения ( )eRnε  дают набор электронных уровней K1эл0эл E,E , в каждом 
электронном состоянии имеется набор колебательных состояний. Потенциаль-
ные кривые могут пересекаться, могут присутствовать кривые без минимума, 
на рисунке эти случаи не отображены. Если имеет место пересечение потенци-
альных кривых, то приближение Борна-Оппенгеймера не применимо.  

Заметим, что отнесение ( )eRnε  к чисто электронной энергии (1.1.6) не 
совсем корректно, поскольку, например, энергия взаимодействия электронов 
друг с другом, зависит от межъядерного расстояния. Следовательно, чисто 
электронная энергия является более сложной величиной, чем просто ( )eRnε . 
Однако, в молекулярной спектроскопии  именно переходы 

2эл0эл2эл1эл1эл0эл EE,EE,EE →→→  и т.п. (рис.1.3) называются чисто элек-
тронными переходами. Разбиение электронной энергии на сумму чисто элек-
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тронной энергии в указанном смысле и потенциальной энергии ядер (1.1.6)  по-
зволяет разделить электронное и колебательное движение в молекуле. Таким 
образом, в молекулярной системе координат и приближении Борна-
Оппенгеймера, молекулярное уравнение Шредингера разбивается на два урав-
нения: электронное, описывающее движение молекулы для фиксированных 
межъядерных расстояний, и колебательное, описывающее колебания ядер в оп-
ределенных электронных состояниях.  
 

1.2. Метод молекулярных орбиталей. Метод Хартри-Фока 
Первым этапом решения молекулярного уравнения Шредингера (1.1.1) 

является решение электронного уравнения (1.1.5). Электронный оператор Га-
мильтона, описывающий атомно-молекулярную систему является дифференци-
альным оператором в частных производных 3N переменных ( N – число элек-
тронов). Один из наиболее распространённых приближённых методов решения 
многоэлектронной задачи основан на введении самосогласованного поля, по-
зволяющего свести задачу многих частиц к задаче одной частицы, движущейся 
в среднем самосогласованном поле, создаваемом всеми другими частицами. 
При этом уравнение движения каждого электрона описывается волновой функ-
ций, зависящей от координат только рассматриваемого электрона, которая на-
зывается одноэлектронной волновой функцией. Такие одноэлектронные функ-
ции называются орбиталями – атомными орбиталями (АО) в случае атома и 
молекулярными орбиталями (МО) в случае молекулы. Молекулярная орбиталь 
описывает  описывает движение отдельного электрона в поле остальных элек-
тронов и всех ядер молекулы и является многоцентровой функцией. Геометри-
ческим образом атомной (молекулярной) орбитали является область простран-
ства вокруг ядра атома (ядер молекулы), в которой высока вероятность обнару-
жения электрона (обычно выбирают значение вероятности 90-95%). Контуры 
атомной (молекулярной) орбитали - это графическое отображение поверхности 
уровня волновой функции, полученной при решении волнового уравнения для 
одного электрона.  

Электронный гамильтониан имеет вид 

( ) ∑ ∑∑ ∑∑

∑ ∑∑ ∑∑∑∑

>>

>>

++

=++−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

α αβ βα

βα

α αβ βα

βα

α α

αΔ

r
eZZ

r
ekh

r
eZZ

r
e

r
eZ

m2
Ĥ

2

k kj kj

2

k
0

2

k kj kj

2

k k

2

k
k

2
e

h

, 

где m - масса электрона, βα Z,Z  - заряды ядер β,α соотвественно, αir  - рас-
стояние от i-го электрона до ядра с номером α , βαr  - расстояние между ядрами  

β,α , ( ) ∑−−=
α α

αΔ
k

2
k

2
0 r

eZ
m2

kh h . Электронный гамильтониан не может быть 
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точно представлен в виде суммы одноэлектронных операторов вследствие на-

личия члена, описывающего отталкивание электронов ∑ ∑
>

=
k kj kj

2
ee r

eV̂ . 

Два первых слагаемых оператора eĤ зависят от координат только одного (i-го) 
электрона, последнее слагаемое αβV̂  не зависит от координат электронов, это – 

постоянная величина при фиксированном межъядерном расстоянии. αβV̂  не 
влияет на вид волновых функций, его наличие лишь сдвигает электронные 
уровни энергии на постоянную величину, поэтому αβV̂  можно учесть на по-
следнем этапе. 
Если бы eeV̂  можно было представить в виде суммы операторов, зависящих от 
координат только одного электрона ( )k

k
kee rVV̂ r∑= , то электронный гамильто-

ниан был бы представлен в виде суммы одноэлектронных операторов и элек-
тронное уравнение можно было бы решить методом разделения переменных.  

Наиболее совершенным методом представления электрон-электронного 
взаимодействия в виде суммы одноэлектронных операторов (т.е. введения са-
мосогласованного поля) является метод Хартри-Фока [1,2]. Метод Хартри-
Фока применяется, в основном, для атомов. Атомная волновая функция пред-
ставляет собой детерминант Слэтера, построенный из атомных спин-орбиталей. 
Развитием метода Хартри-Фока в применении к молекулам является метод мо-
лекулярных орбиталей [3 - 6]. Основу этого метода составляет идея построения 
молекулярной волновой функции в виде детерминанта Слэтера, элементами ко-
торого являются не атомные, а молекулярные спин-орбитали, описывающие по-
ведение отдельного электрона в поле, создаваемом всеми ядрами и оставшими-
ся электронами.   Метод молекулярных орбиталей был развит в работах 
Ф.Хунда, Дж.Леннард-Джонса и Р.С. Малликена [7-12], и заключается в приме-
нении подхода Хартри-Фока для нахождения молекулярных орбиталей и орби-
тальных энергий. В методе молекулярных орбиталей система уравнений для их 
определения часто также называется системой уравнений Хартри-Фока.  Для ее 
получения нужно вычислить значение энергии молекулы, проварьировать энер-
гию, и получить систему уравнений для определения молекулярных орбиталей, 
чтобы вычисленная с ними энергия элε  была минимальной.   

Найдем эту систему для случая четырех электронов, находящихся на 2-х 
заполненных молекулярных орбиталях (Рис.1.2.1):  

 
Рис.1.2.1. Четыре электрона на 2-х молекулярных орбиталях 

Это самый простой случай, когда получаемые уравнения имеют такой же вид, 
как для систем с заполненными оболочками (четное число электронов). Описа-
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ние молекулы водорода отличается от рассматриваемого случая тем, что, в слу-
чае нахождения на нижней орбитали спаренных электронов, между ними име-
ется только кулоновское взаимодействие, а обменное – отсутствует, поскольку 
спины электронов антипараллельны, тождественными являются электроны с 
параллельными спинами (см. ниже). 
Однодетерминантная волновая функция молекулы имеет вид: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

4322
4321
4321
4321

!4
1

42322212

42322212

41312111

41312111

βϕβϕβϕβϕ
αϕαϕαϕαϕ
βϕβϕβϕβϕ
αϕαϕαϕαϕ

ϕ

rrrr
rrrr
rrrr
rrrr

эл

rrrr

rrrr

rrrr

rrrr

⋅=

 

2,1φ  - пространственные молекулярные орбитали, которые также называются 

просто орбиталями, α  и β -спиновые функции с проекциями спина
2
1ms = , 

2
1ms −= , соответственно. Запишем данную функцию в виде 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∗•

•∗
•∗

∗•

⋅=

42322212

42322212

41312111

41312111

!4
1

τϕτϕτϕτϕ
τϕτϕτϕτϕ
τϕτϕτϕτϕ
τϕτϕτϕτϕ

ϕ

ββββ

αααα

ββββ

αααα

эл  , (1.2.1) 

где iτ  - совокупность пространственных и спиновых координат, функции 
( ) ( ) ( )1r1111 αϕτϕ α

r
=  называются спин-орбиталями, каждая спин орбиталь – 

одноэлектронная волновая функция всей молекулы, мы эти функции не знаем и 
хотим получить уравнения для их определения. Пространственные орбитали и 
спиновые функции  ортонормированны.  Символы • и ∗  - см. ниже. 
Вычислим среднее значение электронного Гамильтониана на однодетерми-
нантной функции элϕ . 

( ) ( )

эл

4

k

4

kj jk

2

эл

эл

4

k
0элэл

4

k

4

kj jk

24

k
0эл

r
e

kh
r
ekh

ϕϕ

ϕϕϕϕ

∑ ∑

∑∑ ∑∑

>

>
+=+

 .       (1.2.2) 
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Рассмотрим сначала один из одноэлектронных интегралов ( ) эл0эл kh ϕϕ . 

Оператор ( )kh 0  действует только на пространственные координаты k–го элек-
трона. Далее нам потребуется раскрыть определитель (1.2.1). Напомним, что 
определитель квадратной матрицы n – го порядка - число, равное алгебраиче-
ской сумме n! членов, каждый из которых является произведением n элементов 
матрицы, взятых по одному из каждой строки и каждого столбца, причем, знак 
каждого члена определяется как (-1)r(J), где r(J) – число инверсий в перестанов-
ке из номеров столбцов элементов матрицы, если при этом номера строк запи-
саны в порядке возрастания: 
 
 

∑ −===

столбцовномеров
камперестановвсемпо nj32j21j1

)j(r

nn2n1n

n22221

n11211

ааа)1(

ааа

ааа
ааа

А K

K

KKKK

K

K

Δ  

Возьмем какой либо член в разложении определителя, например, обозначенный 
•  в (1.2.1): 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )42312211i 3X τϕτϕτϕτϕ αββα ⋅⋅⋅= .   (1.2.3)  
Этот член соответствует случаю, когда первый и третий электрон находятся на 
орбитали 1, а второй и четвертый – на орбитали – 2 (Рис.1.2.2). 

 
Рис. 1.2.2. Расположение электронов на орбиталях, соответствующих члену 

( ) ( ) ( ) ( )4α23β12β21α1i τφτφτφτφX ⋅⋅⋅=  

 Покажем, что матричный элемент ( ) i0эл Xkhϕ  будет отличен от нуля 

только, если в разложении второго определителя элϕ  будет выбран член 

iX . Действительно, пусть k=1, тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4α23β12β21α10элi0эл τφτφτφτφ1hφX1hφ ⋅⋅⋅=

При выборе в разложении определителя элφ  члена iX  получаем   
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,r1hr1h

1h

011101111011

423122423122

11011

εϕϕτϕτϕ

τϕτϕτϕτϕτϕτϕ

τϕτϕ

αα

αββαββ

αα

===

=⋅⋅⋅⋅

⋅

rr

 

01ε  - сумма кинетической и потенциальной энергии электрона на первой орби-
тали без учета электрон-электронного отталкивания. В последнем выражении 
учтено, что гамильтониан действует только на пространственные орбитали, а 
спиновые функции нормированы. 
Если в разложении определителя элφ  выбрать любой другой член, кроме 

iX , то хотя бы две из спин-орбиталей, входящих в выбранный член будут от-
личаться от спин-орбиталей, входящих в iX , и из-за ортогональности этот член 
обратится в нуль.  
В (1.2.2) имеются 4 оператора ( )kh 0 , k = 1,2,3,4.  
Очевидно 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k10k111011 rkhrr1hr rrrr ϕϕϕϕ =   

и ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k20k212012 rkhrr1hr rrrr ϕϕϕϕ = ,  

т.к. интегралы, стоящие в правой и левой частях этих выражений отличаются 
только заменой переменной интегрирования. У нас в электронной функции 24 
слагаемых. При раскрытии определителей в матричном элементе 

( ) эл0эл kh ϕϕ  будут отличны от нуля 24 слагаемых, соответствующих 

одинаковым членам разложения однодетерминантных функций эл
*ϕ  и элϕ . Из 

них 12 сводятся к вычислению матричного элемента ( )kh 0  от пространствен-

ной молекулярной орбитали ( )k1 rφ , и 12 от пространственной молекулярной 

орбитали ( )k2 rφ .   Таким образом 

( )
( )

24

X1hX
4kh

24

1i
i0i

эл
4

1k
0эл

∑
=∑

=
=ϕϕ = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑
=

⋅

=+⋅

=
+

⋅=

2

1m
1m01m

1201211011

1201211011

r1hr2

r1hr2r1hr2
24

r1hr12r1hr12
4

rr

rrrr

rrrr

ϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

 (1.2.4) 
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Здесь 24/1  - нормировочный коэффициент, множитель 4  появляется вследст-
вие суммирования четырех одинаковых вкладов от одноэлектронных операто-

ров ( )∑
4

k
0 kh . 

Смысл выражения (1.2.4) очевиден. Независимо от того какие номера присвое-
ны электронам, это сумма энергий 4-х электронов (без учета межэлектронного 
отталкивания), 2 из которых находятся на орбитали 1 , а 2 других – на орбитали 
2, но подинтегральные выражения записаны через координаты первого элек-
трона.  
Рассмотрим типичный двухэлектронный интеграл, например, который соответ-

ствует взаимодействию электронов 1 и 2 , т.е. члену гамильтониана 
12

2

r
e . 

Вычислим интеграл 4321эл
12

2
*
эл τdτdτdτdφ

r
eφ∫ . Рассмотрим в определителе 

элϕ любой член разложения, например, обозначенный в (1.2.1) символом • , 
Рис.1.2.2: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )42312211ii 34,3,2,1XX τϕτϕτϕτϕ αββα ⋅⋅⋅=≡ . 
 
При вычислении матричного элемента  

( ) 4321i
12

2
*
эл dddd4,3,2,1X

r
e ττττϕ∫   

из-за свойства ортогональности обратятся в нуль интегралы от большинства 
членов разложения определителя эл

*ϕ , отличны от нуля будут два интеграла, 
называемые кулоновским и обменным  

1) ( ) ( ) 4321i
12

2
*
i

i
12

dddd4,3,2,1X
r
e4,3,2,1XJ ττττ∫= ,  (1.2.5) 

   

2) ( ) ( ) 4321i
12

2
*
i

i
12

τdτdτdτd4,3,2,1X
r
e4,3,1,2XK ∫= .  (1.2.6) 

Член ( )4,3,1,2X*
i  разложения определителя эл

*ϕ  в (1.2.6) соответствует чле-
ну ( )4,3,2,1Xi  в разложении определителя элϕ , в котором переставлены про-
странственные и спиновые координаты первого и второго электронов. Отличие 
от нуля только этих интегралов является следствием ортогональности спин-
орбиталей третьего и четвертого электронов, поскольку на них не действует 
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оператор 
12

2

r
e . Например, если в эл

*ϕ  взять член разложения, равный произве-

дению функций, обозначенных в (1.2.1) символом  ∗ : 
 

( ) ( ) ( ) ( )42322111jX τϕτϕτϕτϕ βααβ ⋅⋅= ,  
получим 
 

=∫ 4321i
12

2
*
j dddd

r
e ττττχχ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.0

dddd4r3r2r1r

r
e4r3r2r1r

432142322111

12

2
*

42312211

=

⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅⋅⋅= ∫

τττταϕαϕαϕβϕ

αϕβϕβϕαϕ

r

43421

rrr

r

43421

rrr

 

например из-за ( ) ( ) 0rdrr 33231 =∫
rrr ϕϕ . 

Рассмотрим кулоновский интеграл: 

( ) ( ) 4321i
12

2
*
i

i
12

dddd4,3,2,1X
r
e4,3,2,1XJ ττττ∫= . 

Выполним в этом выражении интегрирование по пространственным и спино-
вым переменным третьего и четвертого электронов и спиновым переменным 
первого и второго электронов: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) =⋅

⋅⋅⋅=

=⋅⋅⋅

⋅⋅=

=

∫

∫

∫

444444444 344444444 21

rr

rrrr

rrrr

rrrr

1
43

2
4231

212211
12

2
*

2211

432142312211

12

2
*

42312211
i
12

dd4r3r

dd2r1r
r
e2r1r

dddd4r3r2r1r

r
e4r3r2r1rJ

τταϕβϕ

ττβϕαϕβϕαϕ

τττταϕβϕβϕαϕ

αϕβϕβϕαϕ

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 21
12

2
2

22
2

11

21
12

2

1

22
22

1

22
11

rdrd
r
erφrφ

τdτd
r
e2βrφ1αrφ

rrrr

43421
r

43421
r

∫

∫

=∫=∫

⋅

=⋅=
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- кулоновский интеграл для случая, когда электроны, для которых он вычисля-
ется, расположены на разных пространственных орбиталях. Аналогично, если 
электроны находятся на одной орбитали и их спины антипараллельны, под ин-

тегралом будет стоять ( ) ( )
12

2
2

21
2

11 r
erφrφ rr

⋅ . Перед кулоновским инте-

гралом будет знак +, поскольку перемножаются одинаковые члены в разложе-
нии определителей  эл

*ϕ и элϕ .  

Вклад в матричный элемент 4321эл
12

2
*
эл dddd

r
e ττττϕϕ∫ дают  24 кулонов-

ских интеграла в соответствие с числом членов разложения определителя, про-
суммируем их: 
 

==
∑

∫ !4

J
dddd

r
e

24

i

i
12

кул

4321эл
12

2
*
эл

444444 3444444 21

ττττϕϕ   

( )

24

dd
r
e4,3,2,1

24

1i
21

12

22
i∑

=
∫

=

ττχ

 .    

Из этих 24 слагаемых 8 будут соответствовать случаю, когда первый электрон 
находится на первой, а второй - на второй орбитали (Рис.1.2.3): 
 

 
Рис. 1.2.3  Возможные заселенности первым электроном орбитали 1, а вто-

рым электроном орбитали 2 
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Аналогично  будут 8 возможностей расположения второго электрона на первой 
орбитали, а первого на второй орбитали. Кроме того имеется 4 возможности 
расположения обоих электронов на первой орбитали и  4 возможности распо-
ложения обоих электронов на второй орбитали (Рис.1.2.4): 

 
Рис. 1.2.4 Возможные  заселенности двух орбиталей при расположении перво-

го и второго электронов на орбитали 1 
 

У нас 6 членов межэлектронного отталкивания: 

.
r
e,

r
e,

r
e,

r
e,

r
e,

r
e

34

2

24

2

23

2

14

2

13

2

12

2
 

Очевидно, если электроны находятся на разных орбиталях, то 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) =⋅=

=⋅=

∫

∫

31
13

2
2

32
2

1112

21
12

2
2

22
2

1112

rdrd
r
err)3,1(J

rdrd
r
err)2,1J

rrrr

rrrr

ϕϕ

ϕϕ

 

( ) ( ) ( ) ( ) 1212121212
J)4,3J4,2J3,2J4,1J ≡==== ,  

так как они отличаются только заменой под интегралом переменной интегри-
рования, нижние индексы обозначают орбитали, индексы в скобках – номера 
электронов. Аналогичный вывод можно сделать для случая, когда электроны 
находятся на одной орбитали. 
В соответствии со сказанным к Рис.1.2.3, 1.2.4 вклад в энергию молекулы двух-
электронных кулоновских интегралов равен: 
 

( ) ( )
+

⋅

=
∫

24

rdrd
r
err8

6E
21

12

2
2

22
2

11

кул

rrrr ϕϕ

 

( ) ( )
+

⋅

+
∫
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rdrd
r
err8

6
21

12

2
2

21
2

12
rrrr ϕϕ
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( ) ( )
+

⋅

+
∫

24

rdrd
r
err4

6
21

12

2
2

21
2

11
rrrr ϕϕ

 

( ) ( )

24

rdrd
r
err4

6
21

12

2
2

22
2

12
rrrr

∫ ⋅

+

ϕϕ

, т.е.   (1.2.7) 

22112112кул JJJ2J2Е +++= .      (1.2.8) 
Кулоновские интегралы в (1.2.8) определены на координатных функциях, по 
спиновым функциям проведено интегрирование. Заметим, что 2112 JJ = , т.к. 

( ) ( ) 21
12

2
2

22
2

1112 rdrd
r
errJ rrrr

∫ ⋅= ϕϕ  

отличается от  

( ) ( ) 21
12

2
2

21
2

1221 rdrd
r
errJ rrrr

∫ ⋅= ϕϕ   

только заменой переменной интегрирования. Смысл кулЕ  (1.2.8) очевиден. Это 
кулоновская энергия отталкивания всех электронов, равная сумме энергий от-
талкивания всевозможных пар электронов. Независимо от того, какие номера 
имеют электроны на первой и на второй орбиталях, таких взаимодействий 6 
(Рис. 1.2.5):  4 одинаковых взаимодействия для электронов находящихся на 
разных орбиталях (сплошные линии), одно взаимодействие для случая, когда 
электроны находятся на первой орбитали, и одно взаимодействие  для случая, 
когда электроны находятся на второй орбитали (пунктир).  

                                       
Рис.1.2.5.  Возможные парные взаимодействия 4-х электронов, находящихся на 

двух заполненных молекулярных орбиталях 
Рассмотрим обменный интеграл для слагаемого, соответствующего iΧ в раз-
ложении определителя элϕ : 

( ) ( ) 4321i
12

2
*
i

i
12

dddd4,3,2,1X
r
e4,3,1,2XK ττττ∫=  .  (1.2.9) 

Проинтегрируем по пространственным и спиновым переменным третьего и 
четвертого электронов и спиновым переменным первого и второго электронов, 
учитывая, что оператор межэлектронного отталкивания действует только на 
координаты первого и второго электронов: 
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Но спиновые функции ортогональны: 
 

( ) ( )

( ) ( ) .0d22

,0d11

2
*

1
*

=⋅

=⋅

∫

∫
τβα

τβα
       (1.2.11) 

Поэтому для члена Хi  интеграл 0K i
12

= .  

Интегралы i
12

K не будут равны нулю только в том случае, если вместо Хi вы-

брать слагаемое с параллельными спинами электронов 1 и 2, это возможно, ес-
ли они находятся на разных орбиталях, тогда интегралы по спиновым функци-
ям в выражениях, аналогичных (1.2.10), примут вид 
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Перед обменным интегралом всегда будет знак - , поскольку член в разложении 
определителя эл

*ϕ отличается от члена в разложении определителя элϕ  пе-
ременой одного индекса, эти члены имеют противоположные знаки.  Таким 
образом, для каждого члена разложения однодетерминантной функции  элϕ  

вклад оператора 
12

2

r
e  в полную энергию молекулы равен либо кулоновскому 

интегралу, если спины электронов 1 и 2 антипараллельны, либо сумме кулонов-
ского и обменного интегралов, если спины электронов 1 и 2 параллельны. При 
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	1.10 Теория функционала плотности 
	В настоящем разделе представлено краткое описание ключевых слов программы Gaussian [107], подробное  описание их использования представлено в разделе Help программы. 
	Archive – указывает программе, чтобы в случае нормального завершения вычислений результаты расчета были отправлены в архив ( базу данных результатов работ). 
	FormCheck  - данное ключевое слово указывает, чтобы форматированная версия checkpoint файла была записана в конце успешного завершения программы. Применяется в случае необходимости использования выходных данных завершенной программы в последующих вычислениях. 
	ReArchive – использует checkpoint файл для генерации входа в архив. При наличии этого ключевого слова новые расчеты не проводятся.  
	SAC-CI – требует использования метода Symmetry Adapted Cluster / Configuration Interaction. 
	Scale – указывает на использование масштабирующего множителя для частот колебаний при проведении термохимического анализа. По умолчанию масштабирующий множитель принимается равным 1. 
	Scan – сканирует поверхность потенциальной энергии. 
	SCF – управляет функционированием процедуры самосогласованного поля, т.е. используемыми методами и критериями сходимости. SCF=QC –указывает на использование квадратичной сходимости в методе самосогласованного поля, основанной на методе  Bacskay. Он представляет комбинацию линейной минимизации и метода Ньютона-Рафсона. Обычно данный метод требует почти в два раза большего машинного времени по сравнению со стандартной процедурой самосогласованного поля. Метод достаточно надежен и рекомендуется в первую очередь при наличии проблем сходимотсти процедуры самосогласования. 
	SCRF – указывает, чтобы расчеты были выполнены в присутствии растворителя. 
	SP – указывает на вычисление энергии для фиксированной конфигурации ядер. 
	Sparse – используется при вычислении больших систем (более 400 атомов) , указывает программе заменить матричные элементы, значение которых меньше указанного пользователем значения нулем. 
	Stable – указывает, чтобы программа протестировала устойчивость волновых функций, полученных методом Хартри-Фока или методами теории функционала плотности. 
	Symmetry – требует использования в вычислениях молекулярной симметрии. 
	TD – требует расчета возбужденных состояний с использованием зависящего от времени метода Хартри-Фока или метода теории функционала плотности. При этом также будет вычислен электронный круговой дихроизм. 
	W1 – указывает на использование в вычислениях W1U или W1BD методов, представляющих собой модифицированный метод связанных кластеров. 
	Obsolete Keywords – устаревшие ключевые слова представлены следующей таблицей [107]



