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Ãëàâà 1. Îáû÷íûå àíàëèçàòîðû ñïåêòðà

1.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ïðåàìáóëà

1.1.1. Çíà÷åíèå àíàëèçà ñïåêòðîâ

Ïîñëå òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îòêðûòèÿ ðàäèîâîëí Ìàêñâåëëîì
è Ãåðöåì íà÷àëñÿ ïðîöåññ èõ ïîëåçíîãî ïðèìåíåíèÿ. Ïåðâûé ðàäèîïðèåìíèê
À. Ïîïîâà, ðàäèîèíäóñòðèÿ Ìàðêîíè, ðàäèîâåùàíèå, ðàäèîëîêàöèÿ, òåëåâèäåíèå,
ñïóòíèêîâàÿ ñâÿçü è íàâèãàöèÿ è ò. ä. ñòàëè âåõàìè ðàçâèòèÿ ðàäèîòåõíèêè, ðà-
äèîýëåêòðîíèêè è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè. Èñòîðè÷åñêè ñëîæèëîñü ÷àñòîòíîå
ðàçäåëåíèå èñòî÷íèêîâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, îñíîâàííîå íà ñïåêòðàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè ñèãíàëîâ. Âî ìíîãîì ýòîìó ñïîñîáñòâîâàëî ïðèìåíåíèå àìïëèòóä-
íîé ìîäóëÿöèè (ÀÌ), à ïîçæå ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè (×Ì), èìåþùèõ ïðîñòîé è
íàãëÿäíûé ñïåêòð [4].

Íûíå ýôèð ïðîñòî ïåðåïîëíåí ðàäèîñèãíàëàìè ñ ñàìûìè ðàçëè÷íûìè âèäàìè
ìîäóëÿöèè: àìïëèòóäíîé ñ îäíîé áîêîâîé ïîëîñîé ÷àñòîò, ôàçîâîé, êîäî-èìïóëü-
ñíîé è äð. Èíòåíñèâíî âíåäðÿþòñÿ ñèñòåìû ñ öèôðîâîé ìîäóëÿöèåé [5, 6]. Ýòè
âèäû ìîäóëÿöèè èìåþò ñëîæíûå ñïåêòðû, íåðåäêî èçìåíÿþùèåñÿ âî âðåìåíè.
Ýòî òðåáóåò íåïðåðûâíîãî êîíòðîëÿ ñïåêòðîâ èñòî÷íèêîâ ñèãíàëîâ è ðàäèîïåðå-
äàò÷èêîâ, âñå áîëüøå õàîòè÷íûõ è ñëîæíûõ. Èíòåíñèâíî ðàçâèâàþòñÿ ñèñòåìû
ñâÿçè ñî ñâåðõøèðîêîïîëîñíûìè è øóìîïîäîáíûìè ñèãíàëàìè ñî ñëîæíûì øè-
ðîêîïîëîñíûì ñïåêòðîì è ñèñòåìû ñ áûñòðûì èçìåíåíèåì íåñóùèõ ÷àñòîò.

Ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ íàáëþäàåòñÿ èíòåíñèâíûé ïðîöåññ îñâîåíèÿ ÑÂ×-äèà-
ïàçîíîâ âîëí — ñ ÷àñòîòàìè äî åäèíèö è äåñÿòêîâ ÃÃö. Îíè èñïîëüçóåòñÿ êàê â
áûòîâûõ óñòðîéñòâàõ (íàïðèìåð, â ÑÂ×-ïå÷àõ), òàê è óñòðîéñòâàõ ñïåöèàëüíîãî è
âîåííîãî íàçíà÷åíèÿ. Äîñòàòî÷íî îòìåòèòü ÓÊÂ-ðàäèîâåùàíèå, ðàäèîëîêàöèþ,
ðàäèîìàÿêè, ñèñòåìû ïîñàäêè ñàìîëåòîâ, îáû÷íîå, ñïóòíèêîâîå è êàáåëüíîå òåëå-
âèäåíèå, ñïóòíèêîâóþ è ñîòîâóþ ñâÿçü, WiFi, WiMAÕ è Bluetooth áåñïðîâîäíûå
óñòðîéñòâà è ñåòè, ñèñòåìû ãëîáàëüíîãî ïîçèöèîíèðîâàíèÿ GPS, ïðîñëóøèâàþ-
ùèå óñòðîéñòâà (æó÷êè) è óñòðîéñòâà èõ ïîäàâëåíèÿ è ò. ä. è ò. ï. Ðåçêî âîçðîñëî
÷èñëî âèäîâ ìîäóëÿöèè ÑÂ×-èçëó÷åíèÿ, èìåþùèõ ñëîæíûé è äèíàìè÷åñêè èçìå-
íÿþùèéñÿ ñïåêòð.

Äëÿ êîíòðîëÿ çà ñîñòîÿíèåì ýôèðà, îáíàðóæåíèÿ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ, îöåí-
êè òåêóùåãî èõ ñîñòîÿíèÿ, àíàëèçà ñèãíàëîâ (â òîì ÷èñëå ìíîãî÷àñòîòíûõ è øè-
ðîêîïîëîñíûõ) íåîáõîäèìû àíàëèçàòîðû ñïåêòðà. Äî ñèõ ïîð ýòè ñëîæíûå è äî-
ðîãèå ïðèáîðû íå áûëè ïðèñïîñîáëåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíà-
ëîâ, íàáëþäåíèÿ çà íèìè â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè è ïîèñêà ðàçëè÷íûõ
îñîáåííîñòåé è àíîìàëèé â ñïåêòðàõ ñèãíàëîâ. Íûíå ýòè âîçìîæíîñòè äàþò íî-
âåéøèå àíàëèçàòîðû ñïåêòðîâ ðåàëüíîãî âðåìåíè, ñîçäàííûå è âûïóùåííûå íà
ðûíîê êîðïîðàöèåé Tektronix. Ýòîò àíàëèòè÷åñêèé îáçîð çíàêîìèò ÷èòàòåëÿ ñ
îñíîâàìè ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñ ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòîé ñ íîâûìè ïðèáîðàìè.

1.1.2. Ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ è ñèãíàëû

Êîëåáàíèÿ (îñöèëëÿöèè) øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèðîäå. Çâó÷àíèå êàìåðòî-
íà è ñòðóíû, ñâèñò ÷åëîâåêà — âñå ýòî ïðèìåðû äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ êîëåáàíèé,
áëèçêèõ ê ñèíóñîèäàëüíûì. Ìû ñëûøèì çâóêè îò òàêèõ êîëåáàíèé, íî íå èìååì
íè ìàëåéøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, êàêóþ ôîðìó èìåþò ýòè êîëåáàíèÿ. Ëèøü ñ
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ïîìîùüþ ìåõàíè÷åñêèõ îñöèëëîãðàôîâ áîëåå ñîòíè ëåò òîìó íàçàä áûëà óñòàíîâ-
ëåíà ôîðìà ýòèõ êîëåáàíèé — îíà îêàçàëàñü ñèíóñîèäàëüíîé (ñì. ðèñ. 1.1). Âïðî-
÷åì, ìàòåìàòèêè äàâíî óñòàíîâèëè, ÷òî òàêóþ ôîðìó èìåþò íèçêî÷àñòîòíûå, òàê
íàçûâàåìûå ñâîáîäíûå, ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, íàïðèìåð, ìåõàíè÷åñêîãî ìàÿò-
íèêà, êà÷åëåé èëè ìîñòà, ïîñëå èõ âîçáóæäåíèÿ. Ýòî î÷åíü íåìíîãèå âèäû êîëå-
áàíèé, êîòîðûå ìû èíîãäà ìîæåì óâèäåòü è îöåíèòü.

Ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ y(t) â îáùåì ñëó÷àå îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùåé çàâèñè-
ìîñòüþ:

y t A ft( ) sin( )= ⋅ +2π ϕ (1.1)

ãäå A — àìïëèòóäà (äëÿ òîêà â àìïåðàõ, äëÿ íàïðÿæåíèÿ â âîëüòàõ è ò. ä.), f — ÷àñ-

òîòà (â ãåðöàõ, 1 Ãö ýòî îäíî ïîëíîå êîëåáàíèå â ñåêóíäó) è ϕ — ôàçà (â ðàäèà-
íàõ). Ïåðèîä ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé (îäèí èõ ïîëíûé öèêë) T=1/f. Ñèíóñîè-
äàëüíûå êîëåáàíèÿ öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ. ×àñòîòà ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé
ýòî ÷èñëî öèêëîâ â åäèíèöó âðåìåíè. Äëÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé àìïëèòóäà îïðåäå-
ëÿåò ãðîìêîñòü çâóêà, ÷àñòîòà åãî òîí, à âîò ôàçó ÷èñòîãî ñèíóñîèäàëüíîãî êîëåáà-
íèÿ óõî íå âîñïðèíèìàåò.

Íåðåäêî èñïîëüçóåòñÿ è ïîíÿòèå êðóãîâîé ÷àñòîòû ω = 2πf, òîãäà ñèíóñîèäàëü-
íîå êîëåáàíèå (1.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

y t A t( ) sin( )= ⋅ +ω ϕ . (1.2)

Ñèíóñîèäàëüíîå êîëåáàíèå (1.2) èìååò îãðîìíîå çíà÷åíèå â íàóêå è òåõíèêå.
Â îòëè÷èå îò ïîñòîÿííûõ âåëè÷èí, íàïðèìåð, ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ èëè òîêà,
ñèíóñîèäàëüíîå êîëåáàíèå îïèñûâàåò ïðîñòåéøèå ðåæèìû ðàáîòû äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì.

Îäíàêî, îòìå÷àÿ âàæíîñòü è ïðîñòîòó ñèíóñîèäàëüíîãî ñèãíàëà, ìû äîëæíû
îòìåòèòü åãî îñíîâíûå ñâîéñòâ:

• ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ïîñêîëüêó âñå åãî ïàðàìåòðû
(A, ω èëè f è ϕ) ïîñòîÿííû âî âðåìåíè;

• ñèíóñîèäàëüíûé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, ò. å. y(t) = y(t +T);

• îí îïðåäåëåí íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò –∞ äî +∞, ò. å. â ñóùíîñòè ÿâëÿåòñÿ
òåîðåòè÷åñêîé àáñòðàêöèåé;

• ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ ïëàâíî èçìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèåé, íå èìååò ðàçðûâîâ íè íóëå-
âîé, íè ïåðâîé è íè êàêîé-ëèáî âûñøåé ïðîèçâîäíîé, è ïîýòîìó ïðè ëþáîì
êîíå÷íîì íàáîðå ñèíóñîèäàëüíûõ ñèãíàëîâ íåâîçìîæíî âîñïðîèçâåäåíèå ðàç-
ðûâîâ.
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1.1.3. Ïîíÿòèå î ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå ñëîæíûõ ñèãíàëîâ

Ðîëü ñèíóñîèäàëüíûõ ñèãíàëîâ ìíîãîêðàòíî âîçðàñòàåò, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñëîæ-
íûå ñèãíàëû ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ðåàëüíîé ôîðìû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû íàáî-
ðîì ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé — ãàðìîíèê ñ êðàòíûìè îñíîâíîé ÷àñòîòå (ïåðâîé
ãàðìîíèêè) ÷àñòîòàìè. Ïðè ýòîì òàêîé íàáîð (ñïåêòð) îáðàçóåò ñëîæíûå êîëåáà-
íèÿ, íàïðèìåð çâóêè ìóçûêè èëè ÷åëîâå÷åñêîé ðå÷è. Ïðîñòûå êîëåáàíèÿ èìåíóþò
ãàðìîíè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó îíè, íåñìîòðÿ íà ñâîé êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð, íàõî-
äÿòñÿ êàê áû â ãàðìîíèè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé — èõ ôîðìà è ïàðàìåòðû (àìïëè-
òóäà, ÷àñòîòà è ôàçà) íåèçìåííû âî âðåìåíè.

Ýòó âîçìîæíîñòü, âíà÷àëå íà ïðèìåðå çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè, òåîðåòè÷åñêè
îáîñíîâàë ãåíèàëüíûé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Æàí Áàòèñò Æîçåô Ôóðüå
(1768—1830 ãã.). Ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ ñèñòåì êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè [7,
8] ìîæíî äàòü âåñüìà íàãëÿäíóþ òðàêòîâêó ãåíèàëüíîìó ìûøëåíèþ Ôóðüå. Âîçü-
ìåì äëÿ ïðèìåðà øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûå â òåõíèêå îñöèëëîãðàôèè ñèãíàëû —
ïðÿìîóãîëüíûå è ïèëîîáðàçíûå èìïóëüñû. Ïåðâûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ êîíòðîëÿ
âðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ îñöèëëîãðàôîâ è ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ, âòî-
ðûå (÷òî ïîêàçàíî íèæå) äëÿ ñîçäàíèÿ ðàçâåðòêè îñöèëëîãðàôîâ. Îáà ñèãíàëà ñî-
äåðæàò ñêà÷êè. Ìîæíî ëè ïîëó÷èòü õîòÿ áû ïðèáëèæåíèå òàêèõ ñèãíàëîâ ñ ïîìî-
ùüþ ñóìì èõ ñèíóñîèäàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ? Îòâåò îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûé
è èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 1.2 è 1.3, ãäå äàíû ïðèìåðû ñèíòåçà ýòèõ ñèãíàëîâ.

Êðèâûå íà ðèñ. 1.2 ïîëó÷åíû ñóììèðîâàíèåì 1, 3 è 21 ñèíóñîèä ñ ÷àñòîòàìè,
êðàòíûìè ÷àñòîòå ñèãíàëà, è àìïëèòóäîé, óáûâàþùåé îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé
íîìåðó ÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé — ãàðìîíèêè. Ïðè ñèíòåçå äàííîãî ñèãíàëà èñïî-
ëüçóþòñÿ òîëüêî íå÷åòíûå ãàðìîíèêè.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî, ÷åì áîëüøå ãàðìîíèê èñïîëüçóåòñÿ, òåì áëèæå ôîðìà
ñèíòåçèðîâàííîãî ñèãíàëà ê èäåàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìå ìåàíäðà — ñèãíàëà
ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû ñ ðàâíîé äëèòåëüíîñòüþ ïîëóïåðèîäîâ è ðàâíîé àìïëèòó-
äîé ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóâîëí. Åñëè ñóììèðóþòñÿ âñå ãàðìîíèêè
(êàê ÷åòíûå, òàê è íå÷åòíûå), òî ôîðìà ñèíòåçèðóåìîãî ñèãíàëà îêàçûâàåòñÿ
áëèçêîé ê ïèëîîáðàçíîé — ðèñ. 1.3 (çäåñü ïîêàçàíû 1, 5 è 15 ãàðìîíèê). Âïðî÷åì,
ñàìè ñêà÷êè ïî âðåìåíè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ òîëüêî ïðè áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ãàðìî-
íèê, ÷òî íà ïðàêòèêå íå ðåàëèçóåòñÿ.

7

1.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ïðåàìáóëà

Ðèñ. 1.2. Ïðèìåð ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ — ìåàíäðà



Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èìïóëüñíûõ ñèãíàëîâ ïðèìåíÿþòñÿ èìïóëüñíûå ãåíåðàòîðû. Ñó-
ùåñòâóþò è ñèíòåçàòîðû èìïóëüñíûõ è äàæå ïðîèçâîëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíà-
ëîâ íà îñíîâå ôóðüå-ñèíòåçà, íî ýòî î÷åíü äîðîãèå è ðåäêèå ïðèáîðû. Âñå îíè áåç
îñöèëëîãðàôà áûëè áû áåññìûñëåííû.

1.1.4. Ðÿäû Ôóðüå

Òåïåðü îïèøåì ðÿä Ôóðüå áîëåå äåòàëüíî. Åùå â 1807 ã. Ôóðüå òåîðåòè÷åñêè
îáîñíîâàë âîçìîæíîñòü ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà ïðîèçâîëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çà-
âèñèìîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì Äèðèõëå íà ïðîìåæóòêå (–π, π). Ðÿä äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ òàêèõ çàâèñèìîñòåé [3, 4]

y x
a

a kx b kxk k

k

( ) ( sin( ) cos( ))= + +
=

∞

∑0

12
(1.3)

ïîëó÷èë íàçâàíèå ðÿäà Ôóðüå. Êîýôôèöèåíòû ðÿäà (1.3) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì
Ýéëåðà—Ôóðüå:

a y x kx dxk =
−
∫

1
π π

π

( )cos( ) (1.4)

è

b y x kx dxk =
−
∫

1
π π

π

( )sin( ) . (1.5)

Âàæíûìè ñôåðàìè ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå ñòàëè ðàäèîòåõíè÷åñêèå óñòðîéñò-
âà è ñèñòåìû. Â íèõ ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò êàê ôóíêöèè
âðåìåíè y(t) íà îòðåçêå [0, T] èëè [–Ò/2, T/2] ñ ïåðèîäîì T=1/f1, ãäå f1 — ÷àñòîòà
ïåðâîé ãàðìîíèêè ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ðÿä Ôóðüå, ïîñëå íå-
ñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

y t
a

a kf t b kf tk k

k

( ) ( cos( ) sin( ))= + +
=

∞

∑0
1

1
12

2 2π π , (1.6)

ãäå

a
T

y t kf t dtk

T

= ∫
2

2 1
0

( )cos( )π (1.7)
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Ðèñ. 1.3. Ïðèìåð ãàðìîíè÷åñêîãî ñèíòåçà ïèëîîáðàçíûõ èìïóëüñîâ



è

b
T

y t kf t dtk

T

= ∫
2

2 1
0

( )sin( )π . (1.8)

Â ýòîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû ak (1.7) è bk (1.8) ðÿäà (1.6) îïèñûâàþò êîñèíóñ-
íóþ è ñèíóñíóþ ñîñòàâëÿþùèå k-é ãàðìîíèêè ñèãíàëà ñ ïåðèîäîì T è ÷àñòîòîé
f1=1/T. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ èíàÿ ôîðìà ðÿäà Ôóðüå, óïðîùàþùàÿ åãî âû÷èñëåíèÿ:

y t
a

M kf tk k

k

N

( ) cos( )= + +
=

∑0
1

12
2π ϕ , (1.9)

Çäåñü àìïëèòóäû ãàðìîíèê Mk è èõ ôàçû ϕk îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

M a bk k k= +2 2 (1.10)

è

ϕ k k kb a= −arctan( ). (1.11)

1.1.5. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è ñèíòåç

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íà ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå, òî åñòü âû÷èñëåíèå êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ïðèíÿòî íàçûâàòü ñïåêòðàëüíûì àíàëèçîì. À âîññîçäàíèå
ôóíêöèè, ïðåäñòàâëåííîé ðÿäîì Ôóðüå, íàçûâàþò ñïåêòðàëüíûì ñèíòåçîì. Ãàðìî-
íèêó ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èëè ñèãíàëà ñ k=1 íàçûâàþò îñíîâíîé èëè ïåðâîé
ãàðìîíèêîé ñèãíàëà. Îíà çàäàåò åãî ÷àñòîòó ïîâòîðåíèÿ f1. Îñòàëüíûå ãàðìîíèêè
íàçûâàþò âûñøèìè, èõ ÷àñòîòû ðàâíû fk=k⋅f1, ãäå k=2,3,4,... ×ëåí a0/2 ýòî ïîñòîÿí-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèãíàëà åå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íóëåâóþ ãàðìîíèêó. Òàêèì
îáðàçîì, ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, ïðåäñòàâèìûõ ðÿäîì Ôóðüå, äèñêðåò-
íûé — îí ñîäåðæèò íàáîð ôèêñèðîâàííûõ ÷àñòîò fk, ãäå k=1,2,3,.... ßñíî, ÷òî òà-
êîé ðÿä ëèøü îäíî èç äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ è âîçìîæíûõ ðàçëîæåíèé y(t) ïî îðòî-
ãîíàëüíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó áàçèñó.

Êàê âèäíî èç (1.9), ñëîæíûå ïåðèîäè÷åñêèå ñèãíàëû ìîãóò ñîäåðæàòü ìíîæå-
ñòâî (òåîðåòè÷åñêè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî) ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñ ðàçíîé
àìïëèòóäîé (1.10) è ôàçîé (1.11). Ñ ïîìîùüþ ðÿäà Ôóðüå ìû ìîæåì óñòàíîâèòü,
ñêîëüêî ãàðìîíèê ñèãíàëà íóæíî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñëîæíîãî ñèãíàëà ñ çàäàííîé
ïîãðåøíîñòüþ. Ñëîâîì, ìû ìîæåì óçíàòü êàêèìè àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé (À×Õ) è
ôàçî÷àñòîòíîé (Ô×Õ) õàðàêòåðèñòèêàìè äîëæåí îáëàäàòü òðàêò òîãî èëè èíîãî
óñòðîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïåðåäà÷è ñèãíàëîâ.

Óâû, íî âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðÿìî ïî èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèÿì âñòðå÷àåò áîëüøèå âû÷èñëèòåëüíûå òðóäíîñòè. Äàæå â ñèñòåìàõ êîìïüþ-
òåðíîé ìàòåìàòèêè [7, 8], ãäå òàêîå âû÷èñëåíèå ïîääåðæèâàåòñÿ õîðîøî îòðàáî-
òàííûìè ôóíêöèÿìè, îíî çàíèìàåò ìíîãî âðåìåíè. Ê òîìó æå äàëåêî íå âñåãäà
ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Íà ðèñ. 1.4 ïîêàçàíà äîñòàòî÷íî ïîíÿòíàÿ ïðîãðàììà ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé
ìàòåìàòèêè Mathcad, êîòîðàÿ íàãëÿäíî ïîÿñíÿåò âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî, çàäàííîãî ôóíêöèåé f(t) ñèãíàëà [7]. Èíòåãðàëû Ôó-
ðüå—Ýéëåðà çäåñü âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäåëàõ îò –T/2 äî +T/2, ÷òî èäåíòè÷íî èíòåã-
ðèðîâàíèþ îò 0 äî T.

Ðèñ. 1.5 ïîêàçûâàåò âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (ìàññèâû A è B) ñ ïî-
ìîùüþ ìîäóëÿ ðèñ. 1.4 è îñóùåñòâëåíèå ñèíòåçà ïî 10 ãàðìîíèêàì. Íåòðóäíî çà-
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ìåòèòü, ÷òî ñèíòåçèðîâàííûé ñèãíàë áëèçîê ê èñõîäíîìó èìïóëüñó, íî ñîäåðæèò
êîëåáàòåëüíûå êîìïîíåíòû äîâîëüíî çíà÷èòåëüíîé àìïëèòóäû.

Äðóãîé ïðèìåð ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà ìà-
ëîé äëèòåëüíîñòè ïîêàçàí íà ðèñ. 1.6. È çäåñü ôîðìà ñèíòåçèðîâàííîãî ïî êîíå÷-
íîìó ÷èñëó ãàðìîíèê ñèãíàëà áëèçêà ê ôîðìå èñõîäíîãî ñèãíàëà, íî ñîäåðæèò êî-
ëåáàòåëüíóþ êîìïîíåíòó çíà÷èòåëüíîé àìïëèòóäû.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû äàþò ñàìîå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòîðîíå âû÷èñëåíèé ïðè ñïåêòðàëüíîì àíàëèçå è ñèíòåçå. Î÷åâèäíî, îäíàêî, ÷òî
âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â (1.7) è (1.8) ïî ôîðìóëàì èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû Mat-
hcad íåëüçÿ íàçâàòü ýôôåêòèâíûì, ïîñêîëüêó îíî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëîæíûìè ÷èñ-
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Ãëàâà 1. Îáû÷íûå àíàëèçàòîðû ñïåêòðà

Ðèñ. 1.4. Ïðîãðàììíûé ìîäóëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ Ôóðüå—Ýéëåðà
â ñèñòåìå Mathcad

Ðèñ. 1.5. Ïðèìåð ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà ïèëîîáðàçíîãî èìïóëüñà



ëåííûìè ìåòîäàìè, òðåáóþùèìè çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó
ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ïðèìåíèìû ïðè îãðàíè÷åíèè ÷èñëà ãàðìîíèê åäèíèöà-
ìè-äåñÿòêàìè.

1.1.6. Äèñêðåòíûé ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è ñèíòåç

Ñîâðåìåííûå öèôðîâûå îñöèëëîãðàôû, àíàëèçàòîðû ñïåêòðà è äðóãèå ïðèáî-
ðû ïðåäñòàâëÿþò ñèãíàë â âèäå ðÿäà äèñêðåòíûõ îòñ÷åòîâ y0, y1, ..., yN-2, yN-1, îáû÷-
íî ðàçìåùàåìûõ ÷åðåç ïîñòîÿííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Èõ èìåíóþò òàêæå âû-
áîðêàìè. Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò âðåìåííûìè ðÿäàìè. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü îòñ÷åòîâ, èëè êàäð, ôèêñèðîâàíà ïî äëèíå è õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì
îòñ÷åòîâ N. Òàêèì îáðàçîì, ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïåðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè yk+N = yk. Ïðè ýòîì ñèãíàë ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñìåùåííûõ âî âðåìåíè äåëüòà-ôóíêöèé:

s t y t kk

k

( ) ( )= −
= −∞

∞

∑ δ , (1.12)

êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà êàê âïåðåä, òàê è íàçàä.
Òåîðåòè÷åñêè, ðÿä Ôóðüå äëÿ êàäðà äàííîãî ñèãíàëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

� expY
NT

s j
nk

N
n k

k

N

= −



=

−

∑1 2

0

1 π
. (1.13)

Çäåñü j — ìíèìàÿ åäèíèöà, n — íîìåð ãàðìîíèêè, k — èíäåêñ îò÷åòîâ ñèãíàëà
(îò 0 äî N–1). Îáû÷íî âûðàæåíèå (1.13) íîðìèðóåòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ ïåðèîäà T=1:

� expY
N

s j
nk

N
n k

k

N

= −



=

−

∑1 2

0

1 π
. (1.14)

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ìîæíî âû÷èñëèòü îòñ÷åòû àìïëèòóäíî-÷àñ-
òîòíîé õàðàêòåðèñòèêè (À×Õ) äèñêðåòíîãî ñèãíàëà, ò. å. åãî ñïåêòð. Ýòî øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííûõ öèôðîâûõ àíàëèçàòîðàõ ñïåêòðîâ è â îñöèëëîãðàôàõ.
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Ðèñ. 1.6. Ïðèìåð ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ñèíòåçà ïðÿìîóãîëüíîãî èìïóëüñà



Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó óçëàìè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîñòîÿííû,
òî èíòåãðàëû ïðè ðàñ÷åòå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ ïðîñòåéøèì
ìåòîäîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî:

a
N

y
ki

N
k i

i

N

= 



=

∑2 2

1

cos
π

è b
N

y
ki

N
k i

i

N

= 



=

∑2 2

1

sin
π

. (1.15)

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åííûé ðÿä Ôóðüå ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ãàðìîíèê ïðèáëèæàåò èñõîäíûé ñèãíàë ñ ìèíèìèçàöèåé îøèáêè
ïî êðèòåðèþ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

1.1.7. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è ñèãíàëû. À êàê áûòü,
åñëè îíè íå ïåðèîäè÷åñêèå? Ýòî õàðàêòåðíî äëÿ ìíîãèõ ïðèìåíåíèé àíàëèçàòî-
ðîâ ñïåêòðà ðåàëüíîãî âðåìåíè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èññëåäóþòñÿ Â×- è ÑÂ×-ðà-
äèîñèãíàëû ñ ðàçëè÷íûìè âèäàìè ìîäóëÿöèè â î÷åíü øèðîêîì îáùåì äèàïàçîíå
÷àñòîò (äî åäèíèö-äåñÿòêîâ ÃÃö). Òóò ïðàâîìåðíû äâà ïîäõîäà. Åñëè ôóíêöèÿ èëè
ñèãíàë îïðåäåëåíû íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè (íîñèòåëå êîíå÷-
íîé äëèíû), òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü ñèãíàëû êàê áû ïåðèîäè÷åñêèìè è ïðèìåíÿòü ê
íèì îïèñàííûé âûøå ñïåêòðàëüíûé àíàëèç è ñèíòåç. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà òóò — ïî-
ÿâëåíèå ðàçðûâîâ â íà÷àëå è êîíöå îïðåäåëåíèÿ ñèãíàëîâ è ïîòîìó ñèëüíîå âëèÿ-
íèå ýôôåêòà Ãèááñà (ñì. íèæå).

Íà ðèñ. 1.7 ïîêàçàíû èäåàëèçèðîâàííûå ñïåêòðû íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà (à)
è ïåðèîäè÷åñêîãî ñ òîé æå ôîðìîé — (á) è (â). Ñïåêòð íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëàâíóþ êðèâóþ — çàâèñèìîñòü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè îò
÷àñòîòû. À ñïåêòð ïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñòàíîâèòñÿ ëèíåé÷àòûì, ïîñêîëüêó ñî-
äåðæèò ãàðìîíèêè ñ àìïëèòóäîé An, ãäå n — íîìåð ãàðìîíèêè (A0 çàäàåò ïîñòîÿí-
íóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèãíàëà, A1 — àìïëèòóäà ïåðâîé ãàðìîíèêè, A2 — àìïëèòóäà
âòîðîé ãàðìîíèêè è ò. ä.). ×àñòîòà ïîâòîðåíèÿ ñèãíàëà çàäàåòñÿ ÷àñòîòîé ïåðâîé
ãàðìîíèêè f1, îíà æå îïðåäåëÿåò è èíòåðâàë ìåæäó ëèíèÿìè ñïåêòðà df=f1.
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Ðèñ. 1.7. Èäåàëèçèðîâàííûå ñïåêòðû íåïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà (à)
è ïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà ñ ðàçíûì ïåðèîäîì ïîâòîðåíèÿ (á) è (â)



Äðóãîé ïóòü çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê íåïðåðûâíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå â îá-
ùåì âèäå — äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà. Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â òàêîì âèäå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíêöèþ ÷àñòîòû F(w) îò âðåìåííîé
ôóíêöèè f(t). Îíî ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé

F f t e dti t( ) ( )ω ω= −

−∞

∞

∫ . (1.16)

Çäåñü f(t) — ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t. Ñïåêòð ïðè ýòîì ñòà-
íîâèòñÿ ñïëîøíûì.

Óâû, íî ïðåîáðàçîâàíèå (1.16) ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîé àáñòðàêöèåé, äàæå åñëè
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèãíàë áûë îïðåäåëåí âïëîòü äî òåêóùåãî ìîìåíòà τ. Â ñâÿçè ñ
ýòèì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå òåêóùåãî ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà, ó êîòîðîãî âåðõíèé
ïðåäåë â (1.16) çàìåíÿåòñÿ çíà÷åíèåì τ â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè [2]:

S f t e dti t( ) ( )ω ω
τ

= −

−∞
∫ . (1.17)

Çäåñü ìû ïåðåøëè îò ôóíêöèè F(ω) ê ôóíêöèè S(ω), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ñèãíàëà. Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòî àíàëèçàòîðû ñïåêòðà âûâî-
äÿò ñïåêòð ìîùíîñòè, ò. å. âåëè÷èíó S2(ω), ïðè÷åì ñ ÷àñòîòîé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ â
ëèíåéíîì èëè ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå.

Âûðàæåíèå (1.17) íåòðóäíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

S S e j t( ) ( ) ( )ω ω ϕ ω= ⋅ , (1.18)

ãäå ìîäóëü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè íà ÷àñòîòå ω

S S S( ) ( ) ( )sin cosω ω ω= +2 2 (1.19)

è àðãóìåíò (ôàçà)

ϕ ω ω
ω

( ) arctan
( )
( )

sin

cos

= S

S
. (1.20)

Çäåñü ñèíóñíàÿ è êîñèíóñíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè (16)
îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

S f t t dt( ) ( )sin( )sinω ω
τ

=
−∞
∫ è S f t t dt( ) ( )cos( )cosω ω

τ

=
−∞
∫ . (1.21)

Áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñïåêòð îïðåäåëåí íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè T,
òî îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå èç ïðåäïîëîæåíèÿ ïåðèîäè÷-
íîñòè ñèãíàëà. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé äåòåðìèíèðîâàííûé ñèãíàë, îïðåäåëåííûé
íà îòðåçêå âðåìåíè T åãî ïîâòîðåíèÿ, ìîæíî ðàçëîæèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ãàðìî-
íèê. Ðàçóìååòñÿ, ÷åì îíî áîëüøå, òåì âûøå òî÷íîñòü ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà è ïî-
ñëåäóþùåãî ñèíòåçà ñèãíàëà.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f t F e di t( ) ( )=
−∞

∞

∫
1
2π

ω ωω . (1.22)

Ýòà ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïî ôóíêöèè F(ω) íàéòè â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíê-
öèþ f(t).
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1.1.8. Îãðàíè÷åíèå ÷èñëà ãàðìîíèê è ýôôåêò Ãèááñà

Íà ïðàêòèêå ðÿäû Ôóðüå ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ íåïðèìåíèìû, ïîñêî-
ëüêó ïðè âû÷èñëåíèÿõ òðåáóþò áåñêîíå÷íîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ îãðà-
íè÷èâàòüñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ðÿäà. Ê ñîæàëåíèþ, ïðè îãðàíè÷åíèè ñïåêò-
ðà êîíå÷íûì ÷èñëîì ãàðìîíèê íàáëþäàþòñÿ õàðàêòåðíûå âîëíîîáðàçíûå êîëåáà-
íèÿ ñèíòåçèðîâàííûõ ñèãíàëîâ, îñîáåííî çàìåòíûå â îáëàñòè ðàçðûâîâ. Ðÿä
ïðèìåðîâ ýòîãî áûë ïðèâåäåí âûøå.

Ýòîò ýôôåêò ïîëó÷èë íàçâàíèå ýôôåêòà Ãèááñà. Ýòî î÷åíü íåæåëàòåëüíûé ýô-
ôåêò, ïîñêîëüêó îí ñèëüíî èñêàæàåò ôîðìó êîëåáàíèé è ñëóæèò èñòî÷íèêîì áî-
ëüøèõ ïîãðåøíîñòåé. Îòíîñèòåëüíàÿ àìïëèòóäà ïóëüñàöèé ñèíòåçèðîâàííûõ ñèã-
íàëîâ (ñàìèõ ïî ñåáå íå èìåþùèõ ïóëüñàöèé) äîñòèãàåò 18% (èëè 9% îò äâîéíîé
àìïëèòóäû) è ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ãàðìîíèê — ïðîñòî
âûáðîñû ïðè ïóëüñàöèÿõ ñòàíîâÿòñÿ êîðî÷å.

Ïîñêîëüêó ïóëüñàöèè ýôôåêòà Ãèááñà íàèáîëåå ÿâíî ïðîÿâëÿþòñÿ â ìîìåíòû
ñêà÷êîâ àíàëèçèðóåìîé ôóíêöèè, îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñêà÷êà

f t
t

t
( )

,

,
=

<
≥





0 0

1 0
(1.23)

îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì. Îãðàíè÷åíèå ñïåêòðà ìîæíî ó÷åñòü, ââåäÿ â (1.22) óìíî-
æåíèå íà ïðÿìîóãîëüíîå ÷àñòîòíîå îêíî

W ( )
,

,
ω

ω γ
ω γ

=
≤
>





1

0
. (1.24)
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Ðèñ. 1.8. Èëëþñòðàöèÿ ýôôåêòà Ãèááñà



Ýòî îêíî çàäàåò ðåçêîå îãðàíè÷åíèå ñïåêòðà. Îïóñêàÿ äåòàëè âûâîäà, îòìåòèì,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå:

f t Si t( ) ( )= +1
2

1
π

, (1.25)

ãäå êîëåáëþùàÿñÿ â îáëàñòè ñêà÷êà ñîñòàâëÿþùàÿ Si(z) èçâåñòíà êàê èíòåãðàëü-
íûé ñèíóñ

Si t
x

x
dx

t

( )
sin( )= ∫

0

. (1.26)

Èòàê, êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåííîãî, â ÷àñòíîñòè âûðàæåíèé (1.25) è (1.26),
ýôôåêò Ãèááñà ñóùåñòâóåò, óâû, êàê òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ ðåàëüíîñòü. Åãî
èëëþñòðàöèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.8. È ñâÿçàí îí, ïðåæäå âñåãî, ñ íåóäà÷íî ïîäî-
áðàííîé (èëè ïðîñòî ñóùåñòâóþùåé èçíà÷àëüíî) ôîðìîé ÷àñòîòíîãî îêíà, ðåçêî
îãðàíè÷èâàþùåãî ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ïðè ñïåêòðàëüíîì ñèíòåçå ãàðìîíèê (÷àñ-
òîò), — ïðÿìîóãîëüíîãî.

1.1.9. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñ èíòåãðè-
ðîâàíèåì â õîäå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå áûñòðîèçìåíÿþùèõñÿ çàâèñèìîñòåé,
áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ èëè, â àíãëîÿçû÷-
íîé òðàíñêðèïöèè, FFT — îò Fast Fourier Transform). Îíè èñïîëüçóþò ñïåöèàëü-
íóþ òåõíèêó êîìáèíàöèè îòñ÷åòîâ ôóíêöèé, ïîìíîæåííûõ íà çàðàíåå âû÷èñëåí-
íûå îñöèëëèðóþùèå ìíîæèòåëè, è ó÷èòûâàþò ïåðèîäè÷íîñòü çíà÷åíèé òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Àëãîðèòìû ÁÏÔ íå óìåíüøàþò ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé
ïðè çàäàííîì ÷èñëå ãàðìîíèê, íî ïîçâîëÿþò ðåçêî óìåíüøèòü âðåìÿ ñïåêòðàëü-
íîãî àíàëèçà è ñèíòåçà — îñîáåííî åñëè ÷èñëî âðåìåííûõ îòñ÷åòîâ yi(t) êðàòíî 2N,
ãäå N — öåëîå ÷èñëî.

ÁÏÔ àëãîðèòì âûïîëíÿåòñÿ çà ∼ N Nlog îïåðàöèé, ãäå N — ÷èñëî îòñ÷åòîâ ñèã-
íàëà. ÁÏÔ ïðèìåíÿåòñÿ íå òîëüêî â ñèñòåìàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè äëÿ
óñêîðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå [7—9], íî è âî ìíîãèõ èíûõ àïïàðàòíûõ è ïðî-
ãðàììíûõ ñðåäñòâàõ. Åñòü ìèêðîñõåìû, îáåñïå÷èâàþùèå ïðîâåäåíèå ÁÏÔ ñ ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîé íà òîé èëè èíîé ýëåìåíòíîé áàçå ñêîðîñòüþ.

1.1.10. Îêîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïðîáëåìû ðàçðûâîâ ñèãíàëà â íà÷àëå è êîíöå êàäðà îòñ÷åòîâ
ïðè ïðÿìîì îêîííîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå èñïîëüçóþòñÿ îêíà ñ ïëàâíûì ñïàäîì
ïî îáå ñòîðîíû îò öåíòðà. Ïåðâûì òàêîå îêíî ïðèìåíèë Ãàáîð — åãî îêíî îïè-
ñûâàëîñü êîëîêîëîîáðàçíîé ãàóññîâîé êðèâîé. Ïîýòîìó íåðåäêî îêîííîå ïðÿìîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàáîðà. Íåêîòîðûå èç îêîí
äàíû â òàáëèöå 1.1. Èíäåêñ i=0..N.

Ïîñêîëüêó âðåìåííûå îêíà îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå
ñèãíàëîâ, òî îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ çàâèñèìîñòüþ êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è (âåñà) îò
òåêóùåãî îòñ÷åòà i, ïðè÷åì i ìåíÿåòñÿ îò 0 äî N.

Ïðîñòåéøåå ïðÿìîóãîëüíîå îêíî ïî ñóùåñòâó îçíà÷àåò îòñóòñòâèå ñïåöèàëüíî
ââåäåííîãî îêíà. Åãî ñïåêòð ñíèçó èìååò ìàëûé óðîâåíü îñëàáëåíèÿ áîêîâûõ ëå-
ïåñòêîâ. Ïðèìåíåíèå òàêîãî îêíà îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ðàçðûâîâ â
íà÷àëå è â êîíöå âûðåçàííîãî îêíîì ñèãíàëà. Ïîýòîìó ñïåêòð ñèãíàëà ñ òàêèì
îêíîì áóäåò ñîäåðæàòü áîëüøèå êîëåáàíèÿ, âûçâàííûå ýôôåêòîì Ãèááñà, è ñî-
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äåðæàòü ïðèñóùèå ýòîìó îêíó áîêîâûå ëåïåñòêè. Òàêîå îêíî ïëîõî óñòðàíÿåò è
øóìîâûå ñîñòàâëÿþùèå ñèãíàëà.

Òàáëèöà 1.1

Íåêîòîðûå òèïû îêîí è èõ ñâîéñòâà

Òèï îêíà Âûðàæåíèå äëÿ îêíà Wi Ñâîéñòâî îêíà

Ïðÿìîóãîëüíîå
(Rectancgle)

1 Î÷åíü óçêèé îñíîâíîé ëåïåñòîê, õîðîøåå
÷àñòîòíîå ðàçðåøåíèå, ïëîõîå àìïëèòóäíîå
ðàçðåøåíèå, õîðîøåå ïîäàâëåíèå áåëîãî øóìà

Áëýêìàíà
(Blackman)

0.42 – 0.5cos(2πi/N) + 0.08sin(4πi/N) Øèðîêèé îñíîâíîé ëåïåñòîê, çàìåòíûé ñïàä
áîêîâûõ ëåïåñòêîâ, õîðîøåå àìïëèòóäíîå
ðàçðåøåíèå è ïëîõîå ÷àñòîòíîå

Õýííèíãà
(Hanning)

0.5(1– cos(2πi/N)) Äîñòàòî÷íî øèðîêèé âõîäíîé ëåïåñòîê, áûñòðûé
ñïàä áîêîâûõ ëåïåñòêîâ, õîðîøåå ðàçðåøåíèå

Õýììèíãà
(Hamming)

0.54 – 0.46 cos(2πi/N) Óìåðåííî øèðîêèé îñíîâíîé ëåïåñòîê,
ïîñòîÿííûé óðîâåíü áîêîâûõ ëåïåñòêîâ,
íåïëîõîå ðàçðåøåíèå

Áëýêìàíà-Õàððèñà 0.42323 – 0.49755 cos(2πi/N)+
0.07922 cos(4πi/N)

Óíèêàëüíî ìàëûé óðîâåíü áîêîâûõ ëåïåñòêîâ
(–92 äÁ)

Ñ ïëîñêîé
âåðøèíîé
(Flat Top)

0.2810639 – 0.5208972 cos(2πi/N) +
0.1980399 cos(4πi/N)

Õîðîøåå ðàçðåøåíèå ïî àìïëèòóäå, íî ïëîõîå
ïî ÷àñòîòå, ðàçìûòûå ïèêè

Ýêñïîíåíöèàëüíîå (exp(ln(0.01)i)/N-1 Íàõîäèò ñïåöèàëüíîå ïðèìåíåíèå

Óðîâåíü îñëàáëåíèÿ áîêîâûõ ëåïåñòêîâ â ñïåêòðå ïðÿìîóãîëüíîãî îêíà ñîñòàâ-
ëÿåò âñåãî –13 äÁ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì, ÷òî ó øèðîêî ïðèìåíÿåìûõ îêîí Õýì-
ìèíãà è Õýííèíãà îí ñîñòàâëÿåò –43 è –32 äÁ. Íåäàâíî ïðåäëîæåííîå îêíî
Áëýêìàíà—Õàððèñà (ðèñ. 1.9) èìååò óíèêàëüíî íèçêèé óðîâåíü áîêîâûõ ëåïåñò-
êîâ — èõ îñëàáëåíèå ñîñòàâëÿåò –92 äÁ.

Òåõíèêó ïðèìåíåíèÿ âðåìåííûõ îêîí íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1.10. Â âåð-
õíåé ÷àñòè ðèñóíêà ïîêàçàíî óìíîæåíèå îòñ÷åòîâ ñèãíàëà íà âåñîâûå êîýôôèöè-
åíòû âðåìåííîãî îêíà, à âíèçó — ïðèìå-
íåíèå ÁÏÔ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà.

Âûáîðîì ñïåöèàëüíîãî ÷àñòîòíîãî
îêíà ìîæíî çàìåòíî îñëàáèòü âëèÿíèå
«çëîâðåäíîãî» ýôôåêòà Ãèááñà â ñëó÷àå
ïðèìåíåíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ÷ëåíîâ (ãàðìîíèê). Äëÿ ýòîãî â ïî-
äûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (20) ââîäèòñÿ
ìíîæèòåëü W(ω), çàäàþùèé îêíî ñ çàäàí-
íîé ôîðìîé àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õàðàê-
òåðèñòèêè. Òåì ñàìûì ðåàëèçóåòñÿ îáðàò-
íîå îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ïðè
óäà÷íîì ïîäáîðå îêîí ìîæíî çíà÷èòåëüíî
ïîâûñèòü ÷àñòîòíîå ðàçðåøåíèå ñïåêòðîâ,
ïîäàâèòü ýôôåêò Ãèááñà è óëó÷øèòü âèä
ñïåêòðîâ.
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Ãëàâà 1. Îáû÷íûå àíàëèçàòîðû ñïåêòðà

Ðèñ. 1.9. Çàâèñèìîñòü
êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è è ñïåêòð

îêíà Áëýêìàíà—Õàððèñà



1.1.11. Î òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì òåîðåòè÷åñêè è ïðàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âûáî-
ðå ÷èñëà îòñ÷åòîâ ñèãíàëà äëÿ åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â öèôðîâóþ ôîðìó è äàëüíåé-
øåãî âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà ïî åãî îòñ÷åòàì. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé êàê
ïðè ïîñòðîåíèè öèôðîâûõ îñöèëëîãðàôîâ, òàê è àíàëèçàòîðîâ ñïåêòðà.

Êàê ÷àñòî íàäî äåëàòü ðàâíîìåðíûå âûáîðêè ïðîèçâîëüíîãî ñèãíàëà, ÷òîáû
ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ â öèôðîâóþ ôîðìó, à çàòåì ñíîâà â àíàëîãîâóþ áûëà ñîõðà-
íåíà ôîðìà ñèãíàëà? Îòâåò íà ýòîò âàæíûé âîïðîñ äàåò òåîðåìà îá îòñ÷åòàõ èëè
òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà (çà ðóáåæîì èìåíóåìàÿ òàêæå òåîðåìîé Íàéêâèñòà, òåîðå-
ìîé îá îòñ÷åòàõ è ò. ä.): «Åñëè ñïåêòð ñèãíàëà e(t) îãðàíè÷åí âûñøåé ÷àñòîòîé fÂ,
òî îí áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí äèñêðåòíûìè îòñ÷åòàìè ñ
÷èñëîì, ðàâíûì 2 ⋅ fÂ». Ïðè ýòîì ñèãíàë âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî åãî îòñ÷åòàì e(k⋅dt),
ñëåäóþùèì ñ èíòåðâàëîì âðåìåíè dt=1/fÂ, ñ ïîìîùüþ ôèëüòðà, ðåàëèçóþùåãî
âîññòàíîâëåíèå ïî ôîðìóëå:

e t e k dt
t k dt dt

t k dt dtk

( ) ( )
sin( ( ) / )

( ) /
= ⋅ − ⋅

− ⋅= −∞

∞

∑ π
π

(1.24)

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà ïî åãî âûáîðêàì äîñòàòî÷íî ðàñïî-
ëàãàòü ôóíêöèåé sinc(t)=sin(t)/t ñ ó÷åòîì åå îñîáîãî çíà÷åíèÿ sinc(t)=1 ïðè x=0.
Ðèñ. 1.11 ïîêàçûâàåò ïðèìåð äèñêðåòèçàöèè íåêîòîðîãî ñèãíàëà (íàðàñòàþùàÿ, à
çàòåì ñïàäàþùàÿ ýêñïîíåíòû) ñ ïåðèîäîì êâàíòîâàíèÿ dt è çàòåì âîññòàíîâëåíèÿ
ñèãíàëà ïî âûðàæåíèþ (1.24). Íåñìîòðÿ íà ìàëîå ÷èñëî îòñ÷åòîâ (èõ âñåãî 11)
âîññòàíîâëåííàÿ ôîðìà ñèãíàëà âåñüìà áëèçêà ê ôîðìå èñõîäíîãî ñèãíàëà.

×òîáû âîññòàíîâèòü èñõîäíûé ñèãíàë ïî åãî îòñ÷åòàì, íàäî èìåòü ÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ èõ è çíà÷åíèå èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè dt. Âñå ýòè äàííûå íåòðóäíî
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1.1. Òåîðåòè÷åñêàÿ ïðåàìáóëà

Ðèñ. 1.10. Èëëþñòðàöèÿ ïðèìåíåíèÿ âðåìåííîãî îêíà äëÿ óñòðàíåíèÿ âëèÿíèÿ
ðàçðûâîâ íà ñïåêòð êàäðà ñèãíàëà
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