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Ãëàâà 1
Ñïîñîáû îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

1.1. Ìåòîäû ôàçîâûõ êîîðäèíàò

(ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîñòîÿíèé)

Â ïàêåòàõ ðàñøèðåíèÿ Control System Toolbox, Robust Control
Toolbox ñèñòåìû MATLAB ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñïîñîáû îïèñàíèÿ
ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè:
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, èëè
â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (SS — state-space), ïåðåäàòî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ ïîëèíîìîâ (TF), ïå-
ðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ â òàê íàçûâàåìîì âèäå íóëü/ïîëþñ/ êîýôôè-
öèåíò óñèëåíèÿ (ZPK). Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ïåð-
âûé ñïîñîá, êîòîðûé äàåò íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü ïðè âû÷èñëåíèÿõ
è â áîëüøåé ñòåïåíè óäîáåí ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è
ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì
âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí è ò. ä.

Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ñïîñîáà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ñèñòåìû, èìåþò âèä:

d

dt

x
Ax Bu= + (1.1)

ãäå õ — n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (âåêòîð ôàçîâûõ êî-
îðäèíàò), u — p-ìåðíûé âåêòîð âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ñîñòîÿùèé
èç çàäàííûõ âåëè÷èí, âîçìóùåíèé, óïðàâëåíèé, ôîðìèðóåìûõ ðå-
ãóëÿòîðîì, À è Â — ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû è ìàòðèöà óïðàâ-
ëåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåðåíèþ
äîñòóïíà òîëüêî ÷àñòü ñîñòîÿíèé ñèñòåìû èëè èõ ëèíåéíûõ êîì-
áèíàöèé, òàêèå ïåðåìåííûå y íàçûâàþòñÿ âûõîäàìè ñèñòåìû:

y Cx Du= + (1.2)



ãäå y — m-ìåðíûé âûõîäíîé âåêòîð, C, D — ìàòðèöû ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ðàçìåðîâ. Äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ îáúåêòîâ óïðàâëå-
íèÿ D = 0.

Â ðàññìàòðèâàåìûõ ïàêåòàõ ðàñøèðåíèÿ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü
ìàíèïóëèðîâàòü ñ ñèñòåìîé, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè (1.1),
(1.2), êàê ñ îäíèì îáúåêòîì MATLAB. Äëÿ ýòîãî íóæíî ìàòðèöû
A, B, C, D òðàíñôîðìèðîâàòü â ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ êîìàíäû ss èç
Control System Toolbox èëè mksys èç Robust Control Toolbox.

Äàëåå â êíèãå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷àñòî áóäåì ðàññìàòðèâàòü
âðàùàþùóþñÿ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ èíåðöè-
îííûõ ìàññ J1, J2, ñîåäèíåííûõ óïðóãîé ìóôòîé (ðèñ. 1.1).

Ìîìåíò Ìó, ïåðåäàâàåìûé ìóôòîé, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîìåí-
òîì ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ ïåðâîé èíåðöèîííîé ìàññû è äâèæóùèì
ìîìåíòîì äëÿ âòîðîé, ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè óãëîâûõ ïåðåìå-
ùåíèé îáåèõ ìàññ ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè Ñ.
Óïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäíîé ìîìåíò ïåðâîé ìàññû (îáû÷íî
ìîìåíò ïðèâîäíîãî äâèãàòåëÿ) Md, à âûõîäîì — ñêîðîñòü åå âðà-
ùåíèÿ ωd, òàê êàê íà âàëó ïðèâîäíîãî äâèãàòåëÿ îáû÷íî óñòàíàâ-
ëèâàåòñÿ äàò÷èê ñêîðîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ
ïîëàãàåì ðàâíûì íóëþ. Óðàâíåíèÿ ñèñòåìû:

d

dt
M M Jd

d y

ω
= −( ) ,1 (1.3)

dM

dt
C

y

d m= −( )ω ω (1.4)

d

dt
M Jm

y

ω
= 2 (1.5)

Åñëè îáîçíà÷èòü x = (ωd, My ,ωm)Ò, u = Md, òî ðàññìàòðèâàåìóþ
ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (1.1), (1.2) ñ ìàòðèöàìè:

A =
−

−
















0 1 0

0

0 1 0

1

2

J

C C

J

, B =
















1

0

0

1J

, C = [ ],1 0 0 D = 0 (1.6)
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Ðèñ. 1.1. Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ýëàñòè÷íîé ìóôòîé



Òåïåðü ñîçäàäèì ñèñòåìó, èñïîëüçóÿ êîìàíäû ss èëè mksys.
Ñîçäàäèì m-ôàéë (Ï. 1.1). Ïàðàìåòðû ïðèìåðà âçÿòû äëÿ âðàùàþ-
ùåéñÿ ïå÷è öåìåíòíîãî ïðîèçâîäñòâà. Â êîìàíäíîì îêíå
MATLAB îòêðîåì ïîñëåäîâàòåëüíî îêíà File, New, M-File è ââå-
äåì òåêñò (êîíå÷íî, êîììåíòàðèé ìîæíî íå ââîäèòü):

clear %î÷èñòêà ðàáî÷åé îáëàñòè ïàìÿòè
clc %î÷èñòêà êîìàíäíîãî îêíà
J1 = 21.5;J2 = 7;C = 243; %ââîä ïàðàìåòðîâ
a = [0 −1/J1 0; C 0 -C; 0 1/J2 0]; %ñîçäàíèå ìàòðèöû À
b = [1/J1; 0; 0]; c = [1 0 0]; d = 0; %ñîçäàíèå ìàòðèö B, C, D
sys1 = ss(a, b, c, d);
%ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû äëÿ Control System Toolbox
sys2 = mksys(a, b, c, d);
%ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû äëÿ Robust Control Toolbox. (Ï. 1.1)

Îòìåòèì ñëåäóþùåå: Ìàòðèöû ìîæíî ââîäèòü êàê îäíó òåê-
ñòîâóþ ñòðîêó, ïðè÷åì ñòðîêè ìàòðèöû îòäåëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà
òî÷êîé ñ çàïÿòîé, à îòäåëüíûå ýëåìåíòû ñòðîêè ìàòðèöû ðàçäåëÿ-
þòñÿ ïðîáåëàìè. Åñëè òðåáóåìàÿ äëèíà òåêñòîâîé ñòðîêè ïðåâû-
øàåò øèðèíó ñòðàíèöû, òî ìîæíî ïåðåíîñèòü åå íà ñëåäóþùóþ
ñòðîêó, ïðè÷åì â ìåñòå ðàçðûâà äîëæíû áûòü ïîñòàâëåíû òî÷êè,
íå ìåíåå òðåõ. Åñëè ïîñëå êîìàíäû èìååòñÿ òî÷êà ñ çàïÿòîé, òî
ðåçóëüòàòû âûïîëíåíèÿ êîìàíäû â êîìàíäíîì îêíå íå ïîÿâëÿþò-
ñÿ. Åñëè âûïîëíèòü ýòó ïðîãðàììó (â îêíå ðåäàêòîðà âûïîëíèòü
Debug è Run èëè Save and Run), òî ðåçóëüòàò çàïîìèíàåòñÿ â ðàáî-
÷åé îáëàñòè (Workspace). Åñëè òåïåðü îòêðûòü åå (â îêíå MATLAB
âûïîëíèòü Desktop, çàòåì Workspace), òî ïîÿâèòñÿ ñîäåðæàíèå ðà-
áî÷åé îáëàñòè ñ äâóìÿ ñðåäè ïðî÷èõ îáúåêòàìè sys1, sys2. Åñëè
òåïåðü ðàñêðûòü ýòè ñèñòåìû ïóòåì äâîéíîãî íàæàòèÿ íà èõ ñèì-
âîëû ëåâîé êëàâèøè ìûøè, òî áóäåò âèäíî, ÷òî ýòè ñèñòåìû îðãà-
íèçîâàíû ñîâåðøåííî ïî-ðàçíîìó: ïåðâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñîáðàíèå ìàòðèö a, b, c, d, à âòîðàÿ — ñòîëáåö ñ 51 ÷èñëîì. Âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ êîìàíäû èç Robust Control Toolbox ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü ñ îáúåêòàìè, îáðàçîâàííûìè êîìàíäîé ss, íî ñèñòåìû, îá-
ðàçîâàííûå êîìàíäîé mksys, îáû÷íî íå ðàáîòàþò ñ êîìàíäàìè èç
Control System Toolbox.

Ïðè ðàññìîòðåíèè sys1 âèäíî, ÷òî ïåðåìåííûå èìåþò òèïî-
âûå îáîçíà÷åíèÿ x1,x2 è ò. ä., ÷àñòî æåëàòåëüíî èìåòü èìåíà, îò-
ðàæàþùèå ôèçè÷åñêóþ ñóòü âåëè÷èí. Äîáàâèì êîìàíäó

set(sys1,'StateName',{'Wd'; 'My'; 'Wm'},'InputName','Md',...

'OutputName','Wd') (Ï. 1.1.1)

8 Ãëàâà 1. Ñïîñîáû îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì



è âûïîëíèì ïðîãðàììó, ðàñêðîåì ðàáî÷óþ îáëàñòü, ðàñêðîåì sys1

è óâèäèì, ÷òî òåïåðü ïåðåìåííûå èìåþò íóæíûå èìåíà. Îòìåòèì,
÷òî òàêîé æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèâåäåííóþ ñòðîêó
äîáàâèòü â êîìàíäó ss.

Ïðè íåêîòîðûõ îïåðàöèÿõ â Robust Control Toolbox ôîðìèðó-
åòñÿ (âû÷èñëÿåòñÿ) èñêîìàÿ ñèñòåìà â ôîðìå, ïðèíÿòîé â ýòîì ïà-
êåòå ðàñøèðåíèÿ, à èíòåðåñ áóäåò ïðåäñòàâëÿòü åå îïèñàíèå â âèäå
(1.1), (1.2) èëè æå îòäåëüíûå ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì èñ-
ïîëüçóåòñÿ êîìàíäà branch. Åñëè, íàïðèìåð, â (Ï. 1.1) ââåñòè êî-
ìàíäó

[aq,bq]=branch(sys2), (Ï. 1.1.2)

òî â ðàáî÷åé îáëàñòè è â êîìàíäíîì îêíå ïîëó÷èì ìàòðèöû aq = a,
bq = b.

Óæå â âèäå (1.1), (1.2) íàñ ìîæåò èíòåðåñîâàòü ðÿä õàðàêòåðè-
ñòèê ñèñòåìû. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà óñòîé÷èâîé
è êàê ðàñïîëàãàþòñÿ åå ïîëþñà, ò. å. êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ êîìàíäîé

Pa = eig(a), (Ï. 1.1.3)

ïîëó÷èì 0; 0 + 6.7836i; 0 − 6.7836i, ò. å. âñå òðè êîðíÿ ðàñïîëîæåíû
íà ìíèìîé îñè (i — çíàê ìíèìîé åäèíèöû).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìîé ìîæíî áûëî íîðìàëüíî óïðàâëÿòü,
îíà äîëæíà, êàê ïðàâèëî, áûòü óïðàâëÿåìîé è íàáëþäàåìîé. Ñèñ-
òåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé, åñëè åå ìîæíî èç ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâåñòè â íóëåâîå ñîñòîÿíèå çà êîíå÷íîå
âðåìÿ, èñïîëüçóÿ ïðîèçâîëüíî ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé. Ïóñòü,
íàïðèìåð, â ñèñòåìå îäíî èç óðàâíåíèé èìååò âèä dxi/dt = axi, òî-
ãäà î÷åâèäíî, ÷òî íà ïðîöåññ èçìåíåíèÿ xi âëèÿòü íåëüçÿ, ò. å. ñèñ-
òåìà ÿâëÿåòñÿ íåóïðàâëÿåìîé. Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ íà-
áëþäàåìîé, åñëè ïî íàáëþäåíèÿì â òå÷åíèå êîíå÷íîãî âðåìåíè çà
åå âûõîäîì ìîæíî îïðåäåëèòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.
Ïóñòü â ñèñòåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà âòîðîå óðàâíåíèå èìååò âèä:
dx2/dt = −ax3 + bu, ïðè÷åì êîîðäèíàòà x2 íå âõîäèò íè â óðàâíåíèÿ
äëÿ x1, x3, íè â âûðàæåíèå äëÿ y. Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòà x2 íå
«ïðîÿâëÿåò» ñåáÿ íà âûõîäå ñèñòåìû íè íåïîñðåäñòâåííî, íè ÷å-
ðåç äðóãèå êîîðäèíàòû, è ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ íåíàáëþäàåìîé.

Äëÿ óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìàòðèöà óïðàâ-
ëÿåìîñòè

C0 = (B, AB, A2B, An-1B) (1.7)
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èìåëà ðàíã n. Íàïîìíèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ïîðÿäêó íàè-
áîëüøåãî îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, îòëè÷íîãî îò íóëÿ, ïðè óñëîâèè,
÷òî âñå ñòàðøèå îïðåäåëèòåëè ðàâíû íóëþ. Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè

D0 = (C, CA, CA2, CAn-1)Ò (1.8)

èìåëà ðàíã n. Äëÿ ïðîâåðêè óïðàâëÿåìîñòè è íàáëþäàåìîñòè íà-
øåé ñèñòåìû äîáàâèì â (Ï. 1.1) êîìàíäû

Co = ctrb(a,b);

Unco = length(a)-rank(Co)

Do = obsv(sys1);

Undo = length(a)-rank(Dî) (Ï. 1.1.4)

Ïåðâàÿ è òðåòüÿ êîìàíäû ôîðìèðóþò ìàòðèöû óïðàâëÿåìîñòè
è íàáëþäàåìîñòè, à âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ âû÷èñëÿþò ðàçíîñòè ìåæäó
ðàíãîì ýòèõ ìàòðèö è ïîðÿäêîì ñèñòåìû. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ íà-
øåé ïðîãðàììû ïîëó÷èì â êîìàíäíîì îêíå Unco = 0, Undo = 0,
ò. å. íàøà ñèñòåìà ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà è íàáëþäàåìà.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî àðãóìåíòîì ýòèõ êîìàíä ìîãóò áûòü
êàê âõîäÿùèå â èñêîìûå ìàòðèöû ñèñòåìíûå ìàòðèöû (ïåðâàÿ êî-
ìàíäà), òàê è ñàìà ñèñòåìà (òðåòüÿ êîìàíäà). Ñ ñèñòåìîé sys2 ýòè
êîìàíäû íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå èìåþò íåñêîëüêî
âõîäîâ è âûõîäîâ è îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì MIMO ñèñòåìàì
(multiple-input — multiple-output). ×àñòíûì, íî äîñòàòî÷íî ðàñ-
ïðîñòðàíåííûì íà ïðàêòèêå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ñèñòåì ñ îäíèì âõî-
äîì è îäíèì âûõîäîì (SISO ñèñòåìû). Ìåòîäû àíàëèçà è ñèíòåçà
MIMO ñèñòåì ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê SISO ñèñòåìàì, îäíàêî
ïîñëåäíèå áîëåå ïðîñòûå, è äëÿ ðàáîòû ñ íèìè ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëüíûå ìåòîäû.

Äëÿ ñèñòåìû (1.1), (1.2) èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

(1.9)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà sys îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (1.1),
(1.2). ×àñòî òàêæå â ñèñòåìå âõîäíûå è âûõîäíûå ïåðåìåííûå ðàç-
äåëÿþòñÿ: âõîäû — íà âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ w è ðåãóëèðóþùèå
ñèãíàëû u, âûõîäû — íà ðåãóëèðóåìûå y1 è èçìåðÿåìûå y2. Ïðè
ýòîì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïðèîáðåòàþò âèä:

10 Ãëàâà 1. Ñïîñîáû îïèñàíèÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

.sys 







=

DC

BA



d

dt

x
Ax B w B u1= + + 2 (1.10)

y C x D w D u1 1 11 12= + + , (1.11)

y C x D w D u2 2 21 22= + + . (1.12)

Ñèñòåìà â òàêîì âèäå îáîçíà÷àåòñÿ êàê

(1.13)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåãóëÿòîð íà îñíîâàíèè èçìåðåíèé y2 âû-
ðàáàòûâàåò ñèãíàë u òàêèì îáðàçîì, ÷òî âûõîä y1 ïðè çàäàííîì w
èìååò æåëàåìûå ñâîéñòâà (ðèñ. 1.2).

Ó÷òåì â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå (1.3) — (1.6) ìîìåíò íàãðóç-
êè Ìñ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëü ðåãóëèðîâàíèÿ — óìåíüøèòü îò-
êëîíåíèÿ ñêîðîñòè ìåõàíèçìà ωm ïðè äåéñòâèè Ìñ. Çàïèøåì (1.5)
êàê

d

dt
M J M Jm

y c

ω
= −2 2 (1.14)

è îáîçíà÷èì w = Mc, y1 = ωm, y2 = ωd,

B1

2

0

0

1

=
−















J

, B 2 =
















1

0

0

1J

, C1 0 0 1= [ ], C2 1 0 0= [ ] (1.15)

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó â âèäå (1.13) ïðè âñåõ Dij = 0.
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.sys
















=

22212

12111

21

DDC

DDC

BBA

Ðèñ. 1.2. Ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ñèñòåìû ñ ðàçäåëåííûìè
âõîäàìè è âûõîäàìè



Â èññëåäîâàíèÿõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðà-
ìè äîñòàòî÷íî ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå êàíîíè÷åñêèå
ôîðìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðîèçâåäåì â (1.1) çàìåíó
ïåðåìåííûõ ïî ôîðìóëå z = Tx, ãäå Ò — íåîñîáàÿ ìàòðèöà, ïîëó÷èì

T
z

AT z Bu− −= +1 1d

dt
(1.16)

èëè

d

dt
z z

z
A z B u= + (1.17)

y C z Du= +z (1.18)

A TATz = −1, B TBz = , C CT-1
z = .

Ìàòðèöà Ò âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü îäíó
èç äâóõ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì äëÿ ñèñòåìû (1.17), (1.18). Â êàíîíè-
÷åñêîé ôîðìå «modal» ìàòðèöà Az èìååò äèàãîíàëüíûé âèä, ïðè-
÷åì íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëîæåíû âåùåñòâåííûå êîðíè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, à êàæäàÿ ïàðà êîìïëåêñíûõ êîðíåé
îáðàçóåò áëîê 2*2 íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Åñëè, íàïðèìåð, ñèñòåìà
4-ãî ïîðÿäêà èìååò êîðíè α, γ + jω, γ − jω, β, òî

A z =
−



















α
γ ω
ω γ

β

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

(1.19)

Â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå «ñompanion» ìàòðèöà Az èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

A z

n

n

n

a

a

a
=

−
−
−

−

−

0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

1

2

.. .. ..

.. ..

.. ..

.. .. ..

1 0

0 0 0 0 1
2

1

−
−

























a

a

, (1.20)

ãäå à1...àn — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñ-
òåìû

p(s) = sn + a1sn − 1 + ... + an − 1s + an. (1.21)
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Äîïîëíèì íàøó ïðîãðàììó Ï. 1.1 êîìàíäàìè

Msys11=canon(sys1, 'modal')

Msys12=canon(sys1, 'companion') (Ï. 1.1.5)

è âûïîëíèì åå. Ïîëó÷èì äëÿ ïåðâîé êîìàíäû

a = [0 0 0;0 0 6.784;0 -6.784 0]

è äëÿ âòîðîé

a = [0 0 0;1 0 −46.02;0 1 0].

Åñëè ó÷åñòü ïðèâåäåííûå âûøå çíà÷åíèÿ êîðíåé õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà è ÷òî â ýòîé ñâÿçè ýòîò ïîëèíîì çàïèñûâàåò-
ñÿ êàê (s − 6.784j)(s + 6.784j)s = s3 + 46.02s, òî âèäíî, ÷òî ôîðìóëû
(1.19), (1.20) äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóþòñÿ.

Ïðèâåäåííîå Ò-ïðåîáðàçîâàíèå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå äëÿ áà-
ëàíñèðîâêè ñèñòåìíûõ ìàòðèö. Äåëî â òîì, ÷òî äîâîëüíî ÷àñòî îá-
ðàçóþùèå ýòè ìàòðèöû ýëåìåíòû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà íå-
ñêîëüêî ïîðÿäêîâ. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåìûå êîìïüþòåðîì âû÷èñëå-
íèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ íå ïîëíîñòüþ äîñòîâåðíûìè èç-çà êîíå÷íîé
äëèíû ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â íåì. Îïåðàöèÿ áàëàíñèðîâêè çàìå-
íÿåò ôàêòè÷åñêèå ñèñòåìíûå ìàòðèöû áîëåå ïðèãîäíûìè äëÿ ÷èñ-
ëåííûõ ðàñ÷åòîâ, óðàâíèâàÿ ðàçëè÷íûå íîðìû ìàòðèöû À. Ñóùå-
ñòâóåò íåñêîëüêî íîðì ìàòðèöû. Â ÷àñòíîñòè, íîðìà ìàòðèöû ïî
ñòðîêàì îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøàÿ èç ñóìì àáñîëþòíûõ çíà÷å-
íèé ÷èñåë êàæäîé ñòðîêè, à íîðìà ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøàÿ èç ñóìì àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé ÷èñåë êàæ-
äîãî ñòîëáöà. Îïåðàöèÿ áàëàíñèðîâàíèÿ äåëàåò ýòè äâå íîðìû
ïðèìåðíî ðàâíûìè. Äëÿ öåëåé áàëàíñèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êî-
ìàíäà

[sysb,T] = ssbal(sys).

Êîìàíäà âîçâðàùàåò âìåñòî èñõîäíîé ñèñòåìû ñáàëàíñèðîâàííóþ,
à òàêæå ìàòðèöó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ò, ïîçâîëÿþùóþ ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè ðàññ÷èòàòü ôàêòè÷åñêèå ôàçîâûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èç [Ë.1]. Ïóñòü

A =
















1 10 10

0 10 10

10 1 0

4 2

2 5 , B =
















1

1

1

, C = [ . ].0 1 10 100

Ñîçäàäèì m-ôàéë, ñîäåðæàùèé äàííûå ýòèõ ìàòðèö, äîïîë-
íèì åãî êîìàíäàìè
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sys = ss(A,B,C,0)

[sysb,T] = ssbal(sys),

à çàòåì âûïîëíèì åãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

a = [1 2500 0.3906;0 100 1563;2560 64 0],
b = [0.125;0.5;32],
c = [0.8 20 3.125],
T = [0.1250 0 0;0 0.5000 0;0 0 32.0].

Âèäíî, ÷òî íîâàÿ ìàòðèöà à õîðîøî ñáàëàíñèðîâàíà.
Â Control System Toolbox âîçìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü îïèñà-

íèå ñèñòåì â âèäå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèé ñ äåñêðèïòîðîì. Òàê íà-
çûâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé â âèäå

E
x

Ax Bu
d

dt
= + (1.22)

Ìàòðèöà Å ÷àñòî ïîëó÷àåòñÿ åñòåñòâåííûì ïóòåì ïðè çàïèñè
óðàâíåíèé ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé â ôîðìå
(1.1) åå íàäî îáðàòèòü (ñì. (1.16), (1.17)). Åñëè Å ïëîõî
îáóñëîâëåíà, òî ïðè ïîñëåäóþùèõ îïåðàöèÿõ ñ ñèñòåìîé âîçìîæ-
íû îøèáêè, ïîýòîìó ðàáîòà ñ ñèñòåìîé â ôîðìå (1.22) áóäåò
ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû ñ äåñêðèïòîðîì ïðîèç-
âîäèòñÿ êîìàíäîé

sys = dss(A, B, C, D, E).

Ïðèíÿòîå â Control System Toolbox îïèñàíèå äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äîïóñêàåò íàëè÷èå ÷èñòîãî çàïàç-
äûâàíèÿ íà âõîäàõ è âûõîäàõ ñèñòåìû. Ïóñòü çàïàçäûâàíèå íà
âõîäàõ ðàâíî 0.1 ñ, à íà âûõîäàõ 0.2 ñ. Äîïîëíèì ïðîãðàììó
(Ï. 1.1) êîìàíäàìè

sys1T=ss(a, b , c, 0, 'inputdelay',0.1, 'outputdelay',0.2)

impulse(sys1)

hold on

impulse(sys1T). (Ï. 1.1.6)

Ïåðâàÿ êîìàíäà ôîðìèðóåò ñèñòåìó ñ óêàçàííûì çàïàçäûâà-
íèåì, à îñòàëüíûå ðàññ÷èòûâàþò è ðèñóþò íà îäíîì è òîì æå ãðà-
ôèêå ïðîöåññû â ñèñòåìå áåç çàïàçäûâàíèÿ è ñ çàïàçäûâàíèåì ïðè
èìïóëüñíîì âîçäåéñòâèè (ðèñ. 1.3). Âèäíî çàïàçäûâàíèå êîëåáà-
íèé âòîðîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïåðâîé. Åñëè ðàñêðûòü ðàáî÷óþ
îáëàñòü äëÿ sys1T, òî óâèäèì, ÷òî ìàòðèöû äëÿ ýòîé ñèñòåìû òà-
êèå æå, êàê äëÿ sys1, íî èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óêàçàíèå î íà-
ëè÷èè çàïàçäûâàíèÿ íà âõîäå è âûõîäå. Äëÿ MIMO ñèñòåìû âîç-
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ìîæíî çàäàòü ðàçëè÷íûå çàïàçäûâàíèÿ äëÿ êàæäîãî êàíàëà âõîäà è
âûõîäà. Ïîäðîáíî ýòè è äðóãèå êîìàíäû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïî-
ñëåäóþùèõ ãëàâàõ.

Control System Toolbox ðàáîòàåò ñ äèñêðåòíûìè ñèñòåìàìè
ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è ñ íåïðåðûâíûìè, òîëüêî ïðè èõ ôîð-
ìèðîâàíèè äîïîëíèòåëüíî óêàçûâàåòñÿ âðåìÿ âûáîðêè (ïåðèîä
êâàíòîâàíèÿ) Ts. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ
ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

x(k + 1) = Adx(k) + Bdu(k) y(k) = Cx(k) + Du(k), (1.23)

ãäå âñå âåëè÷èíû ôèêñèðóþòñÿ â ìîìåíòû kTs, k = 0,1,... Íåïðå-
ðûâíóþ ìîäåëü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äèñêðåòíóþ, èñïîëüçóÿ êî-
ìàíäó c2d(sys,Ts). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà âõîäå íåïðå-
ðûâíîé ñèñòåìû óñòàíàâëèâàþòñÿ ôèêñàòîðû íóëåâîãî ïîðÿäêà, à
âûõîäû ôèêñèðóþòñÿ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äîïîëíèì
ôàéë (Ï. 1.1) êîìàíäàìè

Ts = 0.1;

sys1d = c2d(sys1, Ts)

pad = eig(sys1d)

impulse(sys1d, 'k'). (Ï. 1.1.7)
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Ðèñ. 1.3. Èìïóëüñíàÿ ðåàêöèÿ â ñèñòåìå áåç è ñ çàïàçäûâàíèåì



Â ðåçóëüòàòå â êîìàíäíîì îêíå è â ðàáî÷åé îáëàñòè çàôèêñè-
ðîâàíà äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ñ åå ìàòðèöàìè, â ïåðåìåííîé pad íà-
õîäÿòñÿ ïîëþñà ñèñòåìû 1.0, 0.7786 + 0.6275i, 0.7786 − 0.6275i, óêà-
çûâàþùèå íà íåóñòîé÷èâîñòü (òî÷íåå, óñëîâíóþ óñòîé÷èâîñòü)
ñèñòåìû, òàê êàê ìîäóëü êîìïëåêñíûõ êîðíåé ïðàêòè÷åñêè ðà-
âåí 1, à íà ãðàôèêå ðèñ. 1.4 ïîêàçàí ïðîöåññ ïðè èìïóëüñíîì âîç-
äåéñòâèè. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìåòîäû ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïðåðûâ-
íîé ñèñòåìû â äèñêðåòíóþ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîé ñèñòåìû â íåïðåðûâíóþ
îñóùåñòâëÿåòñÿ êîìàíäîé d2c. Ïðèìåíèâ ýòó êîìàíäó ê sys1d:

sys11= d2c(sys1d), (Ï. 1.1.8)

ïîëó÷èì ñèñòåìó, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò sys1 òåì, ÷òî ìàòðèöû à
è b âìåñòî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæàò âåñüìà ìàëûå ÷èñëà ïî-
ðÿäêà 10-15 è ìåíåå.

Â Robust Control Toolbox äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïðåðûâíîé
ñèñòåìû â äèñêðåòíóþ è îáðàòíî èñïîëüçóåòñÿ áèëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå, èìåþùåå âèä:

s = (αz + δ)/(γz + β), (1.24)

ãäå s — àðãóìåíò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, z — àðãóìåíò äèñêðåò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, α, δ, γ, β — êîýôôèöèåíòû, îïðåäå-
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Ðèñ. 1.4. Ïðîöåññû â äèñêðåòíîé ñèñòåìå



ëÿþùèå âèä áèëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âñåãî ïðåäóñìîòðåíî 7
âèäîâ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
äâà: ïðåîáðàçîâàíèå 'TUSTIN' è 'BwdRec' — îáðàòíûé ìåòîä ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ. Â ïåðâîì ñëó÷àå

s
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z

z
z

T s
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s

s
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à âî âòîðîì
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1
, (1.26)

ãäå Ts — ïåðèîä âûáîðêè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìàíäà çàïèñûâàåòñÿ
êàê

[ssd] = bilin(sós,ver,'Type',aug),

ãäå sós — èñõîäíàÿ ñèñòåìà (íåïðåðûâíàÿ èëè äèñêðåòíàÿ), ssd —
ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà (äèñêðåòíàÿ èëè íåïðåðûâíàÿ), ver ðàâ-
íî 1 ïðè ïðåîáðàçîâàíèè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû â äèñêðåòíóþ è
ðàâíî −1 ïðè îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè, aug — âðåìÿ âûáîðêè â
ñåêóíäàõ, 'Type' — ñòðîêà ñ èìåíåì òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âûïîëíèì â (Ï. 1.1) êîìàíäû

sys2d = bilin(sys1, 1, 'TUSTIN', 0.1);
sys3d = bilin(sys1, 1, 'BwdRec', 0.1);
pad2 = eig(sys2d)
pad3 = eig(sys3d). (Ï. 1.1.9)

Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïîëþñîâ äèñêðåòíûõ ñèñòåì:
äëÿ sys2d 1.0; 0.7937 ± 0.6084i; äëÿ sys3d 1.0; 0.6849 ± 0.4646i. Âèä-
íî, ÷òî ïîëþñà sys2d äîñòàòî÷íî áëèçêè ê ïîëþñàì sys1d, íàé-
äåííûì ðàíåå, òîãäà êàê ïîëþñà sys3d îòëè÷àþòñÿ ñóùåñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå 'TUSTIN' îêàçûâàåòñÿ áîëåå òî÷-
íûì.

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì äèñêðåòíóþ ñèñòåìó sys1d, ïîëó÷åííóþ
âûøå, â íåïðåðûâíóþ, èñïîëüçóÿ êîìàíäó

sys1c = bilin(sys1d, -1, 'TUSTIN', 0.1). (Ï. 1.1.10)

Ìàòðèöà À ýòîé ñèñòåìû îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

À = [-6.587e -016 -0.04838 -1.11e -016; 252.8 6.217e -015 -252.8;...
-2.289e -017 0.1486 -4.441e -015]

è îòëè÷àåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî îò ìàòðèöû à èñõîäíîé íåïðåðûâíîé
ñèñòåìû.
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1.2. Èñïîëüçîâàíèå ïåðåäàòî÷íûõ ìàòðèö

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â âèäå ïåðåäàòî÷-
íîé ìàòðèöû (äëÿ SISO — ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè). Äëÿ MIMO
ñèñòåìû ij-òûé ýëåìåíò ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû — ïåðåäàòî÷íàÿ
ôóíêöèÿ îò j-òîãî âõîäà ê i-òîìó âûõîäó. Ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà
ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâàíèè (1.1), (1.2) êàê

F(s) = D + C (sI − A)−1 B. (1.27)

Äîïîëíèì ôàéë (Ï. 1.1) êîìàíäàìè

systr=tf(sys1)
systrd=tf(sys1d), (Ï. 1.1.11)

âûïîëíèì åãî è ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé
ωd(s)/Md(s) äëÿ íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî âàðèàíòîâ íàøåé
ñèñòåìû:

(0.04651 s2 + 1.615)/(s3 + 46.02 s), (1.28)

(0.004566z2 − 0.007577z + 0.004566)/(z3 − 2.557z2 + 2.557z − 1). (1.29)

Äëÿ ðàáîòû ñ ñèñòåìîé â òàêîì âèäå ñîçäàäèì íîâûé ôàéë
(Ï. 1.2). ×àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî ñ öåëüþ äàëüíåéøåãî àíàëèçà
ïî óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ áóêâåííûìè îáîçíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷èòü âûðàæå-
íèå äëÿ ïåðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé òîæå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåò-
ðîâ. Äëÿ ýòîé öåëè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ýëåìåíòàìè ñèìâîëü-
íîé ìàòåìàòèêè MATLAB. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà íàïèøåì
ïðîãðàììó (äëÿ äðóãèõ ñèñòåì óðàâíåíèé áóêâåííûå îáîçíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ, åñòåñòâåííî, áóäóò äðóãèìè):

syms s J1 J2 C ag bg F R
ag = [0 -1/J1 0; C 0 -C; 0 1/J2 0];
bg = [1/J1; 0; 0]; cg = [1 0 0];dg = 0;
R = inv(s*eye(3) - ag);
F = cg*R*bg. (Ï. 1.2)

Â ðåçóëüòàòå åå âûïîëíåíèÿ ïîëó÷èì:

F = (s2J2 +C)/[s(J1J2s2 + J1C + J2C)]. (1.30)

Äîïîëíèì (Ï. 1.2):

num = [J2 0 C]
den = [J1*J2 0 C*(J1+J2) 0]
J1 = 21.5;J2 = 7;C =243;
num = subs(num);
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den = subs(den);
sys1Tr = tf(num,den)
sys1Tr1 = tf([J2 0 C],[J1*J2 0 C*(J1+J2) 0]). (Ï. 1.2.1)

Íà îñíîâàíèè (1.30) ñîñòàâëÿþòñÿ âåêòîðû êîýôôèöèåíòîâ
÷èñëèòåëÿ num è çíàìåíàòåëÿ den, ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ðàñïî-
ëàãàþòñÿ ïî íèñõîäÿùèì ñòåïåíÿì s, çàòåì ñ ïîìîùüþ êîìàíäû
subs âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðîâ, è êîìàíäà
sys1Tr = tf(num,den) ôîðìèðóåò ñèñòåìó ñ ïðèâåäåííîé âûøå ïå-
ðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé F. Ìîæíî òàêæå âåêòîðû ÷èñëèòåëÿ è çíà-
ìåíàòåëÿ óêàçûâàòü ïðÿìî â êîìàíäå, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ sys1Tr1.

Åñëè èñïîëüçîâàíèå áóêâåííûõ îáîçíà÷åíèé íå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, òî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû SS â ñèñòåìó TF ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé ss2tf(sys). Òîãäà âìåñòî (Ï. 1.2.1) ìîæíî
çàïèñàòü:

J1 = 21.5;J2 = 7;C = 243;
ag = [0 -1/J1 0; C 0 -C;0 1/J2 0];
bg = [1/J1; 0; 0]; cg = [1 0 0];
[num, den] = ss2tf(ag, bg, cg, 0)
sys1Tr = tf(num, den) . (Ï. 1.2.2)

Ïîëó÷åííàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ sys1Tr îòëè÷àåòñÿ îò íàé-
äåííîé â (Ï. 1.2.1) òîëüêî òåì, ÷òî ó íåå ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
çíàìåíàòåëÿ ðàâåí 1 êàê â (1.28).

Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ïðèâîäèòü â
ïðîãðàììå âûðàæåíèå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè ñèñòåìû êàê ôóíê-
öèè s, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèòü:

s = tf('s').

Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé âîçìîæíîñòè áóäåò ïðèâåäåí â
ýòîì ðàçäåëå äàëåå. Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà ýôôåêòèâíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèè ñâåðòêè conv. Åñëè, íàïðèìåð, ÷èñëèòåëü
ñîñòîèò èç ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîëèíîìîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè [1 1]
è [3 2 1] ñîîòâåòñòâåííî, òî âìåñòî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ
äâóõ ïîëèíîìîâ ìîæíî çàïèñàòü

[num] = conv([1 1], [3 2 1]).

Äëÿ MIMO ñèñòåìû ij-òûé ýëåìåíò ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû
F(s) çàäàåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì, à çàòåì ôîðìèðóåòñÿ ìàòðèöà ïå-
ðåäàòî÷íûõ ôóíêöèé

F(s) = [F11(s) F12(s)...;F21(s) F22(s)...;...]. (1.31)

Åñëè F(s) ñôîðìèðîâàíà, òî ìîæíî ðàáîòàòü ñ îòäåëüíûìè åå
ýëåìåíòàìè. Íàïðèìåð, êîìàíäà F(1, 2) èçâëåêàåò ïåðåäàòî÷íóþ
ôóíêöèþ ìåæäó ïåðâûì âûõîäîì è âòîðûì âõîäîì.
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Âîçìîæíî òàêæå îáðàçîâàòü ìàññèâ ñèñòåì, ñ êîòîðûì ìîæíî
îáðàùàòüñÿ êàê ñ îäíèì îáúåêòîì. Ïóñòü, íàïðèìåð, íóæíî èññëå-
äîâàòü âëèÿíèå êàêîãî-ëèáî ïàðàìåòðà íà ïåðåõîäíûé ïðîöåññ.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ìàòðèöû À ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ýòîãî
ïàðàìåòðà À1,À2, ..., îáðàçóåì ìàññèâ ñ ýëåìåíòàìè

sys(:,:,1) = ss(A1, B, C, D);

sys(:,:,2) = ss(A2, B, C, D);

è äîáàâèì êîìàíäó

step(sys).

Â ðåçóëüòàòå íà îäíîì è òîì æå ãðàôèêå áóäåò ïîñòðîåíî ñå-
ìåéñòâî ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äëÿ âñåõ ñèñòåì, âõîäÿùèõ â ìàññèâ.

Ñî ñôîðìèðîâàííîé êîìàíäîé tf ñèñòåìîé ìîæíî äåéñòâîâàòü
òàêèì æå îáðàçîì, êàê ñ ñèñòåìîé, ñôîðìèðîâàííîé êîìàíäîé ss,
ïðè íàëè÷èè ðàçëè÷èé îíè áóäóò óïîìÿíóòû ïðè îïèñàíèè êîí-
êðåòíûõ êîìàíä. Íàïðèìåð, sys1Tr ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â äèñ-
êðåòíóþ ñèñòåìó êîìàíäîé c2d:

sys1Trd = c2d(sys1Tr, 0.1), (Ï. 1.2.3)

ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ äèñêðåòíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé, óæå ïðè-
âåäåííîé âûøå (1.29).

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ öèôðîâûõ ñèãíàëüíûõ ïðîöåññî-
ðîâ áîëåå óäîáíî èìåòü äèñêðåòíóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ïî íèñ-
õîäÿùèì îáðàòíûì ñòåïåíÿì z. Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà

filt(numz,denz). (Ï. 1.2.4)

Åñëè, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü numz,denz èç (1.29), òî ïîñëå âû-
ïîëíåíèÿ ýòîé êîìàíäû ïîëó÷èì:

(0.004566 z-1 − 0.007577 z-2 + 0.004566 z-3)/

/(1 − 2.557 z-1 + 2.557 z-2 − z-3). (1.32)

Îïðåäåëåííóþ ñïåöèôèêó èìååò çàäàíèå çàïàçäûâàíèÿ äëÿ
ñèñòåì â âèäå ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íå
ðàçëè÷àåò âõîäíûå è âûõîäíûå çàäåðæêè, åñòü òîëüêî îáùåå çàïàç-
äûâàíèå:

Ft(s) = F(s)e-pTs. (1.33)

Çíà÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ çàäàåòñÿ ëèáî îòäåëüíîé êîìàíäîé äëÿ
óæå ñîçäàííîé ñèñòåìû

sys1Trt = set(sós1Tr, 'ioDelay', 0.1), (Ï. 1.2.5)
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ëèáî òàêèì æå òåêñòîì ïðè ñîçäàíèè ñèñòåìû, çíà÷åíèå çàïàçäû-
âàíèÿ çàäàåòñÿ â ñåêóíäàõ. Äîïîëíèì ôàéë (Ï. 1.2) ýòîé êîìàíäîé
è âûïîëíèì åãî. Ïîëó÷èì â ðàáî÷åé îáëàñòè

e
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s s
s− +

+
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150 5 6926
.

.
. (1.34)

Äëÿ äèñêðåòíîé ñèñòåìû çàïàçäûâàíèå êðàòíî ïåðèîäó êâàí-
òîâàíèÿ. Âåäåì â ôàéë (Ï. 1.2) êîìàíäó

sys1Trdt = set(sós1Trd, 'ioDelay', 3) (Ï. 1.2.6)

è âûïîëíèì åãî. Ïîëó÷èì â ðàáî÷åé îáëàñòè

F z z
z z

z z
dt ( )

. . .

.
= − +

− +
−3

2

3 2

0 004566 0 007577 0 004566

2 577 2 557 1. z −
. (1.35)

Ñ ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé
ýêñïîíåíòó, íå âñåãäà óäîáíî èìåòü äåëî, íàïðèìåð, â çàìêíóòûõ
ñèñòåìàõ ïðè ðàñ÷åòå óñòîé÷èâîñòè, ïîýòîìó â Control System
Toolbox ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü çàìåíû ýêñïîíåíòû àïïðîê-
ñèìàöèåé Ïàäå, ïîä êîòîðîé ïîíèìàþò îòíîøåíèå äâóõ ïîëèíî-
ìîâ, èìåþùåå àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó, ðàâíóþ 1, è
ôàçîâóþ õàðàêòåðèñòèêó, áëèçêóþ ê õàðàêòåðèñòèêå çâåíà ÷èñòîãî
çàïàçäûâàíèÿ. Ñòåïåíü ïîëèíîìîâ N îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê àïïðîê-
ñèìàöèè. Íàïðèìåð, ïðè N = 2

e
T T

T T
sT s s

s s

s− ≈
− +
+ +

1 0 5 0 083

1 0 5 0 083

2

2

. .

. .
. (1.36)

×åì âûøå ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, òåì âûøå òî÷íîñòü è
òåì áîëüøå çíà÷åíèå äîïóñòèìîãî ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè çà-
ïàçäûâàíèÿ, íî òåì ñëîæíåå ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì ïåðåäàòî÷-
íûå ôóíêöèè.

Íà ðèñ. 1.5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îøèáêè â âîñïðîèçâåäå-
íèè ôàçî-÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêè çâåíà ÷èñòîãî çàïàçäûâàíèÿ
ôóíêöèeé Ïàäå â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ôóíêöèè. Åñëè, íàïðè-
ìåð, ñ÷èòàòü äîïóñòèìîé îøèáêîé 0.1 ðàä, òî äëÿ N = 1 ïðîèçâåäå-
íèå ωTs â ðàáî÷åì äèàïàçîíå íå äîëæíî ïðåâîñõîäèòü 1.12, äëÿ
N = 2—2.56, äëÿ N = 3—4.15, äëÿ N = 4—5.82. Íèæå ïðèâîäèòñÿ
ïðîãðàììà, ïî êîòîðîé ðàññ÷èòàíû ýòè çàâèñèìîñòè:

clear
for N = 1:4;
g = 15*N;
[nump, denp] = pade(1, N)
for j = 1:g
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c(j) = j*0.1;

s(j) = i*c(j);

na(j,N) = polyval(nump,s(j));

da(j,N) = polyval(denp,s(j));

delta(j,N) = angle(na(j,N)/da(j,N));

if delta(j,N) < 0

dd(j,N) = delta(j,N) + c(j);

else

dd(j,N) = delta(j,N) + c(j) - 2*pi;

end;end;end;

plot(dd)

grid

gtext('N = 1')

gtext('N = 2')

gtext('N = 3')

gtext('N = 4'). (Ï. 1.3)

Ââåäåì â ôàéë (Ï. 1.2) êîìàíäó

sysx = pade(sys1Tr,2) (Ï. 1.2.7)

è âûïîëíèì åãî (ôàéë). Ïîëó÷èì â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå âìåñòî
(1.34)

F s
s s s s

s s
( )

.
= − + − +

+ +
7 420 8643 14580 291600

150 5 9030

4 3 2

5 4 187555 415530 83110003 2s s s+ +
. (1.37)
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