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ИЭта книга – классический, стандартный 
в англоязычном мире учебник алгебраиче-
ской топологии, наконец-то переведенный 
на русский язык. Тема книги – стабильная 
гомотопическая теория, обобщенные теории 
когомологий, техника спектров, формальные 
группы, связанные со ориентированными 
теориями гомологий; иными словами, все то, 
что идет сразу после таких базовых понятий 
алгебраической топологии, как группы гомо-
логий и гомотопические группы.

Книга писалась по горячим следам, в начале 
1970-х годов, но нисколько не утратила своей 
актуальности: то, что в момент написания 
было передним краем науки, блестяще выдер-
жало проверку временем, и теперь составляет 
необходимую часть математического багажа 
любого работающего математика.  Педаго-
гическое мастерство и оригинальный стиль 
автора также хорошо известны, в том числе и 
русскоязычному читателю. Мы уверены, что 
книга будет интересна и полезна как мате-
матикам, работающим в других областях, так 
и студентам и аспирантам, да и просто людям, 
интересующимся современной математикой 
и ценящим ее красоту.
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ПРЕДИСЛОВИЕ

Три части этой книги –– это записки трех курсов, которые я прочитал
в Чикагском университете в ,  и  годах. Части имеют
несколько разный характер. Лекции  года посвящены некоторым
аспектам работ Новикова о комплексных кобордизмах, в тот момент
только появившихся –– когда я готовил записки, у меня еще не было
перевода полномасштабной статьи Новикова в Известиях АН СССР,
сер. мат., том , вып.  (), c. –. Курс читался в формате
семинара, причем слушателям, знакомым с алгебраической тополо-
гией. Лекции  года также предполагают некоторое знакомство
с предметом, но этот курс был длиннее, и я попытался сделать
изложение более полным; предмет курса –– работы Квиллена о ком-
плексных кобордизмах и формальных группах. Наконец, лекции 
года –– это полноценный десятинедельный курс; я начинаю с самого
начала и рассказываю многое из того, что должен знать аспирант о
стабильной теории гомотопий и обобщенных теориях когомологий.
Эти записки занимают две трети настоящей книги.

Я вообще не пытался переписать три части более единообразно,
ни в том, что касается обозначений, ни в чем-либо еще. Каждая из
частей снабжена собственным предисловием, в котором читатель
найдет более подробное описание рассматриваемых тем. Система
библиографических ссылок в каждой части также своя –– в части I
ссылки даны в тексте по мере необходимости, в части II они собраны
в конце, причем часть I появляется как ссылка [], в части III ссылки
опять же в конце, а часть II появляется как ссылка []. Впрочем –– как
я надеюсь –– номера страниц в ссылках на [] соответствуют номерам
страниц настоящей книги.

Хотя я и не пытался достичь единообразия редактурой, некоторая
общность темы все равно присутствует. Из понятий, которые считают-
ся известными в части I, упомяну следующие: спектры, произведения,
производный функтор обратного предела. Все это изложено в части III,
а именно в § –,  и . Аналогичным образом, почти с самого начала
части II я предполагаю известным, что спектр задает обобщенную
теорию когомологий и гомологий; это объяснено в §  части III.
Кроме того, в конце §  части I я отсылаю читателя к литературе
за информацией о π∗(MU); с тем же успехом эту информацию можно
найти в §  части II. Отсюда можно заключить, что при выборе
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Предисловие

материала, методов и результатов для последующих курсов я имел в
виду приложения, о которых я уже читал лекции, и другие известные
мне приложения.

Я мог бы назвать и другие места, в которых три части настоящей
книги перекрывают друг друга, но читателю, возможно, полезно
будет обнаружить эти пересечения самостоятельно; и, разумеется,
части можно читать в любом порядке, руководствуясь собственным
вкусом. Специалисту моя помощь вряд ли нужна; при первом зна-
комстве с предметом, по-видимому, лучше всего начать с первых
десяти параграфов третьей части.

В заключение я хотел бы выразить благодарность тем, кто при-
нимал меня в Чикагском университете, а также Р. Мингу, который
сделал черновые записи лекций для части III.
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Часть I

О РАБОТАХ С. П. НОВИКОВА ОБ ОПЕРАЦИЯХ В ТЕОРИИ
КОМПЛЕКСНЫХ КОБОРДИЗМОВ

§ . ВВЕДЕНИЕ

Обсуждаемая работа C. П. Новикова была представлена на Междуна-
родном математическом конгрессе в Москве в  г., в получасовой
лекции, семинаре и последующих обсуждениях. Результаты были
анонсированы в краткой заметке в Докладах АН СССР (. Т. .
С. –) . Некоторые из результатов Новикова независимо полу-
чил П. С. Ландвебер (Landweber P. S. Cobordism operations and Hopf
algebras // Trans. Amer. Math. Soc. . Vol. . P. –).

Цель настоящих записок –– дать обзор той части работы Новикова,
где обсуждаются операции в теории комплексных кобордизмов. Я
надеюсь, что это небесполезно –– на мой взгляд, обобщенную теорию
когомологий, даваемую комплексными кобордизмами, сейчас уже
вполне можно применять в практике . Поэтому я попытался дать
достаточное количество подробностей, с тем чтобы читатель, имею-
щий в виду какую-либо конкретную задачу, мог сразу приступить к
вычислениям. В частности, я привожу некоторые формулы, которых
в вышеупомянутых источниках нет.

Остальные темы, затронутые в этих источниках, я обхожу сторо-
ной, и, среди прочего, следующее:

(i) обобщения спектральной последовательности Адамса, в кото-
рых обычные когомологии заменяются на какую-либо обоб-
щенную теорию когомологий;

(ii) связь между результатами о комплексных кобордизмах
Ω∗U (X , Y ) и аналогичными результатами о комплексной K-
теории K∗(X , Y );

(iii) когомологический функтор Ω∗U (X , Y )⊗Qp (где Qp –– кольцо
рациональных чисел a/b, b взаимно просто с p) и его расщеп-
ление в сумму прямых слагаемых.

 Все результаты C. П. Новикова были опубликованы с полными доказательствами
вскоре после этих лекций Адамса, см. предисловие автора. –– Прим. ред.

 См. добавление «Комплексные кобордизмы и формальные группы». –– Прим. ред.
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§ . ГРУППЫ КОБОРДИЗМОВ

Пусть ξ –– главное расслоение над клеточным пространством X
со структурной группой U(n). Обозначим через E и E0 тотальные
пространства расслоений, ассоциированных с ξ, слоями которых
являются соответственно диски E2n ⊂Cn и сферы S2n−1 ⊂Cn еди-
ничного радиуса. Тогда пространство Тома есть по определению
факторпространство E/E0. Это клеточное пространство с отмечен-
ной точкой. Если ξ –– универсальное U(n)-расслоение над BU(n), то
соответствующее пространство Тома M(ξ) мы будем обозначать
через MU(n).

ПРИМЕР .. Пространства MU(1) и BU(1) гомотопически экви-
валентны.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как E –– расслоение со стягиваемыми слоя-
ми, проекция p : E→BU(1) и нулевое сечение s0 : BU(1)→ E взаимно
обратны в классе гомотопически эквивалентных отображений. Из
отождествления S1=U(1) следует, что E0 –– тотальное пространство
универсального главного U(1)-расслоения над BU(1). Поэтому E0
стягиваемо, а следовательно, отображение факторизации E→ E/E0
есть гомотопическая эквивалентность.

Мы имеем очевидное отображение S2MU(n)
in−→MU(n+1). Поэто-

му последовательность пространств

{MU(0), MU(1), MU(2), …, MU(n), …},

связанных последовательностью отображений in, образует спектр.
С этим спектром канонически связан когомологический функтор;
см. Whitehead G. W. Generalized homology theories // Trans. Amer.
Math. Soc. . Vol. . P. – . Соответствующие группы
когомологий называются группами комплексных кобордизмов и
обозначаются Ωq

U (X , Y ). Другое изложение см. в работах Atiyah M. F.
Bordism and cobordism // Proc. Cambridge Philos. Soc. . Vol. . P.
–, а также Conner P. E., Floyd E. E. The relation of cobordism to
K-theories. Berlin-New York: Springer-Verlag, . P. –. (Lecture
Notes in Mathematics, No. ). 

 Или часть III настоящей книги. –– Прим. ред.
 Имеется перевод: Коннер П., Флойд Э. О соотношении теории бордизмов и K-тео-

рии. Дополнение к кн.: Коннер П., Флойд Э. Гладкие периодические отображения.
М.: Мир, . С. –. –– Прим. ред.
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Мы обычно будем предполагать, что когомологический функтор
определен на какой-либо категории спектров или стабильных объек-
тов . По желанию читателя, это предположение можно снять за счет
некоторого усложнения доказательств: надо только заменить соот-
ветствующие спектры на последовательности комплексов, которые
их приближают.

Далее, мы хотим ввести в этой теории когомологий ∪-умножения.
Иными словами, мы хотим определить отображение

µ: MU ∧MU → MU .

Здесь ∧ обозначает смэш-умножения, причем мы считаем, что MU ∧
∧MU в нашей стабильной категории определено. Кроме того, мы
предполагаем, что для MU ∧MU в каком-либо разумном смысле так-
же определены остовы (MU ∧MU)q , так что мы имеем следующую
короткую точную последовательность:

0→ Lim
q

1[S(MU ∧MU)q , MU]→ [MU ∧MU , MU]→

→ Lim
q

0[(MU ∧MU)q , MU]→ 0.

(Здесь Lim0 обозначает обратный предел, Lim1 –– его первый про-
изводный функтор, а через [X , Y ] обозначена группа стабильных
гомотопических классов отображений из X в Y в нашей категории
стабильных объектов.) В этой точной последовательности группа
Lim

q
1[S(MU ∧MU)q , MU] обращается в ноль. (Это следует из того,

что Hr(MU ∧MU)=0 для нечетных r, а πr(MU)=0 для четных r, что
будет показано ниже. Поэтому в спектральной последовательности

H∗(MU ∧MU;π∗(MU))⇒ [MU ∧MU , MU]

все дифференциалы равны нулю.) Таким образом, достаточно опре-
делить элемент группы Lim

q
0[S(MU ∧MU)q , MU].

Для этого рассмотрим отображение

BU(n)×BU(m)→ BU(n+m),

–– классифицирующее отображение суммы Уитни универсальных
главных расслоений над BU(n) и BU(m). Оно индуцирует отображе-

 Во время написания этого текста понятие спектра еще не устоялось. –– Прим. ред.
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ние пространств Тома

µn,m : MU(n)∧MU(m)→ MU(n+m).

Отображения µn,m определяют элемент Lim
q

0[(MU ∧MU)q , MU], и

тем самым однозначно задают гомотопический класс отображений

µ: MU ∧MU → MU .

Отображение µ коммутативно и ассоциативно (с точностью до го-
мотопии).

Умножение на кобордизмах задается отображением µ. Точнее, у
нас есть умножение

Ωq
U (X)⊗Ωr

U (Y )→ Ωq+r
U (X ∧Y ),

где X и Y –– спектры, а потому мы можем ввести аналогичные про-
изведения и для приведенных групп eΩ∗U , где X и Y –– пространства.
Для пространств мы имеем также внешнее умножение

Ωq
U (X , A)⊗Ωr

U (Y , B)→ Ωq+r
U (X ×Y , A×Y ∪ X ×B)

и внутреннее умножение

Ωq
U (X , A)⊗Ωr

U (Y , B)→ Ωq+r
U (X ×Y , A∪B).

Эти умножение удовлетворяют аксиомам, которым и должны удо-
влетворять, а именно: естественность, ассоциативность, антиком-
мутативность, существование единицы, а также согласованность с
надстройкой и кограницей.

Далее следует ввести изоморфизм Тома. Для любого главного
U(n)-расслоения ξ над X классифицирующее отображение для ξ
индуцирует отображение

γ: M(ξ)→ MU(n).

Отображение γ представляет канонический элемент g∈Ω2n
U (E, E0).

Определим изоморфизм Тома

ϕ : Ωq
U (X)→ Ωq+2n

U (E, E0),

по формуле ϕ(x)= (p∗x)g (см. Dold A. Relations between ordinary
and extraordinary homology // Colloq. Algebraic Topology. Inst. Math.
Aarhus Univ., . P. –).
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Наконец, последнее, что нужно знать для изучения когомологи-
ческого функтора ΩU –– это группы коэффициентов Ωq

U (pt), где pt ––
точка. Кольцо Ω∗U (pt) есть кольцо многочленов Z[x1, x2, …, xi , …],
где xi ∈Ω−2i

U (pt). Хорошее изложение вычисления Ω∗U (pt) можно
найти у следующих авторов : Milnor J. On the cobordism ring Ω∗

and a complex analogue. I // Amer. Jour. Math. . Vol. . P. –;
Stong R. Relations among characteristic numbers. I // Topology. .
Vol. . P. –; Hattori A. Integral characteristic numbers for weakly
almost complex manifolds // Topology. . Vol. . P. –.

§ . ГОМОЛОГИИ

Операции Новикова тесно связаны с некоторыми многочленами
от классов Чженя Коннера––Флойда. (Эти классы описаны в Conner,
Floyd, op. cit., P. –.) Удобно начать с определения этих многочле-
нов от обычных классов Чженя.

Отображение BU(n)×BU(m)→BU(n+m), индуцированное сум-
мой Уитни расслоений, определяет умножение в H∗(BU). Поскольку
BU(1)=CP∞, группа H∗(BU(1)) имеет Z-базис, состоящий из эле-
ментов 1, x, x2, x3, …, где x ∈ H2(BU(1)) –– образующая. Возьмем
двойственный базис в H∗(BU(1)) и обозначим его b0, b1, b2, b3, …
Вложение BU(1)→BU переводит эти элементы в элементы группы
H∗(BU), которые можно перемножать. Поэтому H∗(BU) имеет Z-
базис, состоящий из мономов

bν1
1 bν2

2 bν3
3 … (b0 = 1).

Возьмем двойственный базис в H∗(BU) и обозначим его элементы
через cν, где ν пробегает последовательности натуральных чисел

ν = (ν1, ν2, ν3, …),

в которых только конечное число членов отлично от нуля. Тогда
cν ∈ H2|ν|(BU), где |ν|= ν1 + 2ν2 + 3ν3 +… Если мы возьмем ν=
(i, 0, 0, …), то получим классический i-й класс Чженя ci .

 Первое детальное вычисление кольцевой структуры Ω∗(pt) см. в работе С. П. Но-
викова «Гомотопические свойства комплексов Тома» (Матем. сборник. . Т. ,
№ . С. –); см. также добавление «Комплексные кобордизмы и формаль-
ные группы». –– Прим. В. М. Бухштабера.
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Таким образом, получаем базис в H∗(BU), приспособленный для
вычисления суммы Уитни. Очевидно, что это полезно при изучении
когомологий H∗(MU), так как на них есть отображение суммы Уитни,
а отображения ∪-умножения нет .

В дальнейшем нам понадобится описание групп H∗(MU), опреде-
ляемых как

H2i(MU) = lim
n→∞

H2n+2i(MU(n)).

Сумма Уитни MU(n)∧MU(m)→MU(n+m) индуцирует умножение
в H∗(MU). Взяв предел изоморфизмов Тома

ϕ : Hq(BU(n))→ Hq+2n(MU(n)),

получаем изоморфизм

ϕ : Hq(BU)→ Hq(MU),

а также аналогичный изоморфизм для гомологий. В частности, мы
имеем «изоморфизм Тома»

ϕ : H∗(BU)→ H∗(MU),

который коммутирует с произведениями. Таким образом, кольцо
H∗(MU) –– кольцо многочленов от переменных b′1, b′2, b′3, …, соответ-
ствующих b1, b2, b3, … при изоморфизме Тома. Это эквивалентно
следующему описанию образующих: рассмотрим образующие bi ∈
∈H2i(BU(1)), возьмем их образы b′i ∈H2i+2(MU(1)) при изоморфиз-
ме Тома и применим инъекцию

H2i+2(MU(1))→ H2i(MU).

Заметим, что при гомотопической эквивалентности MU(1)∼BU(1)
классу b′i ∈H2i+2(MU(1)) соответствует класс bi+1∈H2i+2(BU(1)).

§ . КЛАССЫ ЧЖЕНЯ КОННЕРА––ФЛОЙДА

Коннер и Флойд берут унитарное n-мерное расслоение ξ над кле-
точным пространством X и строят по нему характеристические
классы, которые, однако, лежат не в обычных когомологиях H∗(X),
а в Ω∗U (X).

 Диагональные отображения MU(n)→MU(n)×MU(n), индуцирующие произведе-
ние в когомологиях, не согласованы с изоморфизмом Тома. –– Прим. ред.
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ТЕОРЕМА .. С каждым расслоением ξ над X и с каждым α=
= (α1, α2, α3, …) можно связать cfα(ξ)∈Ω2|α|

U (X), которые называ-
ются классами Чженя Коннера––Флойда, удовлетворяющие следую-
щим свойствам:

(i) cf0(ξ)=1;
(ii) естественность: cfα(g∗ξ)= g∗ cfα(ξ);

(iii) формула Уитни для суммы: cfα(ξ⊕η)=
∑

β+γ=α cfβ(ξ) cfγ(η);
(iv) пусть ξ –– линейное расслоение над X , которое классифициру-

ется отображением X f→ BU(1), и пусть композиция отоб-
ражений X f→ BU(1)→ MU(1) представляет элемент ω ∈
∈Ω2

U (X). Тогда
cfα(ξ) =

∑

i¾0
(cα, bi)ω

i .

ЗАМЕЧАНИЯ. В (iii) сложение последовательностей β и γ проис-
ходит почленно, то есть если

β = (β1, β2, β3, …),
γ = (γ1, γ2, γ3, …),

то
β +γ = (β1+γ1, β2+γ2, β3+γ3, …).

Здесь cfβ(ξ) и cfγ(η) умножаются в кольце кобордизмов ΩU (X).
В (iv) отображение BU(1)→ MU(1) –– гомотопическая эквива-

лентность из примера .. Целое число (cα, bi) –– спаривание Кро-
некера H∗(BU) и H∗(BU) со значениями в Z. Сумма по i –– иллю-
зия, так как ненулевой вклад дает только член с i= |α|. Формула
означает лишь то, что cfα равен ω|α|, если α имеет вид (0, 0, 0, …)
или (0, 0, …, 0, 1, 0, …), и нулю в остальных случаях. Тем не менее,
использовать коэффициенты (cα, bi) удобно для вычислений, и это
позволяет избежать перебора случаев.

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМЫ .. Определение обыч-
ных классов Чженя с помощью метода Гротендика точно так же рабо-
тает для обобщенных теорий когомологий, что позволяет определить
cf1, cf2, cf3, … (см. Conner, Floyd, op. cit.). Конечно, Коннер и Флойд
ограничиваются рассмотрением конечных клеточных пространств
(хотя их аргументация также проходит и для конечномерных кле-
точных пространств). Следовательно, необходимо показать, что

Lim
q

1 Ω∗U ((BU(n))q) = 0,
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откуда будет следовать, что cfi определяет элемент Ω∗U (BU(n)) (или,
если потребуется, Ω∗U (BU)). Поэтому по свойству естественности
(ii) классы cfi определены для всех U(n)-расслоений. С помощью
тех же методов можно перенести утверждения пунктов (iii) и (iv) в
нашу ситуацию, более общую, чем у Коннера и Флойда. Эти методы
работают, так как группы Lim1 для пространств BU(n)× BU(m) и
BU(1) равны нулю.

До этого момента мы рассматривали только классы cf1, cf2, cf3, …
Любой элемент из H∗(BU) может быть записан единственным обра-
зом как многочлен от обычных классов Чженя c1, c2, c3, …, скажем

cα = Pα(c1, c2, c3, …).

Мы определяем cfα как тот же многочлен, но от переменных cf1, cf2,
cf3, …:

cfα = Pα(cf1, cf2, cf3, …).

Разумеется, одно из преимуществ такого подхода в том, что мы
избегаем упоминания об алгебре симметрических многочленов.
По настойчивой рекомендации моих друзей проясню связь Pα с
симметрическими многочленами. Пусть σ1,σ2,σ3, … –– элементар-
ные симметрические функции от достаточного числа переменных
x1, x2, …, xn. Тогда

Pα(σ1,σ2,σ3, …) =
∑

xm1
1 xm2

2 … xmn
n ,

где сумма берется по всем таким наборам (m1, m2, …, mn), что число
показателей mi , равных , есть α1, число mi , равных , есть α2, число
mi , равных j, есть α j , а остальные mi равны нулю.

Однако и для практических вычислений, и для абстрактных
доказательств, я рекомендую изучать не кольцо симметрических
многочленов, а двойственные другу другу кольца H∗(BU) и H∗(BU).

После того, как мы определили классы cfα, формула для суммы
Уитни (iii) выводится из своего частного случая

cfk(ξ⊕η) =
∑

i+ j=k
cfi(ξ) cf j (η)

с помощью несложных выкладок. Аналогично, формулу для линей-





§ . Операции Новикова

ных расслоений (iv) можно вывести из частного случая

cfi(ξ) =











1, i = 0,
ω, i = 1,
0, i > 1.

§ . ОПЕРАЦИИ НОВИКОВА

В своей работе Новиков для определения операций пользуется следу-
ющей основной аналогией: если квадратам Стинрода соответствуют
классы Штифеля––Уитни, то операциям Новикова должны соответ-
ствовать характеристические классы Коннера––Флойда. Четкая фор-
мулировка этого дана ниже, в теореме . (vii).

ТЕОРЕМА . (С. П. Новиков). Для каждой последовательности
α= (α1, α2, α3, …) существует операция

sα : Ωq
U (X , Y )→ Ωq+2|α|

U (X , Y )

со следующими свойствами:

(i) s0=1 –– тождественная операция;
(ii) sα обладает свойством естественности: sα f ∗= f ∗sα;

(iii) sα стабильна: sαδ=δsα;
(iv) sα аддитивна: sα(x+ y)= sα(x)+ sα( y);
(v) формула Картана sα(xy)=

∑

β+γ=α sβ(x)sγ( y);
(vi) пусть элемент ω∈Ω2(X) представлен отображением X g→

g→MU(1), тогда

sα(ω) =
∑

i
(cα, bi)ω

i+1;

(vii) пусть ξ –– унитарное n-мерное расслоение над X. Рассмотрим
диаграмму

Ω2n
U (E, E0)

sα
// Ω

2n+2|α|
U (E, E0)

Ω0
U (X)

cfα
//

ϕ ∼=

OO

Ω
2|α|
U (X)

ϕ ∼=

OO

(здесь пара E, E0 та же, что и в § , а ϕ –– изоморфизм Тома
для Ω∗U ). Тогда cfα(ξ)=ϕ−1sαϕ1.


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ЗАМЕЧАНИЯ. В (v) сложение последовательностей β и γ проис-
ходит почленно. Произведение xy можно понимать в одном из трех
смыслов, описанных выше; тогда в том же смысле надо понимать
и произведение sβ(x) sγ( y). Кроме того, по поводу коэффициентов
(cα, bi) из (vi) см. замечание к теореме . (iv).

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. В качестве определения операций
мы возьмем свойство (vii). Точнее, имеем изоморфизм Тома

ϕ : Ω∗U (BU(n))→ eΩ∗U (MU(n)).

Рассмотрим элементы ϕ(cfα) ∈ eΩ2n+2|α|
U (MU(n)). Они определяют

элемент sα∈Ω2|α|(MU) (мы используем рассуждение с обращением
в ноль Lim1). Этот элемент определяет когомологическую операцию
на Ω∗U .

Таким образом, свойство (vii) сразу же следует из определе-
ния, свойства же (ii), (iii) и (iv) тривиальны. Например, пусть
x, y : X → MU –– некоторые отображения; если мы представим sα
отображением s : MU → S2aMU , то отображения s(x + y) и s(x) +
+ s( y): X→S2aMU гомотопны, поскольку мы работаем в стабильной
категории.

Утверждения (i), (v) и (vi) получаются из утверждений (i), (iii)
и (iv) теоремы . для классов Коннера––Флойда с помощью со-
ответствующих свойств изоморфизма Тома ϕ. Например, для до-
казательства (v) достаточно рассмотреть случай, когда x и y оба
отвечают тождественному отображению i : MU→MU , а xy будет тем
самым отвечать произведению µ: MU ∧MU→MU . Вновь используя
рассуждение с Lim1, получаем, что достаточно рассмотреть случай,
когда x и y –– образующие eΩ2n

U (MU(n)) и eΩ2m
U (MU(m)). А теперь

воспользуемся тем фактом, что если ξ –– U(n)-расслоение над X , а
η –– U(m)-расслоение над Y , то коммутативна диаграмма

eΩp+2n
U (M(ξ))⊗ eΩq+2m

U (M(η))
умножение

//
eΩp+q+2n+2m(M(ξ)∧M(η))

eΩp+q+2n+2m(M(ξ×η))

Ωp
U (X)⊗Ωq

U (Y )

ϕξ⊗ϕη

OO

умножение
// Ωp+q

U (X ×Y ).

ϕξ×η

OO


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Применяем мы ее, разумеется, в случае, когда ξ –– универсальное
расслоение над BU(n), а η –– универсальное расслоение над BU(m).

Для доказательства (vi) надо знать, что для универсального U(1)-
расслоения над BU(1) гомоморфизм

Ω2i
U (BU(1))→ eΩ2i+2

U (MU(1)) = Ω2i+2
U (MU(1)) (i ¾ 0)

переводит ¯̄ωi в ¯̄ωi+1. (Здесь ¯̄ω –– универсальный элемент вΩ2
U (BU(1))

или eΩ2
U (MU(1)).)

Так как sα –– гомотопический класс отображения

MU → S2|α|MU ,

он индуцирует гомоморфизм

sα : Hq(MU)→ Hq−2|α|MU .

Разумно спросить, можно ли явно описать этот гомоморфизм. В § 
мы видели, что H∗(MU) –– кольцо многочленов. Поэтому мы выясним
(i) как sα коммутирует с умножением, и (ii) как sα действует на
образующих b′i . Положим b′=

∑∞
i=0 b′i; достаточно вычислить sα(b′),

так как потом его можно опять разложить на компоненты.

ТЕОРЕМА .. (i) Если x, y∈H∗(MU), то

sα(xy) =
∑

β+γ=α
sβ(x) sγ( y).

(ii) sα(b′)=
∑

i¾0(cα, bi)(b′)i+1.

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. Часть (i). Согласно теореме . (v)
имеет место коммутативная диаграмма

MU ∧MU
µ

//

∑

β+γ=α
sβ∧sγ

��

MU

sα
��

∨

β+γ=α
S2|β |MU ∧S2|γ|MU

µ
// S2|α|MU .

Чтобы завершить доказательство, рассмотрим отображения, инду-
цированные в гомологиях.

Часть (ii). Так как образующие b′t приходят из MU(1), мы можем
воспользоваться теоремой . (vi). Пусть ω –– каноническая образу-
ющая в Ω2(MU(1)). Мы хотим узнать, как действует на группах


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гомологий элемент ωi+1 ∈Ω2i+2(MU(1)), иными словами, как дей-
ствует следующая композиция отображений:

MU(1) ∆
// MU(1)∧MU(1)∧…∧MU(1)

µ

��

MU(i+1).

(i+1 раз)

Но диагональное отображение

BU(1) ∆−→ BU(1)×BU(1)×…×BU(1)

индуцирует отображение в когомологиях

∆∗(xu1 ⊗ xu2 ⊗…⊗ xui+1 ) = xu1+u2+…+ui+1 .

Следовательно, в гомологиях индуцируется отображение

∆∗bt =
∑

u1+u2+…+ui+1=t
bu1
⊗bu2

⊗…⊗bui+1
.

Отображение в группах eH∗, индуцированное отображением ∆, да-
ется той же формулой, однако в ней надо считать, что b0=0. Далее,
напомним, что b′t в MU(1) соответствует bt+1 в BU(1). Отсюда полу-
чаем, что

∆∗b
′
t =

∑

u1+u2+…+ui+1=t−i
b′u1
⊗b′u2

⊗…⊗b′ui+1

и
µ∗∆∗b

′
t =

∑

u1+u2+…+ui+1=t−i
b′u1

b′u2
… b′ui+1

.

Складывая все члены, получаем, что

µ∗∆∗b
′ = (b′)i+1.

По теореме . (vi) имеем коммутативную диаграмму

S2MU
sα

##

MU(1)

ω̃

==

(cα,b|α|)¯̄ω|α|+1
// S2|α|+2MU .

Переходим к отображениям, индуцированным в группах гомологий,
и получаем требуемое.


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СЛЕДСТВИЕ .. Отображение sα : H0(MU)→H2|α|(MU) задается
формулой

sαϕ1 = ϕcα.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По теореме . (ii)

sα(b′i) =

¨

0, если i < |α| (тривиально);
(cα, bi)1, если i = |α|.

Используя теорему . (i), получаем

sα(b′i1
b′i2

… b′ir
) =

∑

β1+β2+…+βr=α
(sβ1

b′i1
)(sβ2

b′i2
)…(sβr

b′ir
).

Если мы предположим, что i1+ i2+…+ ir = |α|, то единственными
ненулевыми слагаемыми в сумме будут те, для которых

|β1| = i1, |β2| = i2, …, |βr | = ir .

Тем самым мы получаем
∑

β1,β2,…,βr

(cβ1
, bi1

)(cβ2
, bi2

)…(cβr
, bir

)1,

где сумма берется по всем β1, β2, …, βr . Отсюда, разумеется, можно
вычислить

(cα, bi1
bi2

… bir
)1.

Итак, мы показали, что

sα(ϕx) = (cα, x)1

для любого x∈H2|α|(BU). Переходя к когомологиям, получаем

sαϕ1 = ϕcα.

§ . АЛГЕБРА ВСЕХ ОПЕРАЦИЙ

Теперь мы введем другие, куда более простые операции. Пусть x ––
некоторый фиксированный элемент в Ωp

U (pt). Пусть (X , Y ) –– пара
клеточных пространств, а c : X→ pt –– отображение в точку; таким
образом, c∗(x)∈Ωp

U (X). Для каждого y∈Ωq
U (X , Y ) определим

t( y) = (c∗x) y ∈ Ωp+q
U (X , Y ).
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Это соответствие задает когомологическую операцию

t : Ωq
U (X , Y )→ Ωp+q

U (X , Y ).

Иными словами, можно сказать, что Ω∗U (pt) действует на группах
Ω∗U (X , Y ) умножением слева.

Теперь зафиксируем размерность d (целое число) и для каждого
индекса α= (α1, α2, α3, …) выберем элемент

xα ∈ Ω
d−2|α|
U (pt)

(мы не требуем здесь, чтобы все xα, кроме конечного числа, были
ненулевыми, напротив, они все могут быть отличны от нуля). Каж-
дому xα мы сопоставляем операцию

tα : Ωq+2|α|
U (X , Y )→ Ωq+d

U (X , Y ).

Рассмотрим бесконечную сумму
∑

α
tαsα : Ωq

U (X , Y )→ Ωq+d
U (X , Y ).

(Здесь мы предполагаем, что (X , Y ) –– пара клеточных пространств
конечной гомологической размерности.)

ТЕОРЕМА . (Новиков). (i) Эта сумма сходится, в том смысле,
что все операции tαsα, кроме конечного их числа, действуют нулевым
образом.

(ii) Эта сумма определяет некоторую естественную стабильную
когомологическую операцию на Ω∗U .

(iii) Любая естественная стабильная когомологическая операция
на Ω∗U может быть записана в таком виде.

(iv) Любая естественная стабильная когомологическая операция
на Ω∗U записывается в таком виде единственным образом, то есть
если

∑

α
tαsα = 0: Ωq

U (X , Y )→ Ωq+d
U (X , Y )

для всех пар (X , Y ) и индексов q, то xα=0 для всех α.

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. Пункт (i) тривиален: если |α| ве-
лико по сравнению с гомологической размерностью пары (X , Y ), то
группа Ωq+2|α|

U (X , Y ) обращается в ноль. Пункт (ii) тоже тривиален.


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Для доказательства пунктов (iii) и (iv) рассмотрим спектральную
последовательность

H∗(MU;Ω∗U (pt))⇒ Ω∗U (MU).

Из следствия . вытекает, что элементы sα ∈Ω∗U (MU) составляют
Ω∗U (pt)-базис для членов E2 в этой спектральной последовательности.

Существует следующий альтернативный метод доказательства
пункта (iv).

ЗАМЕЧАНИЕ . (Новиков). Операции
∑

α tαsα различаются сво-
ими значениями на классах

ω1ω2…ωm ∈ Ω2m
U (CPn×CPn×…×CPn)

(где m и n пробегают натуральные числа.)

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. Легко видеть, что кольцо Ω∗U (CPn×
×CPn×…×CPn) свободно над Ω∗U (pt) c Ω∗U (pt)-базисом, состоящим
из мономов

ω
i1
1ω

i2
2 …ω

im
m ,

для которых 0¶ ir ¶n для всех r, остальные же мономы равны нулю.
Применим к ω1ω2…ωm операцию sα:

sα(ω1ω2…ωm) =
∑

i1,i2,…,im

(cα, bi1
bi2

… bim
)ωi1+1

1 ω
i2+1
2 …ω

im+1
m .

Это выражение, конечно, равно нулю, если α1 + α2 + α3 +…>m
или если αi>0 для любого i, для которого i+1>n; но оставшиеся
элементы sα(ω1ω2…ωm) будут линейно независимы над Ω∗U (pt).

Отметим, что вместо CPn в замечании .Новиковequation...
можно использовать CP∞.

Далее мы хотим научиться вычислять композицию операций tαsα
и t′β sβ . Мы разобьем вычисление на три шага.

(i) Мы должны переписать sαt′β в виде
∑

γ t′′γ sγ. Это сводится к
вычислению действия sα на Ω∗U (pt), так как выражение

sα((c∗x) y) =
∑

β+γ=α
(sβ c∗x)(sγ y) =

∑

β+γ=α
(c∗sβ x)(sγ y)

имеет требуемый вид.


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Итак, имеем Ω∗U (pt)=π∗(MU), и по работе Милнора (loc. cit.)
гомоморфизм Гуревича

π∗(MU)→ H∗(MU)

инъективен. Отсюда следует, что достаточно знать действие sα на
H∗(MU), которое вычислено в теореме ..

К действию sα на Ω∗U (pt) мы вернемся позднее.
(ii) Нам надо вычислить композицию tαt′′γ , но это просто произ-

ведение соответствующих элементов в кольце Ω∗U (P).
(iii) Нам надо вычислить композицию sγsβ , что сделано в следую-

щей теореме.

ТЕОРЕМА .. Множество Z-линейных комбинаций sα замкну-
то относительно композиции. Кольцо S является алгеброй Хопфа
над Z, двойственной к которой является алгебра S∗ многочленов с
образующими b′′1 , b′′2 , b′′3 , …, для которых (sα, b′′i )= (cα, bi). Положим
b′′=

∑∞
i=0 b′′i , где b′′0 =1, тогда отображение диагонали дается фор-

мулой
∆b′′ =

∑

i¾0
(b′′)i+1⊗b′′i .

ПОЯСНЕНИЕ. Разделяя эту формулу на компоненты, получаем
значения ∆b′′k , что определяет диагональ на всем S∗, а тем самым и
произведение на S. Эта ситуация аналогична той, которая возникает
в работе Милнора о двойственной алгебре к алгебре Стинрода.

Теорема . доказана Новиковым, правда, он не дает явной фор-
мулы для диагонали в S∗.

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. В кольце Ω∗U (CPn×…×CPn) эле-
мент sβ(ω1ω2…ωm) представляется как Z-линейная комбинация
мономов ωi1

1ω
i2
2 …ωim

m . Следовательно, sαsβ(ω1ω2…ωm) является
Z-линейной комбинацией мономов ω j1

1 ω
j2
2 …ω jm

m . Из доказательства
замечания . следует, что sαsβ является Z-линейной комбинаци-
ей sγ.

Затем мы хотим вычислить ∆b′′k , что то же самое, что найти
sαsβ(ω) для каждого α и β , где ω –– образующая группы Ω2(CP∞).
Имеем

sβω =
∑

i
(sβ , b′′i )ωi+1


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и, следовательно,

sαsβ(ω) =
∑

i, j1, j2,…, ji+1

(sα, b′′j1 b′′j2 … b′′ji+1
)(sβ , b′′i )ωi+ j1+ j2+…+ ji+1+1.

Тогда
∆b′′k =

∑

i+ j1+ j2+…+ ji+1=k
b′′j1 b′′j2 … b′′ji+1

⊗b′′i .

Суммируя по b, получаем требуемую формулу.

ЗАМЕЧАНИЕ. Теперь, введя двойственную алгебру Хопфа S∗, мы
можем переформулировать теорему .. Напомним, что S действует
на H∗(MU) умножением слева; следовательно, она действует на
H∗(MU) умножением справа

µ: H∗(MU)⊗S→ H∗(MU).

Переходя к двойственному отображению, получаем коумножение

∆: H∗(MU)→ H∗(MU)⊗S∗.

Оно связано с изначальным действием S на H∗(MU) следующим
образом: если

∆h =
∑

i
hi ⊗ s∗i ,

то
sh =

∑

i
hi(s∗i s)

для всех s∈S. Отображение

∆: H∗(MU)→ H∗(MU)⊗S∗

может быть описано следующим образом.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ .. Отображение ∆ сохраняет произведения и

∆b′ =
∑

i¾0
(b′)i+1⊗b′′i .

Это тривиальная переформулировка теоремы .. Стоит заметить
аналогию между этой формулой и теоремой ..

Теперь мы достаточно подробно изучили алгебру операций
на Ω∗U .


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§ . КОММЕНТАРИЙ К ДОКЛАДУ НОВИКОВА

В московских докладах и в заметке в Докладах Академии Наук,
Новиков тщательно различает sω : Ω∗U (pt)→Ω∗U (pt) и некоторый
гомоморфизм σ∗ω : Ω∗U (pt)→Ω∗U (pt). Следует отметить, что они на
самом деле совпадают. Для этого надо изучить доказательство тео-
ремы  из заметки Новикова.

Заметим, что в заметке Новикова в Докладах MU и ΩU обозна-
чают одно и то же, так как оба совпадают с Ω∗U (pt) (с. , строка 
раздел II, а также с. , строка ). Затем напомним, что Новиков
обозначает алгебру операций через AU , а также что используемый
им изоморфизм

HomAU (AU , MU )
∼=−→ ΩU

–– это стандартный изоморфизм θ , определяемый как θ(h)= h(1).
Далее, рассмотрим отображение Новикова d : AU→ AU . Поскольку
утверждается, что оно индуцирует отображение

d∗ : HomAU (AU , MU )→ HomAU (AU , MU ),

неявно предполагается, что d –– отображение левых A-модулей. Так
как утверждается, что d(1)= sω, должно выполняться равенство

d(a) = asω.

Рассмотрим теперь диаграмму

HomAU (AU , MU ) d∗
//

θ

��

HomAU (AU , MU )

θ

��

ΩU
x

// ΩU .

Легко проверить, что если определить x по формуле x( y)= sω y, то
диаграмма коммутативна. Но Новиков утверждает, что диаграмма
также будет коммутативна, если мы положим x( y)=σ∗ω( y). Следо-
вательно, σ∗ω( y)= sω y.

§ . КОМПЛЕКСНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ

Теперь напомним, что всякое стабильно комплексное многообразие
Mn определяет элемент [Mn] в группе Ω−n

U (P). И если нам дано такое


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стабильно комплексное многообразие, естественно спросить, чему
равно sα[Mn]. Особенно интересно выяснить этот вопрос для много-
образий CPn, которые, как мы знаем, дают систему образующих в
кольце многочленов Ω∗U (P)⊗Q (где Q –– поле рациональных чисел).

ТЕОРЕМА .. sα[CPn]= (cα, b−n−1)[CPn−|α|], где b=
∑∞

i=0 bi .

ЗАМЕЧАНИЕ. Элемент b обратим, поскольку это формальный
ряд с постоянным членом 1. Целое число (cα, b−n−1) –– спаривание
Кронекера элементов из H2|α|(BU) и

∏

q Hq(BU). В данном случае мы
использовали формализм § , чтобы записать коэффициент, который
не обязан быть равен 0 или 1.

Теорема . принадлежит Новикову, хотя он не дает явной фор-
мулы для коэффициента при [CPn−|α|].

НАБРОСОК ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. В стиле предыдущих доказательств
мы покажем, как вывести утверждение теоремы из теоремы . с
помощью чисто алгебраических вычислений.

Буквой χ мы везде будем обозначать канонический антиавто-
морфизм рассматриваемой алгебры Хопфа. Для CPn касательное
расслоение τ удовлетворяет тождеству τ⊕1= (n+1)ξ. Таким обра-
зом, для нормального расслоения ν имеем

cα(ν) = (χcα)τ = (χcα)((n+1)ξ) =

=
∑

i1,i2,…in+1

(χcα, bi1
bi2

… bin+1
)xi1+i2+…+in+1 =

=
∑

i1,i2,…in+1

�

cα, χ(bi1
bi2

… bin+1
)
�

xi1+i2+…+in+1 .

Слагаемые, для которых i1+ i2+…+ in+1=n, дают характеристиче-
ские числа нормального расслоения CPn. Отсюда следует, что класс
[CPn] в H2n(MU) равен

ϕ
∑

i1+i2+…+in+1=n
χ(bi1

bi2
… bin+1

) = ϕχ(bn+1)n,

где индекс n обозначает компоненту размерности 2n. Из того, что
∆b=b⊗b, следует, что χb=b−1 и χ(bn+1)=b−n−1. Из вышесказанно-
го мы можем заключить, что класс [CPn] в H2n(MU) равен

((b′)−n−1)n.


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Теперь по теореме . (ii) имеем

sα(b′) =
∑

i¾0
(cα, bi)(b′)i+1,

откуда мы выведем формулу

(.) sα(b′)−1 =
∑

j¾0
(cα, χb j )(b′) j−1.

Действительно, если предположить, что эта формула верна, то

sα(b′ · (b′)−1) =
∑

β+γ=α
i¾0, j¾0

(cβ , bi)(cγ, χb j )(b′)i+ j =

=
∑

i¾0, j¾0
(cα, bi ·χb j )(b′)i+ j = (cα, b0)1,

как и должно быть. Но с помощью этих выкладок можно и доказать
формулу для sα((b′)−1)d , используя двойную индукцию по |α| и d и
начиная с тривиальных случаев |α|=0 или d=0.

Из (.) получаем

sα((b′)−n−1)n =
∑

i1+i2+…+in+1=|α|

�

cα, χ(bi1
bi2

… bin+1
)
��

(b′)|α|−n−1
�

n−|α|.

Это класс [CPn−|α|] в H2n−2|α|(MU) с точностью до множителя
(cα, b−n−1). Тем самым искомый результат следует из того, что
гомоморфизм Гуревича π∗(MU)→H∗(MU) инъективен.

С геометрической точки зрения это доказательство неестествен-
но и надуманно. Теорему . следует выводить из элегантной фор-
мулы Новикова, что мы и сделаем ниже. Однако сперва напомним
необходимые факты из обычной теории когомологий.

Пусть M и N –– ориентированные многообразия размерностей
соответственно m и n, а f : M → N –– непрерывное отображение.
Можно определить так называемый гомоморфизм  прямого образа

f! : Hq(M)→ Hn−m+q(N)

 Гомоморфизм Гизина. –– Прим. В. М. Бухштабера.


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как композицию следующих отображений:

Hq(M)

d ∼=
��

Hn−m+q(N)

d ∼=
��

Hm−q(M)
f∗
// Hm−q(N).

Здесь через d обозначен изоморфизм двойственности Пуанкаре.
Аналогичная конструкция может быть проведена для Ω∗U вместо

H∗, если предположить, что M и N –– стабильно комплексные много-
образия, а двойственность Пуанкаре d заменить на двойственность
Атьи

D : Ωq
U (M)→ ΩU

m−q(M).

Здесь ΩU
m−q обозначает комплексный бордизм; см. работу Atiyah,

loc. cit., в которой дано определение вещественного бордизма и дана
теорема двойственности в вещественном случае.

На самом деле мы собираемся использовать определение гомо-
морфизма f! в частном случае, когда N является точкой pt, а f ––
отображение в точку c : M→ pt. Наше доказательство станет проще,
а изложение яснее, если мы дадим альтернативное определение c!,
не использующее понятия бордизма.

Вложим наше многообразие M в сферу большой размерности
Sm+2p так, чтобы нормальное расслоение ν было унитарным. Опре-
делим c! как следующую композицию отображений:

Ωq
U (M)

∼=ϕ

��

Ωq−p
U (pt)

∼=

��

Ωq+2p
U (E, E0)

Ωq+2p
U (Sm+2p , û Int E)

∼=

OO

j ∗
// Ωq+2p

U (Sm+2p , Dm+2p)

Здесь ϕ –– изоморфизм Тома, E и E0 –– расслоения на диски и сферы
над M, построенные по расслоению ν, а û Int E –– дополнение до внут-
ренности к E. (При желании можно заменитьΩq+2p

U (Sm+2p , û Int E) на
Ωq+2p

U (Sm+2p , ûM), это делает более ясным тот факт, что эта группа
двойственна группе бордизмов при двойственности Александера.)


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Далее, Dm+2p –– маленький диск, содержащийся в û Int E, а правая
вертикальная стрелка –– обычная (m+2p)-кратная надстройка. Если
M в ней заменить на pt, эту стрелку можно рассматривать как
отображение из левого столбца.

Мы определяем c! как композицию этих отображений. Если
читатель, знакомый с понятием бордизма, предпочитает другое
определение, мы предоставляем ему проверить их эквивалентность
самостоятельно.

Теперь перейдем наконец к формуле Новикова. Возьмем стабиль-
но комплексное многообразие Mm, представляющее элемент [Mm]∈
∈Ω−m

U (pt). Пусть ν –– стабильное нормальное расслоение. Имеем
cfα(ν)∈Ω2|α|

U (Mm) и c! cfα(ν)∈Ω2|α|−m
U (P). Тогда справедлива следую-

щая теорема:

ТЕОРЕМА . (Новиков). sα[Mm]= c! cfα(ν).

Доказательство легко следует из определения sα из §  по свойству
естественности.


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