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Г Л А В А

1 ОТ КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ К КВАНТОВОЙ

Все должно быть сделано так просто, как это воз-
можно. Но не проще.

А. Эйнштейн

1.1. КЛАССИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ

СТРУКТУРЫ И ДИНАМИКИ МОЛЕКУЛ

Классическая механика представляет собой основу, на которую опирает-
ся квантовая механика. Не менее важно и то, что многие прошедшие
проверку временем представления современной химии, физики, биоло-
гии, наук о материалах имеют классическую природу. Рассмотрим крат-
ко основные понятия классической механики применительно к задачам
описания строения и динамики молекул.

Представим молекулу в виде набора атомов, размеры которых во много
раз меньше, чем расстояния между ними, и применим законы классичес-
кой механики для описания зависимости положений и скоростей атомов
от времени. Для этого удобно использовать две системы декартовых коор-
динат (рис. 1.1). Одна из них — лабораторная система — имеет начало в
произвольной точке пространства, начало другой совпадет с центром масс
молекулы. Допустим, как принято в классической механике, что наблю-
дения не возмущают систему и могут производиться в любой момент
времени.

Рис. 1.1. Декартовы лабораторная
система координат XYZ и систе-
ма координат xyz, связанная с
центром масс молекулы. Вектор
Rц.м задает положение центра
масс молекулы в лабораторной
системе координат. Векторы, на-
правленные к атомам молекулы
из начала лабораторной системы
координат, обозначены нижним
индексом «0» X

Z

Y

x

y

z

r0, 1

r0, 3

r2

r1
Rц.м

0

r3

r0, 2
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Мерой взаимодействия в любой системе является сила. Тела, входящие
в механическую систему, могут взаимодействовать как между собой, так и
с другими телами, не принадлежащими системе. Соответственно различа-
ют внутренние и внешние силы. Внешняя сила, действующая на i-й атом в
молекуле, определяется вторым законом Ньютона, который для лабора-
торной системы отсчета может быть записан как

�� ��G G
�

G G

L L

L L
P

W W
  

S
)

W

Здесь mi , v0, i , p0, i = mi v0, i — масса, скорость и импульс i-го атома соответ-
ственно;

��

��

G
�

G

L

L
W

 

U

W

вектор r0, i указывает положение этого атома. Если действующая на атом
сила равна нулю, импульс атома сохраняется во времени t.

Вектор Rц.м, проведенный из начала лабораторной системы отсчета в
центр масс, определяется как

Ф�К ��
�

�
�

1

L L

L

P
Є

 

 ¦5 U

где 
�

1

L

L

0 P
 

 ¦  — полная масса системы, состоящей из N атомов. Импульс

центра масс молекулы равен сумме импульсов всех атомов:

��Ф�К
� ��

GG
�

G G

1 1
L

L L

L L

0 P
W W

   ¦ ¦
U5

3 S

Если на i-й атом в молекуле помимо внешней силы Fi действуют и
внутренние силы со стороны других атомов Fij (i № j, так как атом не
взаимодействует сам с собой), то второй закон Ньютона для i-го атома
будет иметь следующий вид

��

�

G
�

G

1
L

L LM
M W
 

�  ¦
S
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Суммирование по всем атомам молекулы дает

� ��� �
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В силу третьего закона Ньютона �
1

LM
LM

 ¦)  (так как Fij = –Fji). Следова-

тельно,
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(1.5)
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Соотношение (1.6) выражает закон изменения полного механического
импульса молекулы. Внутренние силы не оказывают влияния на движе-
ние молекулы: центр масс молекулы движется так, как если бы полная
внешняя сила F действовала на общую массу системы, сосредоточен-
ную в центре масс. Если полная внешняя сила равна нулю, импульс
молекулы сохраняется.

При изменении положения атома изменяется потенциальная энергия мо-
лекулы. Рассмотрим соответствующее изменение полной энергии; огра-
ничимся случаем, когда в молекуле действуют лишь консервативные силы,
работа которых зависит только от положения точек приложения сил в
начале и в конце пути. Такие силы связаны с изменением потенциальной
энергии U следующим образом:

8 8 8
8

[ \ ]
w w w �’  � � �
w w w

) L M N

(i, j, k — единичные векторы, направленные вдоль декартовых осей коор-
динат x, y, z соответственно). Работа, выполняемая консервативной силой,
перемещающей i-й атом за время dt на расстояние dri , равна dAi = –dUi .
Домножив скалярно обе части уравнения (1.1) на dr0, i , получаем:

�
��

�� �� �� ��

G
G G G G G G

G �
L L

L L L L L L L L L L
$ P P P 8

W

§ ·
   �   �Ё ё� №
) U U

W

W W

W

(символ «Ч» обозначает скалярное произведение векторов). Суммируя по
атомам, получаем

� �
�
��G G G ��

�
L L

L

P
8 7 8

§ ·
�  �  Ё ё� №¦

W

где T — кинетическая энергия молекулы. Таким образом, под действием
консервативной силы полная механическая энергия изолированной мо-
лекулы E = T + U сохраняется.

Пусть молекула совершает вращательное движение, при котором по-
ложение центра масс не меняется и расстояния между атомами остаются
неизменными. Тогда роль силы, действующей на атом i, играет враща-
тельный момент силы M0, i = r0, i ґ F0, i , а роль импульса — момент импуль-
са (или угловой момент) J0, i = r0, i ґ p0, i . Они связаны между собой следу-
ющим образом:

�� �� ��
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Мы использовали здесь то обстоятельство, что векторы ��G

G
L

W

U
 и p0, i парал-

лельны, а значит, их векторное произведение, обозначаемое знаком «ґ»,
равно нулю. Выражение (1.9) представляет собой основной закон враща-
тельного движения. Если вращательный момент частицы равен нулю, ее
угловой момент сохраняется во времени.

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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Перепишем полный угловой момент молекулы в лабораторной систе-
ме координат

� �� ��L L

L

 u¦- U S

через координаты и скорости атомов в системе центра масс, учитывая,

что r0, i = Rц.м + ri  и Ф�К

��

G
�

GL L W

§ ·
 �  Ё ё� №
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3
W W :
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Здесь � �L L L L

L L

P  u¦ ¦- - U W  — полный внутренний момент импульса мо-

лекулы в системе центра масс, а член (MRц.м ґ V ) описывает полный
угловой момент, связанный с движением центра масс. Когда последний
неподвижен, J0 = J.

Если расстояния между всеми атомами в молекуле неизменны (при-
ближение абсолютно жесткого тела), то в этом случае удобно ввести уг-
ловую скорость w, одинаковую для всех вращающихся атомов, которая
связана со скоростью i-го атома в системе центра масс соотношением
vi = w ґ ri . Тогда

� � � �L L L L L L

L L

P P Є є u  u u¬ ј¦ ¦- U U UW Z

и далее, с учетом матричного тождества A ґ (B ґ C) = B(A Ч C) – C(A Ч B),
получаем:
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В последнем выражении мы перешли к матричной записи: 1 — единичная
матрица, w — матрица угловых скоростей с компонентами (wx, wy, wz),
I — тензор момента инерции молекулы, компоненты которого в системе
центра масс равны:
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Остальные компоненты матрицы (т. е. Iyy, Izz, Ixz = Izx, Iyz = Izy) получа-
ются из (1.14) путем циклических перестановок индексов. Компоненты
тензора момента инерции по отношению к произвольному началу вы-
числяются по теореме Гюйгенса—Штейнера.

Полная кинетическая энергия молекулы в лабораторной системе ко-
ординат описывается выражением

�
��

�
�

� L L

L

7 P ¦ W

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)
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которое можно переписать следующим образом (v0, i = V + vi):
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Отсюда следует, что кинетическая энергия молекулы равна сумме кине-
тической энергии точки массы M, сосредоточенной в центре масс, и внут-
ренней кинетической энергии в системе координат, связанной с центром
масс. Если расстояния между атомами фиксированы, то vi = w ґ ri . Тогда
выполняется соотношение:
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Последнее выражение связывает кинетическую энергию молекулы,
вычисленную относительно центра масс, с угловой скоростью вращения
молекулы и пространственным расположением в ней атомов, имеющих
разные массы. Обратим внимание читателя, что результат в (1.17) полу-
чается по правилам матричного умножения:
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Направления осей локальной системы координат удобно выбирать
таким образом, чтобы матрица моментов инерции I была диагональной;
такая система координат называется системой главных осей инерции, а вы-
численные относительно этих осей диагональные элементы Iaa Ј Ibb Ј Icc
называются главными моментами инерции молекулы. Выражение для кине-
тической энергии вращения (1.17) в системе главных осей инерции при-
обретает простой вид:
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Если движение атомов молекулы рассматривается относительно цен-
тра масс, последний можно считать неподвижным. Такая жесткая систе-
ма называется в механике волчком. Поведение молекул при вращении
зависит от их пространственной симметрии, и его можно классифициро-
вать по типу волчка, как это показано в табл. 1.1.

Примем, что на каждую вращательную степень свободы приходится
энергия, равная 1/2kT (k — постоянная Больцмана, T — абсолютная тем-
пература). Это означает, что кинетическая энергия вращения линейной
молекулы при комнатной температуре равна ~4 Ч 10–21 Дж. Если молекула
состоит из легких атомов, от H до F, то, принимая принцип равнорас-
пределения энергии между поступательным и вращательным движением,
можно оценить частоту ее вращения: она составляет ~100 ГГц.

(1.16)

(1.17)

(1.18)



24 Г л а в а  1. От классической механики к квантовой

До сих пор мы задавали состояние молекулы из N атомов с помощью
декартовых координат (xi , yi , zi , i = 1, 2, ..., N) и их производных по

времени 
G G G

� � � �
G G G

L L L

L L L

[ \ ]
[ \ ]

W W W
§ ·   Ё ё� №

� � �  . Перейдем теперь к некоторым обоб-

щенным координатам qj и их производным по времени MT�  (j = 1, 2, ..., 3N ),

таким, что xi = xi (q1, q2, ..., q3N ), i = 1, 2, ..., N. Если в молекуле имеются
r связей (соотношений, связывающих координаты), число независимых
обобщенных координат уменьшается до (3N – r). Вводя функцию Ла-

гранжа � � � � � ��
L L L L

/ T T 7 T 8 T �� � , для каждой независимой координаты мож-
но записать следующее обобщенное уравнение движения Лагранжа:
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Таблица�1.1.�Моменты инерции молекул различной структуры

акчловпиТ
яанжомзоВ
яиртеммис
ылукелом

ылукеломремирП
ытнемомеынвалГ

,иицрени
01 74– гк Чм2

йиксечирефС

яанйениЛ
алукелом

йытунятыВ
йынчиртеммис

йытунсюлпС
йынчиртеммис

йынчиртеммисА
Iaa = 70,8

Ibb = 71,3

Icc = 143,0

Td , Oh, Ih

Iaa = Ibb =

= Icc = 5,3

СҐ

Iaa = 0

Ibb = Icc =71,3

Cn, Cnv, Cnh

Dn, Dnd , Dnh

n і 3

Iaa = 5,3

Ibb = Icc = 32,9

Cn, Cnv, Cnh

Dn, Dnd , Dnh

n і 3

Iaa = Ibb = 81,1

Icc = 149,1

Cn, Cnv, Cnh

Dn, Dnd , Dnh

n і 2
C1, Ci, Cs, Sn

П р и м е ч а н и е. На рисунках показаны направления главных осей
инерции.

(1.19)
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Преимущество такой записи состоит в том, что уравнения (1.19) име-
ют один и тот же вид в любой системе координат. Кроме того, из них
можно очень просто получить законы сохранения. Так, если функция
Лагранжа не зависит от какой-либо координаты qk , то

�
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T
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и из (1.19) следует, что
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По физическому смыслу 
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 есть обобщенный импульс рi , таким обра-

зом, мы получили закон сохранения импульса.
Введем теперь функцию Гамильтона
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Продифференцируем H по qi
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. Учитывая (1.19), получаем
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Дифференцирование (1.20) по pi , с учетом того факта, что функция
Лагранжа явно не зависит от обобщенного импульса, дает
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Уравнения (1.21) и (1.22) называются уравнениями Гамильтона. Они
составляют систему 6N дифференциальных уравнений первого порядка,
которая эквивалентна 3N дифференциальным уравнениям Лагранжа вто-
рого порядка. Важность этих уравнений состоит в том, что функция Га-
мильтона имеет ясный физический смысл. Действительно, кинетическая
энергия молекулы в системе центра масс представляется в обобщенных
координатах следующим образом:
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(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)
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где коэффициенты
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Отсюда следует, что
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Домножим это выражение на 
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T�  и просуммируем по i. Имеем
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Вспоминая, что L = T – U, получаем для обобщенного импульса
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(напомним, что потенциальная энергия U не зависит от импульсов ато-
мов). Теперь функции Гамильтона (1.20) можно придать вид
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а с учетом (1.25) получаем

H = T + U.

Таким образом, для консервативной изолированной системы функция
Гамильтона представляет собой полную энергию. Это очень важный ре-
зультат, который понадобится при переходе к квантово-механическому
описанию молекул.

С помощью уравнений Гамильтона полную производную по времени
произвольной функции A, явно зависящей от обобщенных координат,
импульсов и времени, можно записать следующим образом:
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Выражение
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называется скобкой Пуассона двух динамических переменных величин A
и H. Если функция A явно не зависит от времени, а {A, H } = 0, то вели-
чина A сохраняется во времени.

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)
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В обобщенных координатах удобно рассматривать колебания атомов в
молекуле. Потенциальная энергия молекулы U ({qi}) в равновесии имеет
минимум, положение которого задается координатами q0, 1, q0, 2, q0, 3N – r . Раз-
ложим U в ряд Тейлора по степеням отклонений от равновесия x i = qi – q0, i .
При малых отклонениях достаточно ограничиться квадратичными по x i
членами:
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Поскольку все производные в (1.30) вычисляются в положении рав-
новесия, то
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w

Постоянную U0, характеризующую потенциальную энергию равновесной
системы, удобно положить равной нулю, приняв за начало отсчета: U0 = 0.
Тогда, вводя обозначение
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перепишем (1.30) в виде
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Такой потенциал называется гармоническим; он характерен для колеба-
тельного движения, линейно пропорционального действию возвращаю-
щей силы (гармонический осциллятор).

Кинетическая энергия гармонически колеблющейся системы (1.23) в пе-
ременных x i имеет вид:
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коэффициенты t0, ij определены в равновесных положениях и 
L L

T[  �

� .
Перейдем с помощью линейного преобразования
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к новым обобщенным координатам Qi . Такой переход описывает поворот
системы координат, в результате которого кинетическая и потенциаль-
ная энергии молекулы записываются в простом диагональном виде:
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(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)
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где wk — угловая частота колебаний. Функция Гамильтона в новых пере-
менных также имеет простой вид
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где 
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 — обобщенный импульс, сопряженный координате Qk .

Уравнение движения для гармонически колеблющихся атомов в мо-
лекуле
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N N N
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имеет решение

Qk(t) = ak cos (wk t + a),

где ak — амплитуда колебания, а a — некоторый фазовый множитель.
Подставляя (1.36) в (1.35), получаем систему (3N – r) линейных уравнений
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LLN LN LN
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имеющую решение в случае, если

det (Uik – w2dik ) = 0.

Здесь det обозначает детерминат, а dik — символ Кронекера:
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Уравнение движения типа (1.38) впервые возникло в задачах класси-
ческой механики о вековых (секулярных) возмущениях планетарных ор-
бит. Отсюда его название — вековое (секулярное) уравнение. Три его кор-
ня, соответствующие поступательному движению, при выборе системы
отсчета в центре масс равны нулю. Еще три корня (два — для линейных
молекул) равны нулю, если вращение молекулы как целого не рассмат-
ривается. Остальные (3N – 6) решений дают спектр возможных колеба-
тельных частот молекулы. Зная частоты wk , с помощью (1.37) можно най-
ти амплитуды колебаний атомов ak . Эти (3N – 6) независимых типов
колебаний называются нормальными колебаниями, а соответствующие им
координаты Qk называются нормальными координатами. Они представля-
ют собой линейные комбинации декартовых координат, описывающих
отклонения атомов от положений равновесия. Примеры нормальных ко-
лебаний некоторых молекул приведены на рис. 1.2. Их частоты прихо-
дятся на инфракрасную часть спектра и могут быть измерены методами
колебательной инфракрасной спектроскопии и спектроскопии комбина-
ционного рассеяния.

В рассмотренном приближении молекула представляет собой набор
атомов, колеблющихся по гармоническому закону относительно своих

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)
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Рис. 1.2. Нормальные валентные колебания и их частоты в двухатомной молекуле
HCl и трехатомных молекулах COS и H2O

положений равновесия. Такие же движения будет совершать пружина,
выведенная из положения равновесия и предоставленная сама себе при
отсутствии трения. Частота колебаний пружины w связана с ее жесткос-
тью k и массой m соотношением

w2 = k/m,

которое понадобится нам в дальнейшем.
Если движение стабильных молекул происходит в ограниченной об-

ласти пространства за некоторый промежуток времени, существует про-
стое соотношение между средними значениями кинетической и потен-

циальной энергий. Воспользуемся тем обстоятельством, что сумма 
L L

L

T¦ S

явно не зависит от времени. Тогда с помощью скобки Пуассона (1.29)
можно записать:

� �G
�

G L L L L L L

L L

S T S T T S
W

 �¦ ¦ � �

Так как движение атомов ограничено, их импульсы и координаты могут
принимать лишь конечные значения, и при достаточно большом време-
ни наблюдения среднее по времени значение (1.40) стремится к нулю:

� � �
L L L L

L

S T T S�  ¦ � �

(угловые скобки указывают на то, что рассматриваются средние во вре-
мени величины).

(1.39)

(1.40)

(1.41)

О C S О C S О C S

О

H Cl

H H

О

H H

О

H H

Симметричное
растяжение

= 160 ГГцw

Асимметричное
растяжение

= 396 ГГцw

Изгиб

= 94 ГГцw

Симметричное
растяжение

= 688 ГГцw

Асимметричное
растяжение

= ГГцw 707

Изгиб

= ГГцw 300

= 543 ГГцw

а

б

в
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Учтем теперь, что � �Ж�
L L L L

L

T 7  ¦ ��S ) S  и получим (в декартовых ко-

ординатах):

� �
L L L [L L \ L L ] L L L

L L L

7 T ) [ ) \ ) ] ) �  � � �  � �¦ ¦ ¦ U )

Величина 
L L

L

�¦ U )  называется вириалом сил. Для систем, в которых дей-

ствуют консервативные силы, обратно пропорциональные квадрату рас-
стояния между частицами — такие как силы Кулона в атомах, справедли-
во соотношение

�
�

�
7 8 �

известное как теорема вириала. Если вспомнить, что полная энергия мо-
лекулы равна Е = T + U, то из теоремы вириала следует, что в молекуле,
представляющей собой связанную систему частиц, изменения кинети-
ческой и потенциальной энергии происходят согласовано.

Укажем, что теорема вириала для гармонического осциллятора имеет
вид бT с = бU с.

1.2. МЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ МОЛЕКУЛЫ

В классической теории молекула представляется в виде изолированной
системы, состоящей из набора атомов, совершающих колебания относи-
тельно положений равновесия. Атомы аппроксимируют материальными
точками определенной массы (то есть электронно-ядерное строение ато-
ма игнорируется), которые несут некоторые электрические заряды и удер-
живаются вместе валентными и невалентными взаимодействиями. Силы,
действующие в молекуле, для валентных взаимодействий (химических
связей) имитируются пружинками; их жесткость зависит от сорта ато-
мов, которые они соединяют. Для учета невалентных взаимодействий
используют различные потенциалы (рис. 1.3). Принимают, что энергии
парных атомных взаимодействий переносимы из одной молекулы в дру-
гую и аддитивны. Перечисленные приближения лежат в основе механи-
ческой модели молекулы.

Пространственная структура молекулы определяется числом N входя-
щих в нее атомов и их декартовыми координатами r1, r2, ..., rN . Потенци-
альная энергия молекулы U является многомерной функцией этих коор-
динат, каждой точке которой отвечает определенная пространственная
геометрическая конфигурация ядер; эту функцию называют поверхнос-
тью потенциальной энергии (ППЭ). Из-за многомерного характера изоб-
разить ППЭ молекулы, содержащей более двух атомов, в трехмерном
пространстве невозможно, поэтому обычно довольствуются двух- или
трехмерными картами ППЭ или ее одномерными профилями вдоль оп-
ределенных направлений.

(1.42)

(1.43)
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Рис. 1.3. Внутренние координаты, используемые для описания структуры моле-
кул и атомных взаимодействий: межъядерные расстояния, или длины
связей RА—В, углы между векторами AB и BC (валентные углы) jАВС и
торсионные углы вращения qАВСD. Торсионный угол определяется как
угол между нормалью к плоскости АВС и нормалью к плоскости BCD и
считается положительным, если связь А—В расположить перед плоско-
стью, перпендикулярной связи В—С, и вращать по часовой стрелке так,
чтобы она заслонила связь C—D

Поверхность потенциальной энергии молекулы обладает следующи-
ми свойствами:
· ППЭ непрерывна и непрерывно дважды дифференцируема;
· на ППЭ обязательно имеется стационарная точка глобального (наибо-

лее глубокого) минимума, отвечающая наименьшей по энергии равно-
весной пространственной атомной конфигурации молекулы; кроме
этого на ППЭ могут также быть локальные минимумы, соответствую-
щие другим стабильным конфигурациям с более высокими энергиями;

· кратчайшие пути переходов между локальными минимумами прохо-
дят через стационарные седловые точки ППЭ, играющие роль энер-
гетических барьеров.
Напомним, что стационарной точкой некоторой скалярной функции

называется точка, в которой производная этой функции по рассматривае-
мым переменным обращается в ноль. Тип стационарной точки (макси-
мум, минимум или седловая точка) определяется матрицей вторых произ-
водных функции, которая называется матрицей Гессе, или гессианом. Гес-
сиан функции потенциальной энергии молекулы изображен на рис. 1.4, а:
его элементы есть вторые производные энергии U по координатам ядер
атомов. По физическому смыслу этот гессиан представляет собой матри-
цу силовых постоянных молекулы, которая в гармоническом приближе-
нии определяет энергии и частоты нормальных колебаний ядер. В мини-
муме ППЭ все элементы матрицы Гессе, приведенной к диагональному
виду, положительны, а в седловых точках в гессиане имеется один или
несколько отрицательных диагональных элементов. Это выглядит так,
как будто энергии некоторых колебаний отрицательны, а соответствую-
щие колебательные частоты являются мнимыми — см. (1.34). Число мни-
мых частот определяет вид стационарной точки, с которой соотносится
данная молекулярная структура; точка, имеющая n мнимых частот, явля-
ется седловой точкой n-го порядка.

Невалентное
взаимодействие

Растяжение
связи А—В

Растяжение
связи С—D

Растяжение
связи —B C

Деформация
валентного

угла j

А D

B C

j

q
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Рис. 1.4. Матрица гессиана функции потенциальной энергии U, элементами ко-
торой являются вторые производные U по координатам ядер атомов (а)
и фрагмент двумерной поверхности потенциальной энергии, на кото-
ром видны основные виды стационарных точек — двумерный макси-
мум, минимум и седловая точка 1-го порядка (б)

Энергетическим барьерам ППЭ отвечают седловые точки первого
порядка: они имеют отрицательную кривизну вдоль кратчайших пу-
тей перехода между локальными минимумами и положительные зна-
чения кривизны вдоль направлений, перпендикулярных этим путям.
Пример двумерной поверхности потенциальной энергии приведен на
рис. 1.4, б.

Локальный
минимум

Локальный
максимум

Седловая точка
первого порядка

Локальный
минимум

Глобальный
минимум

Седловая точка
первого порядка

б
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