


УДК 519.615+511.522 
ББК  22.143+22.192.31 

К978 
 
 

Р е ц е н з е н т ы :  
Н. Тарханов, доктор физико-математических наук, профессор 

(Университет Потсдама, Германия);  
А. Садуллаев, доктор физико-математических наук, профессор 

(Национальный университет Узбекистана, Узбекистан) 
 
 
 

Кытманов, А. М. 
К978  Алгебраические и трансцендентные системы уравнений : мо-

нография / А. М. Кытманов ; науч. ред. Е. К. Лейнартас. – Крас-
ноярск : Сиб. федер. ун-т, 2019. – 356 с. 

ISBN 978-5-7638-4158-9 
 

Монография посвящена исследованию алгебраических и трансцендет-
ных систем уравнений. Приведены утверждения об аналогах формул Нью-
тона для целых функций, о количестве нулей целой функции на комплекс-
ной плоскости, их расположении, о результанте двух целых функций. Рас-
смотрены алгебраические системы уравнений. Подробно изложены 
модифицированный метод исключения неизвестных, предложенный 
Л. А. Айзенбергом, и его отличие от классического метода и метода базисов 
Гребнера. Исследованы различные типы трансцендентных систем уравне-
ний: вычетные интегралы, степенные суммы обратных величин корней и их 
связь с вычетными интегралами (аналоги формул Варинга), разные примеры 
трансцендентных систем уравнений. 

Предназначена для специалистов по многомерному комплексному ана-
лизу, а также студентов и аспирантов. 

 
Электронный вариант издания см.: УДК 519.615+511.522 
http://catalog.sfu-kras.ru ББК 22.143+22.192.31 

 
 
 
 
 
 
 

ISBN 978-5-7638-4158-9 © Сибирский федеральный  
университет, 2019 



Оглавление

Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Глава 1 Алгебраические и трансцендентные уравнения на
комплексной плоскости . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1. Логарифмический вычет . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Рекуррентные формулы Ньютона . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1. Рекуррентные формулы Ньютона для полиномов . 12
1.2.2. Рекуррентные формулы Ньютона для целых функ-

ций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.3. Локализация вещественных корней полиномов . . . . . . 19
1.4. Локализация нулей целых функций . . . . . . . . . . . . . 28

1.4.1. Отсутствие нулей у целой функции . . . . . . . . . 29
1.4.2. Вспомогательные утверждения . . . . . . . . . . . 31
1.4.3. Конечное число нулей целой функции . . . . . . . 34
1.4.4. Бесконечное число нулей целой функции . . . . . . 40
1.4.5. Об одном доказательстве основной теоремы алгеб-

ры (полиномов) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
1.4.6. Правило знаков для целой функции . . . . . . . . . 59

1.5. Результант двух полиномов . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
1.5.1. Дискриминант полинома . . . . . . . . . . . . . . . 66

1.6. Результант двух целых функций . . . . . . . . . . . . . . . 68
1.6.1. Подход Н.Г.Чеботарева . . . . . . . . . . . . . . . . 70
1.6.2. Вспомогательные утверждения . . . . . . . . . . . 72
1.6.3. Промежуточные построения . . . . . . . . . . . . . 77
1.6.4. Сравнение с классическим результантом . . . . . . 82
1.6.5. Нахождение результанта . . . . . . . . . . . . . . . 83

1.7. Бесконечное число нулей двух целых функций . . . . . . 89
1.7.1. Основная идея . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

351



1.7.2. Исследование условий (1.7.6.) и (1.7.7.) . . . . . . . 93
1.7.3. Построение результанта . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Глава 2 Алгебраические системы уравнений и методы ис-
ключения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

2.1. Локальный вычет Гротендика . . . . . . . . . . . . . . . . 105
2.1.1. Локальный вычет . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
2.1.2. Формула преобразования локального вычета . . . 110

2.2. Многомерный логарифмический вычет . . . . . . . . . . . 111
2.3. Обобщенная формула преобразования локального вычета 116
2.4. Классическая схема исключения неизвестных . . . . . . . 123
2.5. Метод базисов Гребнера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
2.6. Модифицированный метод исключения . . . . . . . . . . . 132

2.6.1. Невырожденные системы уравнений . . . . . . . . 132
2.6.2. Степенные суммы корней системы . . . . . . . . . 135
2.6.3. Модифицированный метод исключения неизвестных141
2.6.4. Нахождение матрицы A . . . . . . . . . . . . . . . . 143
2.6.5. Использования параметра . . . . . . . . . . . . . . 151
2.6.6. Степенные суммы в пространстве теории функций 155

2.7. Формула логарифмической производной результанта . . . 161
2.7.1. Некоторые системы уравнений . . . . . . . . . . . . 161
2.7.2. Теорема о логарифмической производной . . . . . 164
2.7.3. Следствия и примеры . . . . . . . . . . . . . . . . . 172

2.8. Многомерные аналоги формул Ньютона . . . . . . . . . . 183
2.8.1. Рекуррентные формулы для простых систем урав-

нений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
2.8.2. Псевдостепенные суммы . . . . . . . . . . . . . . . 188
2.8.3. Рекуррентные формулы для невырожденных си-

стем уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
2.9. Исключение неизвестных по разным переменным. Веще-

ственные корни . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
2.9.1. Исключение неизвестных по разным переменным . 198
2.9.2. Системы уравнений с вещественными коэффици-

ентами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

352



Глава 3 Системы трансцендентных уравнений . . . . . . . . 213
3.1. Простейшие трансцендентные системы уравнений . . . . . 213

3.1.1. Вычисление вычетных интегралов . . . . . . . . . . 214
3.1.2. Интегральные представления для степенных сумм 219
3.1.3. Вычисление сумм кратных рядов . . . . . . . . . . 229

3.2. Об условиях разложения целых функций в бесконечное
произведение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

3.3. Аналоги рекуррентных формул Ньютона
для трасцендентных систем уравнений . . . . . . . . . . . 239
3.3.1. Некоторые вспомогательные результаты . . . . . . 240
3.3.2. Аналоги формул Ньютона . . . . . . . . . . . . . . 246

3.4. Трансцендентные системы уравнений треугольного вида . 254
3.4.1. Описание треугольных систем . . . . . . . . . . . . 254
3.4.2. Нахождение вычетных интегралов . . . . . . . . . 258
3.4.3. Степенные суммы и вычетные интегралы . . . . . 263
3.4.4. Нахождение сумм двойных рядов . . . . . . . . . . 274

3.5. Описание систем трансцендентых уравнений специально-
го вида . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280
3.5.1. Специальные системы уравнений . . . . . . . . . . 280
3.5.2. Нахождение вычетных интегралов . . . . . . . . . 283
3.5.3. Вычетные интегралы и степенные суммы корней . 285
3.5.4. Нахождение сумм кратных рядов . . . . . . . . . . 299

3.6. Системы трансцендентных уравнений
общего вида . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305
3.6.1. Уравнения общего вида . . . . . . . . . . . . . . . . 305
3.6.2. Вспомогательные результаты . . . . . . . . . . . . . 310
3.6.3. Некоторые интегральные формулы . . . . . . . . . 314
3.6.4. Разделяющие циклы . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317
3.6.5. Алгебраические системы уравнений . . . . . . . . . 320
3.6.6. Трансцендентные системы уравнений . . . . . . . . 323
3.6.7. Примеры . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326

3.7. Схемы исключения неизвестных из систем трансцендент-
ных уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
3.7.1. Исключение неизвестных на основе результанта . . 330
3.7.2. Исключение неизвестных на основе формул для

степенных сумм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335

353



Глава 1

Алгебраические и трансцендентные
уравнения на комплексной

плоскости

1.1.Логарифмический вычет

Сначала напомним некоторые факты из комплексного анализа. Все
определения и утверждения этого параграфа можно найти в классиче-
ских учебниках по теории функций одного комплексного переменного
[56, 74, 107].

Пусть C — поле комплексных чисел. Элементы z ∈ C имеют вид
z = x + iy, где x, y — вещественные числа (x, y ∈ R), а i есть мнимая
единица (i2 = −1);

|z| = (x2 + y2)1/2, z̄ = z − iy, Re z = x, Im z = y.

Можно также представить комплексные числа в тригонометриче-
ской форме: z = r(cosφ + i sinφ), где r = |z|, а φ = Arg z. Аргумент
комплексного числа определяется с точностью до слагаемого, кратного
2π. В силу формулы Эйлера комплексное число можно также предста-
вить в экспоненциальной форме: z = reiφ.

Топология поля C дается метрикой d(z, w) = |z − w|. Как обычно,
область D ⊂ C это открытое связное множество, а компакт K ⊂ C это
замкнутое ограниченное множество. Обозначим через C(F ) класс ком-
плексно значных непрерывных функций, определенных на множестве
F .
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Напомним, что комплексно значная функция f голоморфна в обла-
сти D, если для каждой точки z0 ∈ D существует степенной ряд вида

∞∑
n=0

cn(z − z0)
n,

который сходится к f в некотором круге радиуса r > 0 с центром в
точке z0. Далее будем обозначать этот круг через Ur(z0). Например,
любой полином

P (z) = a0 + a1z + . . .+ anz
n

(aj ∈ C, j = 0, 1, . . . , n) является голоморфной функцией на комплекс-
ной плоскости C, а любая рациональная функция R(z) = P (z)/Q(z) (P
и Q — полиномы) голоморфна в C за исключением точек, в которых
знаменатель Q равен нулю.

Функции f(z) = |z| и φ(z) = z̄ не являются голоморфными в любой
области D.

Элементарные функции, определенные для вещественных значений,
аргумента продолжаются до голоморфных функций (в некоторые об-
ласти) с помощью их тейлоровских разложений. Например, функции

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
, sin z =

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
, cos z =

∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
.

Более того, эти ряды сходятся во всей плоскости C.
Фундаментальную роль в теории функций играет теорема Коши.

Пусть функция f голоморфна в ограниченой области D и непрерывна
в ее замыкании D. Предположим, что граница ∂D области D состоит из
конечного числа гладких кривых (каждая γ входит в ∂D с ориентацией
такой, что при обходе вдоль этой кривой γ область D остается слева).
Если

f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

где u, v есть вещественно значные функции (z = x+ iy), то

f(z)dz = (u+ iv)(dx+ idy) = udx− vdy + i(udy + vdx).
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Поэтому мы можем определить∫
γ

f(z)dz

(γ есть кривая с заданной ориентацией) как∫
γ

f(z)dz =

∫
γ

(udx− vdy) + i

∫
γ

(udy + vdx)

(криволинейный интеграл второго рода).

Теорема 1.1.1 (Коши). При сделанных предположениях интеграл∫
∂D

f(z)dz = 0.

Теорема Коши есть в действительности следствие того факта, что
голоморфная функция f удовлетворяет уравнениям Коши–Римана:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(f = u+ iv).

Если мы определим формальные производные функции f следую-
щим образом:

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
=

1

2

(
∂u

∂x
+
∂v

∂y

)
+

1

2
i

(
−∂u
∂y

+
∂v

∂x

)
,

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
=

1

2

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
+

1

2
i

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
,

тогда уравнения Коши–Римана могут быть записаны более выразитель-
но:

∂f

∂z̄
= 0.

Пусть функция f голоморфна в круге UR(a) с центром в точке a,
исключая (быть может) саму точку a, и пусть γr — граница Ur(a), где
0 < r < R, γr ⊂ UR(a). Ориентация γr задана обходом против часовой
стрелки.
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Локальный вычет
res
a
f

функции f в точке a определяется по формуле

res
a
f =

1

2πi

∫
γr

f(z)dz.

Теорема Коши показывает, что res
a
f не зависит от радиуса r.

Пример 1.1.1. Найдем

res
a
(z − a)n,

где n — целое число (n ∈ Z). Рассмотрим следующую параметризацию
γr : z = a + reiφ, 0 6 φ 6 2π. Тогда (z − a)n = rneinφ, а dz = ireiφdφ на
γr (мы использовали экспоненциальную форму комплексного числа z).
Тогда ∫

γr

(z − a)ndz = irn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)φdφ =

= ir(n+1)

∫ 2π

0

(cos(n+ 1)φ+ i sin(n+ 1)φ)dφ = 0,

если n+ 1 ̸= 0. При n = −1 получаем∫
γr

dz

z − a
= i

∫ 2π

0

dφ = 2πi.

Поэтому res
a
(z − a)n = 0, если n ̸= −1, и res

a
(z − a)−1 = 1.

Появление множителя 1/(2πi) в определении вычета связано с тем
фактом, что ∫

γr

dz

z − a
= 2πi.

Рассмотрим для f(z) разложение в ряд Лорана:

f(z) =
+∞∑

n=−∞

cn(z − a)n,

8



сходящийся в Ur(a), кроме самой точки a. Используя пример 1.1.1, по-
лучам

res
a
f =

1

2πi

∫
γr

f(z)dz =
1

2πi

+∞∑
n=−∞

cn

∫
γr

(z − a)ndz = c−1.

Отсюда вычет
res
a
f = c−1,

т.е. вычет функции равен коэффициенту при z−1 в разложении Лорана
с центром в точке a функции f . Это свойство является основным при
вычислении вычета.

Логарифмический вычет есть специальный случай вычета. Он тес-
но связан с числом нулей функции. Пусть f — голоморфная функция
в круге UR(a), и пусть a — корень уравнения f(z) = 0 (т. е. пусть a —
нуль функции f). Если f(z) = (z − a)nφ(z), где φ голоморфна в UR(a),
и φ(a) ̸= 0, тогда число n называется кратностью нуля a функции
f . Если n = 1, тогда ноль a называется простым (он характеризуется
условием, что f ′(a) ̸= 0). Пусть функция h голоморфна в UR(a). Лога-
рифмический вычет функции h в точке a определяется интегралом

1

2πi

∫
γr

hdf

f
=

1

2πi

∫
γr

hf ′dz

f
= res

a

hf ′

f
,

где, как и раньше, γr — окружность радиуса r с центром в точке a,
лежащая в UR(a). Название "логарифмический" отражает тот факт,

что отношение
f ′

f
есть логарифмическая производная (ln f)′ функции

f .
Если a — нуль кратности n функции f , тогда f(z) = (z − a)nφ(z)

and φ(a) ̸= 0. Следовательно,

f ′(z)

f(z)
=
n(z − a)n−1φ(z) + (z − a)nφ′(z)

(z − a)nφ(z)
=

n

z − a
+
φ′(z)

φ(z)
;

res
a

hf ′

f
=

n

2πi

∫
γr

h(z)dz

(z − a)
+

1

2πi

∫
γr

h(z)φ′(z)dz

φ(z)
.

9



Поскольку φ(a) ̸= 0, то можно считать, что φ ̸= 0 in UR(a). Поэтому
функция hφ′/φ голоморфна в UR(a), так что по теореме Коши∫

γr

hφ′

φ
dz = 0.

Разлагая h в ряд Тейлора в UR(a), получаем

h(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n (c0 = h(a)).

Следовательно,

h(z)

z − a
=

∞∑
n=0

cn(z − a)n−1 =
h(a)

z − a
+

∞∑
n=0

cn+1(z − a)n

поэтому (см. пример 1.1.1.)∫
γr

h(z)dz

z − a
= h(a)2πi.

Так что получаем

res
a

hf ′

f
= nh(a).

В частности,

res
a

f ′

f
= n,

если h ≡ 1.
Отсюда, используя теорему Коши, получаем теорему о логарифми-

ческом вычете. Пусть D — область, ограниченная конечным числом
гладких кривых (ориентированных таким же образом, как и в теореме
Коши). Пусть функция h голоморфна в D и непрерывна на D, а функ-
ция f голоморфна в окрестности D. Далее предположим, что f ̸= 0 на
∂D. Тогда f имеет конечное число нулей в D. Обозначим это множе-
ство через Ef . Если a — нуль кратности n, тогда предполагается, что n
копий a содержатся в Ef .
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Теорема 1.1.2 (о логарифмическом вычете). Таким образом,
при сделанных предположениях справедлива формула

1

2πi

∫
∂D

h
df

f
=
∑
a∈Ef

res
a

hf ′

f
=
∑
a∈Ef

h(a). (1.1.1.)

Следствие 1.1.1. Если N есть число нулей f в области D (каж-
дый нуль считается столько раз, какова его кратность), то

N =
1

2πi

∫
∂D

df

f
. (1.1.2.)

В качестве приложения этого следствия не трудно получить теорему
Руше.

Пусть область D такая же, как в теореме Коши.

Теорема 1.1.3 (Руше). Если f и g голоморфны в окрестности за-
мыкания D и для всех z ∈ ∂D справедливо неравенство

|f(z)| > |g(z)|,

тогда функции f и f + g имеют одинаковое число нулей в D.

Доказательство. Рассмотрим функции f + tg, где t ∈ [0, 1]. Из условия
теоремы получаем

|f + tg| > |f | − t|g| > 0

на ∂D. Следовательно, функции f+ tg ̸= 0 на ∂D, и поэтому они имеют
конечное число нулей в D. По следствию 1.1.1 интеграл

1

2πi

∫
∂D

d(f + tg)

f + tg

есть целое число. Но этот интеграл является непрерывной функцией по
t ∈ [0, 1], поэтому ∫

∂D

d(f + tg)

f + tg
≡ const,∫

∂D

df

f
=

∫
∂D

d(f + g)

f + g
.
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Пример 1.1.2. Из теоремы Руше легко получается основная теорема
алгебры многочленов: каждый полином P (z) степени n имеет с учетом
их кратностей точно n комплексных корней.

Действительно, пусть

P (z) = a0z
n + . . .+ an, f(z) = a0z

n,

а
g(z) = a1z

n−1 + . . .+ an.

Тогда P (z) = f(z) + g(z). По лемме о модуле старшего члена имеем
|f(z)| > |g(z)|, если |z| > R (здесь R — достаточно большое положи-
тельное число).

Так как неравенсто |f(z)| > |g(z)| выполняется на γR, то по теореме
Руше полиномы f и P имеют одинаковое число корней в круге UR(0).
Но полином f(z) = a0z

n имеет точно n корней (с учетом кратности) в
UR(0). (Точка z = 0 — корень порядка n уравнения f(z) = 0).

1.2. Рекуррентные формулы Ньютона

1.2.1. Рекуррентные формулы Ньютона для полиномов
Рекуррентные формулы Ньютона связывают между собой коэффици-
енты полинома и степенные суммы его корней. Эти формулы можно
найти, например, в [29, 64]. Доказательство, приведенное здесь, основа-
но на интегральной теореме Коши 1.1.1 и теореме о логарифмическом
вычете 1.1.2. Рассмотрим также обобщение этих формул Ньютона на
более широкий класс функций.

Пусть полином P (z) имеет вид

P (z) = zn + b1z
n−1 + . . .+ bn−1z + bn.

Обозначим через z1, z2, . . . , zn его корни (с учетом кратности, поэтому
некоторые из них могут повторяться). Степенная сумма Sk определяет-
ся так

Sk = zk1 + · · ·+ zkn, k ∈ N,
а S0 = n.
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Теорема 1.2.1 (рекуррентные формулы Ньютона). Степенные
суммы Sk и коэффициенты bj связаны соотношениями:

Sj + Sj−1b1 + Sj−2b2 + . . .+ S1bj−1 + jbj = 0, если 1 6 j 6 n,

и Sj + Sj−1b1 + . . .+ Sj−nbn = 0, если j > n.
(1.2.1.)

Доказательство. Выберем число R > 0 так, чтобы все корни zk поли-
нома P (z) лежали в круге UR(0), и рассмотрим интеграл

J =

∫
γR

P ′(z)dz

zj
.

С одной стороны,

J =
n∑

k=1

∫
γR

bn−kkz
k−1dz

zj
=

n∑
k=1

kbn−k

∫
γR

zk−j−1dz.

Следовательно, если j > n или j 6 0, то J = 0, а если 1 6 j 6 n, то
J = 2πibn−j (см. пример 1.1.1). С другой стороны,

J =

∫
γR

PdP

zjP
=

n∑
k=0

bn−k

∫
γR

zk−j dP

P
.

Если k − j > 0, то по теореме 1.1.2 о логарифмическом вычете∫
γR

zk−j dP

P
= 2πiSk−j.

Если k − j = 0, тогда ∫
γR

dP

P
= (2πi)n.

В случае k− j < 0 сделаем замену переменных z = 1/w в интеграле∫
γR

zk−j dP

P
.

Окружность γR перейдет в окружность γ1/R с противоположной ориен-
тацией, поэтому

P (z) −→ P (1/w) =
1

wn

(
n∑

j=0

bn−jw
n−j

)
(b0 = 1),
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P ′(z) −→ P ′
(
1

w

)
=

1

wn−1

(
n∑

j=0

jbn−jw
n−j

)
,

dz → − 1

w2
dw.

Следовательно,

∫
γR

zk−j dP

P
=

∫
γ1/R

wj−k−1
n∑

j=1

jbn−jw
n−j

n∑
j=0

bn−jwn−j

dw.

Так как все корни полинома P (z) лежат в круге UR(0), то корни
полинома

wnP

(
1

w

)
лежат вне круга U1/R(0). Поскольку j − k − 1 > 0, то подынтегральная
функция в последнем интеграле голоморфна в U1/R(0), так что по тео-
реме Коши этот интеграл равен нулю. Отсюда получим (при 1 6 j 6 n):

jbn−j = nbn−j +
n∑

k=j+1

bn−kSk−j,

т.е.

(n− j)bn−j + bn−j−1S1 + bn−j−2S2 + . . .+ b1Sn−j−1 + Sn−j = 0

(напомним, что b0 = 1). Если j 6 0, то
n∑

k=0

bn−kSk−j = 0,

т.е.
bnS−j + bn−1S1−j + . . .+ b1Sn−1−j + Sn−j = 0.

Формулы (1.2.1.) позволяют найти степенные суммы корней с по-
мощью коэффициентов полинома P . И обратно, они позволяют найти
коэффициенты полинома P (z) с помощью степенных сумм Sk.
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Пример 1.2.1. Пусть P (z) = z2 + b1z + b2, а его степенные суммы
S1 и S2 заданы. Тогда из (1.2.1.) получаем S1 + b1 = 0 для j = 1, т.е.
b1 = −S1, а S2 + S1b1 + 2b2 = 0 для j = 2, поэтому

2b2 = −S2 − S1b1 = −S2 + S2
1 , b2 = (−S2 + S2

1)/2.

Эти формулы показывают, для каждого множества чисел S1, . . . , Sn

существует полином P с данными степенными суммами S1, . . . , Sn.
Следующие формулы Варинга также часто используются [98].

Теорема 1.2.2 (формулы Варинга). Справедливы соотношения

Sk = (−1)k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 1 0 . . . 0
2b2 b1 1 . . . 0
3b3 b2 b1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
kbk bk−1 bk−2 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.2.2.)

bk =
(−1)k

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S1 1 0 . . . 0
S2 S1 2 . . . 0
S3 S2 S1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
Sk Sk−1 Sk−2 . . . S1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1.2.3.)

для 1 6 k 6 n.

Доказательство. Умножим второй столбец в определителе (1.2.3.) на
b1, третий — на b2 и т.д., затем их прибавим к первому столбцу. По
формулам Ньютона (1.2.1.) получим определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 . . . 0
0 S1 2 . . . 0
0 S2 S1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

−kbk Sk−1 Sk−2 . . . S1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)kk!bk.

Для получения (1.2.2.) нужно умножить второй столбец в (1.2.2)
на S1, третий — на S2 и т.д., а затем сложить их с первым столбцом.
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Используя формулы (1.2.1.), находим, что∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 . . . 0
0 b1 1 . . . 0
0 b2 b1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
−Sk bk−1 bk−2 . . . b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)kSk.

1.2.2. Рекуррентные формулы Ньютона для целых функций
В дальнейшем нам будут нужны рекуррентные формулы Ньютона для
более широкого класса функций, чем полиномы, и мы будем иметь дело
с соответствующими степенными суммами Sk с k < 0.

Доказательство этих формул может быть получено так же, как для
формулы (1.2.1.). Но мы приведем другой подход.

Пусть функция f(z) голоморфна в окрестности UR(0) и f(z) ̸= 0
в UR(0). Тогда можем рассмотреть функцию g(z) = ln f(z), выбрав
главное значение логарифма (т.е. ln 1 = 0). Функция g(z) (можно счи-
тать) также голоморфна UR(0). Предположим, что разложение Тейлора
функций f и g имеет вид

f(z) = b0 + b1z + . . .+ bkz
k + . . . ,

g(z) = ln f(z) = a0 + a1z + . . .+ akz
k + . . . ,

b0 ̸= 0 и ln b0 = a0.

Лемма 1.2.1. Справедливы следующие рекуррентные
соотношения:

k−1∑
j=0

(k − j)bjak−j = kbk, k > 1. (1.2.4.)

Более того,

ak =
(−1)k−1

kbk0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b0 0 . . . 0
2b2 b1 b0 . . . 0
3b3 b2 b1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
kbk bk−1 bk−2 . . . b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (1.2.5.)
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bk =
b0
k!

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 −1 0 . . . 0
2a2 a1 −2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
kak (k − 1)ak−1 (k − 2)ak−2 . . . a1

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.2.6.)

Доказательство. Так как

f(z) = eg(z) = b0 + b1z + . . .+ bkz
k + . . . ,

то
f(z)g′(z) = b1 + 2b2z + . . .+ kbkz

k−1 + . . . .

Отсюда получаем

∞∑
j=0

bjz
j

∞∑
s=1

sasw
s−1 =

∞∑
k=1

kbkz
k−1.

Умножая ряды и приравнивая коэффициенты при равных степенях по
z имеем (1.2.4.). Для получения формул (1.2.5.) и (1.2.6.), аналогов фор-
мул Варинга, нужно использовать вместо (1.2.1.) формулы (1.2.4.).

Функция f(z) называется целой, если она голоморфная во всей ком-
плексной плоскости. Целая функция называется трансцендентной, ес-
ли последовательность ее коэффициентов Тейлора содержит бесконеч-
ное число ненулевых элементов, т.е. она не является полиномом.

Предположим, что функция f(z) есть целая функция вида

f(z) =
∞∏
j=1

(
1− z

cj

)
с константами cj ̸= 0, j = 1, 2, . . . , и ряд

∞∑
j=1

1

|cj|

сходится. (Сходимость данного ряда гарантирует сходимость бесконеч-
ного произведения.) Условие на сходимость этого ряда влечет, что функ-
ция f является целой функцией первого порядка роста минимального
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типа (см. 1.4). Обозначим через σk степенные суммы вида

σk =
∞∑
j=1

1

ckj
, k > 1.

Эти ряды также сходятся, и мы получим

f ′

f
=

∞∑
j=1

1

z − cj
.

Отсюда следует, что

k!ak =
dk ln f

dzk
(0) = −(k − 1)!σk,

т.е. kak = −σk, и (используя лемму 1.2.1) приходим к следующему
утверждению ([18, §2]).

Теорема 1.2.3 (формулы Ньютона для целых функций). Справед-
ливы равенства

k−1∑
j=0

bjσk−j + kbk = 0, k > 1. (1.2.7.)

Более того,

σk =
(−1)k

bk0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b0 0 . . . 0
2b2 b1 b0 . . . 0
3b3 b2 b1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
kbk bk−1 bk−2 . . . b1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

bk =
(−1)k

k!
b0

∣∣∣∣∣∣∣∣
σ1 1 0 . . . 0
σ2 σ1 2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
σk σk−1 σk−2 . . . σ1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
В частности, эти формулы справедливы для полиномов. Если f —

это полином, то формула (1.2.7.) есть в действительности (1.2.1.), но
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в (1.2.7.) σk = S−k и порядки коэффициентов f в (1.2.1.) и в (1.2.7.)
противоположны.

Пример 1.2.2. Рассмотрим функцию

f(z) =
sin

√
z√

z
=

∞∑
k=0

(−1)kzk

(2k + 1)!
=

∞∏
k=1

(
1− z

π2k2

)
.

Тогда

bk =
(−1)k

(2k + 1)!
,

σk =
1

π2k

∞∑
n=1

1

n2k
=

1

π2k
ζ(2k),

где ζ(w) — дзета функция Римана.
Формулы (1.2.7.) дают соотношения между bk и ζ(2k). В частности,

они позволяют вычислить ζ(2k). Принимая во внимания, что ζ(2k) так-
же связаны с числами Бернулли

Bk =
2(2k)!

(2π)2k
ζ(2k) =

(2k)!

22k−1
σk,

приходим к формуле

Bk =
(−1)k(2k)!

22k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣
− 1

3!
1 0 . . . 0

2
5!

− 1
3!

1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

k(−1)k

(2k+1)!
(−1)k−1

(2k−1)!
. . . . . . − 1

3!

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Тем самым мы приходим к классическим соотношениям.

1.3.Локализация вещественных корней полиномов

Опишем нахождение числа вещественных корней полиномов на интер-
вале: методом Эрмита, Штурма, по правилу знаков Декарта, теореме
Бюдана–Фурье.

Эти методы можно найти в [24, 29], а их дальнейшее развитие, на-
пример, в [28, 85].
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Сначала рассмотрим метод Эрмита или метод квадратичных форм
для определения различных вещественных корней полинома P с ве-
щественными коэффициентами. Начнем с некоторых понятий в теории
квадратичных форм.

Пусть

Sn(x, x) =
n∑

j,k=1

sjkxjxk

есть квадратичная форма. Ее матрица

Sn = ||sjk||nj,k=1

является симметрической (т.е. sjk = skj для всех k, j), и члены матри-
цы sjk вещественные. Ранг r квадратичной формы Sn(x) равен рангу
матрицы Sn. Квадратичная форма Sn(x, x) может быть представлена в
виде суммы квадратов разными способами. Рассмотрим представление
для Sn(x, x) вида

Sn(x, x) =
r∑

j=1

ajy
2
j , где aj ∈ R, а yj =

n∑
k=1

skjxk,

где линейные формы y1, . . . , yr линейно незавимы. Обозначим µ — число
положительных коэффициентов aj, а ν — число отрицательных коэф-
фициентов aj. Тогда принцип инерции для квадратичных форм утвер-
ждает, что µ и ν не зависят от представления Sn(x, x) в виде суммы
независимых квадратов. Более того µ+ ν = r, а число µ− ν называется
сигнатурой квадратичной формы Sn(x, x).

Обозначим через

Dk = det ||sjs||kj,s=1, k = 1, . . . r,

— главные миноры матрицы Sn.

Теорема 1.3.1 (Якоби). Пусть Sn(x, x) — квадратичная форма с
ненулевыми минорами Dk, k = 1, . . . , r. Тогда число µ положитель-
ных квадратов и число ν отрицательных квадратов Sn(x, x) совпада-
ет, соответственно, с числом P постоянств знака и числом V пе-
ремен знака в ряду чисел 1, D1, . . . , Dr. Более того, сигнатура формы
равна σ = r − 2V .
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Теорема Якоби может быть обобщена на случай, когда некоторые из
определителей Dk обращаются в 0 [24, гл. 10].

Если b1, . . . , bk ненулевые вещественные числа, тогда число посто-
янств знака в этой последовательности будем обозначать P (b1, . . . , bk),
а число перемен знака — через V (b1, . . . , bk). Ясно, что P + V = k −
1. Теорема Якоби утверждает, что сигнатура формы равна σ = r −
2V (1, D1, . . . , Dr).

Предположим, что

P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + . . .+ an

— полином с вещественными коэффициентами. Если надо определить
число (различных) вещественных корней полинома P , то можно (для
этого) разделить полином P на наибольший общий делитель P и его
производной P ′ (используя алгоритм Евклида) для устранения крат-
ных корней, но в данном случае мы делать этого не будем. Предполо-
жим, что полином P (z) имеет различные корни α1, . . . , αq кратностей
n1, . . . , nq соответственно. Поэтому P (z) имеет разложение

P (z) = a0(z − α1)
n1 . . . (z − αq)

nq , n1 + . . .+ nq = n,

а степенные суммы

sk =

q∑
j=1

njα
k
j .

Рассмотрим квадратичную форму

Sm(x) =
m−1∑
j,k=0

sj+kxjxk,

где m есть число такое, что m > q (например, m = n).

Теорема 1.3.2 (Эрмит). Число различных корней полинова P (z)
равно рангу формы Sm(x), а число различных вещественных корней рав-
но сигнатуре формы Sm(x).
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Доказательство. Из определения степенных сумм sk и формы Sm по-
лучим

Sm(x, x) =
m−1∑
j,k=0

q∑
p=1

npα
j+k
p xjxk =

=

q∑
p=1

np(x0 + αpx1 + α2
px2 + . . .+ αm−1

p xm−1)
2 =

q∑
p=1

npy
2
p, (1.3.1.)

где yp = x0+αpx1+α
2
px2+. . .+α

m−1
p xm−1. Эти линейные формы y1, . . . , yq

линейно независимы, поскольку определитель, составленный из их ко-
эффициентов, есть определитель Вандермонда, поэтому он не равен ну-
лю (здесь мы используем тот факт, что числа α1, . . . , αq различные).
Следовательно, ранг Sm(x, x) = q. Но, в общем, коэффициенты в yp мо-
гут быть комплексные, и тогда представление Sm(x, x) в виде суммы
квадратом нуждается в объяснении.

В представлении (1.3.1.) положительному квадрату npy
2
p соответ-

ствует вещественный корень αp. Комплексные корни входят парами αp

и ᾱp, и, следовательно, можем написать yp = up + ivp, где up и vp веще-
ственные. Отсюда получим

y2p = u2p − v2p + 2iupvp.

Для сопряженного корня ᾱp имеем

ȳp = up − ivp, ȳ2p = u2p − v2p − 2iupvp,

и, следовательно, npy
2
p + npȳ

2
p = 2npu

2
p − 2npv

2
p.

Это показывает, что каждой паре сопряженных корней соответству-
ет один положительный и один отрицательный квадрат. Новые линей-
ные вещественные формы в представлении (1.3.1.) будут также линейно
независимыми.

Используя теорему Якоби 1.3.1, получаем предложение 1.3.1.

Следствие 1.3.1. Пусть D0 = 1, D1 = s0 = n,

D2 =

∣∣∣∣ n s1
s1 s2

∣∣∣∣ , . . . , Dr =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n s1 . . . sr−1

s1 s2 . . . sr
. . . . . . . . . . . .
sr−1 sr . . . s2r−2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Если Dj ̸= 0, j = 0, . . . , r, тогда число различных вещественных корней
полинома P (z) равно

r − 2V (D0, D1, . . . , Dr).

В частности, справедливо

Следствие 1.3.2. Полином P (z) имеет только вещественные кор-
ни, тогда и только тогда, когда все определители Dj > 0, 0 6 j 6 r.

Найдем условие того, что полином P (z) имеет только чисто мнимые
корни. На языке инноров, его можно найти в [85, §2.4].

Пусть корни P — чисто мнимые ±iγj, γj ∈ R, тогда полином P (z)
будет содержать только четные степени z. Действительно, в разложении
P на множители произведение

(z − iγj)(z + iγj) = z2 + γ2j .

Так что данное произведение зависит от z2. Поэтому полином P (z) при-
мет вид:

P (z) =
2n∑
k=0

ckz
k =

n∑
k=0

c2kz
2k, (1.3.2.)

т.е. коэффициенты с нечетными номерами равны 0. Рассмотрим поли-
ном

Q(w) =
n∑

k=0

c2kw
k.

Его корнями являются числа −γ2n и только они. Поэтому Q(w) имеет
только вещественные нули. Степенными суммами его корней с номером
k служат степенные суммы полинома P (z) с номером 2k. Отсюда и из
следствия 1.3.2 получаем утверждение

Следствие 1.3.3. Для того, чтобы полином P (z) имел чисто мни-
мые корни необходимо и достаточно, чтобы он разлагался только по
четным степеням, т.е. имел вид (1.3.2.) с положительными коэффи-
циентами c2k и все определители

∆j =

∣∣∣∣∣∣∣∣
n s2 . . . s2(r−1)

s2 s4 . . . s2r
. . . . . . . . . . . .
s2(r−1) s2r . . . s4r−4

∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0, 0 6 j 6 r.
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Пример 1.3.1. Пусть P (x) = x2 + px + q, n = 2. Тогда получаем
квадратичную форму

S2(x, x) =
1∑

j,k=0

sj+kxjxk.

Сначала найдем s0, s1, s2. По формулам (1.2.1.) имеем s0 = 2, s1+p =
0, s1 = −p, s2 + S1p+ 2q = 0, s2 = p2 − 2q. Тогда получаем матрицу

A = ||sj+k||1j,k=0 =

∥∥∥∥ 2 −p
−p p2 − 2q

∥∥∥∥
с минорами

D0 = 1, D1 = 2, D2 = p2 − 4q,

и, следовательно,

V (1, 2, p2 − 4q) = 0, если p2 − 4q > 0

V (1, 2, p2 − 4q) = 1, если p2 − 4q < 0

Приходим к хорошо известному выводу: если p2 − 4q > 0, то P (x)
имеет два различных вещественных корня, если p2 − 4q < 0, то P (x) не
имеет вещественных корней.

Квадратичная форма Sm(x, x) является ганкелевой формой, и, сле-
довательно, теорема Якоби может быть обобщена на случай, когда неко-
торые главные миноры равняются нулю. Следствие 1.3.1 также может
быть обобщено [24, гл. 10, § 10; гл. 16, § 10].

Метод Эрмита может быть применен к другим проблемам, связан-
ным с локализацией корней [28].

Вернемся к вопросу об определении числа вещественных корней ве-
щественного полинома P на интервале (a, b). Это число может быть вы-
числено с помощью теоремы о логарифмическом вычете 1.1.2. Действи-
тельно, если γ есть кривая, обходящая сегмент [a, b] и не содержащая
комплексных корней полинома P , тогда по формуле (1.1.2) получаем

1

2πi

∫
γ

dP

P
= N, (1.3.3.)
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