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1. ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÜ

È ×ÀÑÒÍÛÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

�1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ôóíêöèé

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïîíÿòèå ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé íå îõâàòûâàåò âñå çàâèñèìî-

ñòè, ñóùåñòâóþùèå â ïðèðîäå. Äàæå â ñàìûõ ïðîñòûõ çàäà÷àõ âñòðå÷à-

þòñÿ âåëè÷èíû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ çíà÷å-

íèé íåñêîëüêèõ âåëè÷èí.

Ïëîùàäü S ïðÿìîóãîëüíèêà, äëèíû ñòîðîí êîòîðîãî ðàâíû a è b,

âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé S=ab. ×èñëîâîå çíà÷åíèå S îïðåäåëÿåòñÿ ïðî-

èçâåäåíèåì âåëè÷èí a è b. Îáúåì V ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ

ðåáðàìè, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû a, b è c, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé V =abc,

ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèå V îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ çíà÷åíèé a, b è

c. Òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ è

ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, âû÷èñëÿåìûõ ïðè ïîìîùè ôîðìóë.

Âòîðûì ïðèìåðîì, ïðèâîäÿùèì íàñ ê ïîíÿòèþ ôóíêöèè íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè-

ñóùèõ ôèçè÷åñêîìó îáúåêòó ëþáîé ðàçìåðíîñòè. Ïðèìåðàìè òàêèõ ïà-

ðàìåòðîâ ìîãóò ñëóæèòü: òåìïåðàòóðà T , äàâëåíèå P , ïëîòíîñòü ρ è òàê

äàëåå. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ðå÷ü èäåò î ôóíêöèè òî÷êè M , ïðè-

íàäëåæàùåé íåêîòîðîìó ôèçè÷åñêîìó òåëó, T =f(M), P =f(M) è òàê

äàëåå.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ïîäîáíûõ çàâèñèìîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïî-

íÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ îïðåäåëåíèé è èëëþñòðèðóþ-

ùèõ ïðèìåðîâ äëÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ,
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íàïîìíèì ñïåöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñèìâîëû, êîòîðûå áóäåì èñïîëü-

çîâàòü äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé:

∀ � îçíà÷àåò �äëÿ ëþáîãî�, �äëÿ âñÿêîãî� (êâàíòîð âñåîáùíîñòè);

∃ � îçíà÷àåò �ñóùåñòâóåò�, �íàéäåòñÿ� (êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ);

: � îçíà÷àåò �èìååò ìåñòî�, �òàêîå ÷òî�, �âûïîëíÿåòñÿ�;

∈ � ñèìâîë ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà ìíîæåñòâó;

⊂ � îçíà÷àåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå.

Íàïðèìåð, êðàòêàÿ çàïèñü ïðè ïîìîùè êâàíòîðîâ � ∀x∈A :B,

îçíà÷àåò: �äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà x, ïðèíàäëåæàùåãî ìíîæåñòâó A âû-

ïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå B�.

Íàïîìíèì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ:

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, N={1, 2, 3, . . . };
Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, Z={0,±1,±2,±3, . . . };
R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

R2 �ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;

R2 ={(x, y) | x∈R, y∈R}.
Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ R3 � ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê äåé-

ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è Rn � ïðîñòðàíñòâî ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè n.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ðàññìîòðèì ñ íàè-

áîëåå íàãëÿäíîãî ñëó÷àÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî D∈R2 òî-

÷åê P (x, y). Ñîîòâåòñòâèå f , êîòîðîå êàæäîé ïàðå (x, y)∈D ñîïîñòàâëÿåò

îäíî è òîëüêî îäíî ÷èñëî z∈R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåí-

íûõ x è y, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå D⊂R2 ñî çíà÷åíèÿìè íà ìíîæå-

ñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Çàïèñûâàåòñÿ äàííîå ñîîòâåòñòâèå â âèäå

z=f(x, y),

ïðè ýòîì x è y íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (àðãó-

ìåíòàìè), z � ôóíêöèåé (çàâèñèìîé ïåðåìåííîé). Òàêæå äëÿ çàïèñè
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ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: z=f(P ),

z=f(P (x, y)).

Ôóíêöèÿ z=f(x, y) ìîæåò áûòü çàäàíà àíàëèòè÷åñêè (ôîðìóëîé)

èëè êàêèì-ëèáî èíûì ñïîñîáîì: íàïðèìåð, â âèäå òàáëèöû, êàêîé-ëèáî

ñëîâåñíîé ôîðìóëèðîâêè, ãðàôè÷åñêè è ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ìíîæåñòâî ïàð (x, y), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâó-

åò çíà÷åíèå ôóíêöèè z=f(x, y), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

äàííîé ôóíêöèè, îáîçíà÷àåòñÿ äàííîå ìíîæåñòâî D(f) èëè D(z).

Ï ð è ì å ð 1.1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

z=ln(1−x2−y2).

Ðåøåíèå. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè ïî-

ëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, ïîýòîìó ôóíêöèÿ z=ln(1−x2−y2)

îïðåäåëåíà, åñëè 1−x2− y2>0 èëè x2 + y2<1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî

çàäàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè:

D(z)={(x, y)∈R2 | x2 +y2<1}.

Íà ïëîñêîñòè Oxy åìó ñîîòâåòñòâóåò âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà 1 ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (ðèñ. 1.1).

Ï ð è ì å ð 1.2. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

z =
√
x2−4+

√
y2−1.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ èìååò ñìûñë, êîãäà ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ

íåîòðèöàòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ äâóìÿ

íåðàâåíñòâàìè: x2−4≥0 è y2−1≥0. Íà ïëîñêîñòè Oxy èì ñîîòâåòñòâóåò

ìíîæåñòâî D(z)={(x, y)∈R2
∣∣ |x|≥2, |y|≥1} (ðèñ. 1.2).

Ï ð è ì å ð 1.3. Äëÿ ôóíêöèè z=x2 +y îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ,

î÷åâèäíî, áóäåò âñÿ ïëîñêîñòü Oxy, òàê êàê íåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.1 ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ áåç çàòðóäíåíèé ðàñ-
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1

1

x

y

Ðèñ. 1.1

−2 2
−1

1
x

y

Ðèñ. 1.2

ïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Ω∈Rn òî-

÷åê P (x1, x2, . . . , xn). Ñîîòâåòñòâèå f , êîòîðîå êàæäîìó óïîðÿäî÷åííîìó

íàáîðó êîîðäèíàò (x1, x2, . . . , xn)∈Ω ñîïîñòàâëÿåò îäíî è òîëüêî îäíî

÷èñëî u∈R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, îïðå-

äåëåííîé íà ìíîæåñòâå Ω⊂Rn ñî çíà÷åíèÿìè íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëü-

íûõ ÷èñåë. Çàïèñûâàåòñÿ äàííîå ñîîòâåòñòâèå â âèäå

u=f(x1, x2, . . . , xn),

ïðè ýòîì x1, x2, . . . , xn, íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

(àðãóìåíòàìè), u � ôóíêöèåé (çàâèñèìîé ïåðåìåííîé). Òàêæå äëÿ çà-

ïèñè ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: u=f(P ),

u=f(P (x1, x2, . . . , xn)).

Âàæíåéøèìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àè ôóíêöèé òðåõ

ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (x, y, z) è òðåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðå-

ìåííûõ ñ äîáàâëåíèåì âðåìåííîé ïåðåìåííîé (x, y, z, t):

u=f(x, y, z),

u=f(x, y, z, t),
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Äàëåå çàïèøåì îáîáùåííîå íà ñëó÷àé n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn îïðå-

äåëåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x1, x2, . . . , xn) ïðîñòðàíñòâà

Rn, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå ôóíêöèè u=f(x1, x2, . . . , xn), íà-

çûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè, îáîçíà÷àåòñÿ äàí-

íîå ìíîæåñòâî D(f) èëè D(u).

Ï ð è ì å ð 1.4. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

u(x, y, z, t)=
√

1−x2 +
√

1−y2 +
√

1−z2 +
√

1− t2.

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, ââèäó ñâîéñòâà

àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ, îïðåäåëåíà äëÿ çíà÷åíèé x, y, z, t, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

−1≤x≤1, −1≤y≤1, −1≤z≤1, −1≤ t≤1

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ÷åòû-

ðåõìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä � �ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü� ÷åòûðåõìåðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà (ïî àíàëîãèè ñ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòüþ íà ïëîñêîñòè:

−1≤x≤1, −1≤y≤1, è ïàðàëëåëåïèïåäîì òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

−1≤x≤1, −1≤y≤1, −1≤z≤1).

Ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûì

ïðåäñòàâèòåëåì ñåìåéñòâà ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïðè ïîëó-

÷åíèè òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ è âûâîäå êîíêðåòíûõ ïðàêòè÷åñêèõ

ôîðìóë. Ðàññìîòðåíèå ëþáîãî âîïðîñà òåîðèè è ïðàêòèêè ìíîãîìåðíîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íà÷èíàåòñÿ ñ ðàçáîðà äàííîãî âîïðîñà â äâó-

ìåðíîì ñëó÷àå. Äîñòèãíóòûé ðåçóëüòàò äàëåå ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ïðî-

èçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

Ãëàâíîé ïðè÷èíîé äàííîé ñèòóàöèè ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíîñòü è ãðàôè-

÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ
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