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��� �' 1

���+������
�� /�	������.
��
�	���� �+/����.

3+������ +���8�	8 �+/����

1.1. +���1��, �'0��$�

*�����
��� ����
�� ���
��� n ��
��
�� ���	
�
�� � n 
���-
	��

���.

���
�
�	��  ������:  ��
� ���
���  n  ��
��
��  ���	
�
��  �  n

���	��

���:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

....
.............................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

(1.1)

$�����
�� 
��
� ��	����
��
� n �
���
�� ) ...,, ,( 00
2

0
1 nxxx  
�-

���, ��
���� �� �
�����
	���� ��
�	����

� 	�� ���	
�
�� ���
�-
��. $���� ��	����
��
� �
���
�� 
���	��
�� ����
��� ���
���.

*�����
��� ����
�� ���
��� (1.1) 
���� ���������: ��
���-

�� ��������, �� )������� 7������ � ��
���� �������
�� 
�-
��	��

�� — ��
���� (�����.

1.1.1. ���$���*1 &#"&"�

���������	�. %�
����� 	��� m · n 
���	��
�� 
������ 	���

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

   2  1

  2  22  21

 1  12  11

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

�
����

�
�

. (1.2)

@���� aij (i = 1, 2, …, m; j = 1, 2, …, n), �������!�� ��
����,

���	��
�� �� �����

���.
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&���
��
�� ��
���� ���	��� �, �,  �, … ��� (aij), (bkl), (cpq), … .
%�
���� 	��� n · n (����� �
��� ��	
� ����� �
�����	) 
���-

	��
�� �	����

��� n-�� �������. " ���

��
�, �	����

�� ��
-
���� n-�� ������� 	���

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100

010
001

�
����

�
�


���	��
�� ���
��
�� � ����
����
�� ���	�� �. E�� 
�� aij = 0,
���� i ≠ j, � aij = 1, ���� i = j.

%�
���� 	���:

(�1, �2, …, �n)


���	��
�� ��
������-�
������, � ��
���� 	���:

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ma

a
a

�
2

1

— ��
������-�
�������.

���������	�. �����	���
��� ��
���� (1.2) 
� ����� λ 
���-
	��
�� ��
���� (λ aij).

@
��� ��
���
� ��
���� 
� ����� λ, 
��� ��
���
� ������
�� �����

 
� �
� �����.

/������� 	��
�� �	���
�� ������!�� ��������
��.

���������	�. �����	���
��� ��
���� � (1.2) 
� ��
����
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⎜
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⎛
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/�������,

.3312
536

)1()3(301)3()2(04)3(10
)1(13211)2(24112

11   4
3  21

30
1   2

⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−−
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⋅−+⋅⋅−+−⋅⋅−+⋅
−⋅+⋅⋅+−⋅+⋅=

=⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−

−⎟⎠
⎞⎜⎝

⎛
−

�����	���
�� ��
��� ����
 ����� 
����� 
����, ����� �����
�
�����	 ���	�� ��
���� ��	
� ����� �
��� 	
���� ��
����.
�����	���
�� ��
��� 
� �����
�
�	
�, 
.�. AB ≠ BA.

���������	�. A��� 	 ��
���� � �����
�	�
� ���
��� �
���� �
�
�����: 1-� �
����� ����
�
� 1-� �
�����, 2-� �
����� — 2-� �
��-
��� � 
.�., 
� ������

�� 	 ������
�
� ��
���� 
���	��
�� 
��
�-
��
���	�

�� �� �

���
�� � ��
���� � � ����
����
�� �
.

/�������, ����

,
30  1
015
12  3

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
−=A  
� .

30  1
012
15  3




⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛
−=A

���������	�. &�������
���� �	����

�� ��
���� (aij) n-��
�������, ��
���� ����
����
�� |aij |, det A ��� Δ 
���	��
�� ���-
��, 	���������� �� )������

∑
=

+−=
n

j
ij

ji
ij MaA

1

)1(det (1.3)

���

,)1(det
1

∑
=

+−=
n

i
ij

ji
ij MaA (1.4)

��� Mij — ��������
��� ��
���� (n – 1)-�� �������, ����������
�� ��
���� � 	������	�
��� i-�� �
���� � j-�� �
�����:

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−

+++−+++

−+−−−−−

+−

+−

nnnjnjnn

nijijiii

nijijiii

njj

nijij

aaaaa

aaaaa
aaaaa

aaaaa
aaaaa

��
�������

��

��
�������

��

��

  
       

  
  

       
  
  

1121

111111211

111111211

212122221

1111211

. (1.5)
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$���� �������, 	������
�� ��������
��� ��
���� n-�� ��-
����� �	���
�� � 	������
�� ��������
���� ��
��� (n – 1)-��
�������, ��
����, 	 �	�� �������, 	������
�� ����� ��������
�-
�� ��
��� (n – 2)-�� ������� � 
.�., �� ��������
���� ��
��� 2-��
�������, ��
���� 	�������
�� �� )������

.21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa −=

/�������, ��� ��
��� 3-�� ������� )������ (1.3) ��� i = 1
���
����
 	��

,
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

⋅+⋅−⋅=

�� ��
���� � 	�������
 ��������
��� ��
��� 3-�� �������. %��-

� ��
��
� ������	�
��� � ������� )��������, �������!�����
�� (1.3) ��� i = 2, 3 ��� (1.4), 
� ���
��
���
�� �
	�
 ����
 ���
 �

�
 ��.

���������	�. &�������
��� ��
���� (1.5), ����
������� 	ij


���	��
�� �����
�
���
�� ��
���� �����

� �ij (�
��!��� 	
��������
�� 	������	����� �
���� � �
�����), � ����� (–1)i+j	ij


���	��
�� �������������� �����
�
��� �����

� �ij � ����
���-
�
�� �ij, 
.�.

�ij = (–1)i + j · Mij. (1.6)

+������ (1.3) 
���	��
�� )������� �������
�� ��������
�-
�� �� i-�� �
����, � )������ (1.4) — �������
��� �� j-��� �
���-
��. #��
�	�� (1.6), )������ (1.3, 1.4) ��� ���
���
� ������	��

	 	���

∑
=

=
n

j
ijij AaA

1

det

���

.det
1

∑
=

=
n

i
ijij AaA
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������ 1.1. "������
�

.
121
223
112

−

−


����
�:

.58112)26(1)23(1)42(2

21
23111

23)1(12
222

121
223
112

=−+=−−⋅+−⋅++⋅=

=−⋅+⋅−−−⋅=
−

−

*�����
��� ��
�
�� ����

�� ��
����.

���������	�. ���
� ��
� ��
���� � n-�� �������. A��� �� ���-
��	���
�� 
� 
���
���� ��
���� B n-�� ������� ��	
� ���
��-

�� ��
���� �, 
.�. � · B = E ��� B · A = E, 
� ��
���� � 
���	��

����

�� � ��
���� � � ����
����
 �–1.

%��
� ������
�, �
� ���� � · �–1 = �, 
� �–1 · � = �, 
.�. 	��-
��
� ����

�� ��
���� �����
�
�	��
�.

 ������	 1. 7����� �	����

�� ��
���� �, ��������
��� ��-

���� Δ ≠ 0, ����
 ���
�
	�

�� ����

�� ��
���� �–1 = B, ���-
��

� ��
���� bij 
�����
�� �� )������

Δ
= ji

ij

A
b .

9� 
������ 	�
����
 
�	����: �
��� 
��
� ����

�� ��
��-
�� � ��
���� (1.2), ��� m = n, 
��� �����
� ������!�� ���������-
	�
��:

1. "������
� ��������
��� Δ ��
���� � (Δ ≠ 0).
2. 7����� �����

 ��
���� � ����
�
� ��� ��������������

�����
�
���, 
.�. ���
�	�
� ��
���� (�ij).
3. $��
���
���	�
� ��
���� (�ij), 
.�. ������
� ��
���� (�ji).

4. %�
���� (�ji) ��
���
� 
� .
1

Δ
" ������
�
� ������� ��
���� �–1.
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������ 1.2. /��
� ��
���� �–1, ����

�� � ��
����

.
121
223
112

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−

"�������� ��������
��� ��

�� ��
���� (	������
 	 �����-
��!�� ������� � ��	�
 5). $.�. Δ = 5 ≠ 0, 
� ��
���� � ����
 ��-
��

�� ��
���� �–1.

/������ �������������� �����
�
��

.7
23
12)1(

  ;1
23
12)1(  ;4

22
11)1(

;3
21
12)1(

 ;1 11
 12 )1(  ;1 12 

 11)1(

;8 21
 23 )1(

  ;1 11
23 )1(  ;6 12 

22)1(

33
33

23
32

13
31

32
23

22
22

12
21

31
13

21
12

11
11

=−⋅−=

−=⋅−=−=−⋅−=

=−
−⋅−=

=⋅−=−=−
−⋅−=

−=−⋅−=

−=⋅−==−⋅−=

+

++

+

++

+

++

A

AA

A

AA

A

AA

<��
�	���� ��
���� (�ij) �� �������������� �����
�
��

.
714
311
816

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−

$��
���
�����  ������

��  ��
����,  
.�.  ���������  �  ��
-
����

.
738
111
416

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−
−−
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#�
���� 
� ,
5

1 ������� ����

�� ��
����

.

5

7

5

3

5

8

5

1

5

1

5

1

5

4

5

1

5

6

1

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−−

=−A (1.7)

��������.

.
100
010
001

500
050
005

5

1

724321826

1421262316218
7183128112

5

1

738
111
416

121
223
112

5

1

5

7

5

3

5

8
5

1

5

1

5

1
5

4

5

1

5

6

121
223
112

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++−+−−−+
+−−++−−−

++−+−−−+
=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−
−−

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
⋅=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−−

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−

"��	��!����� � ���
��� (1.1).
%�
����, ���
��!�� �� ���))����

�	 ��� 
���	��

��, 
.�.

��
����

,

21

22221

11211

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�


���	��
�� ��
����� ���
���, � ��
����-�
�����, ���
�	��

��
�� 	�����
 b1, b2, …, bn

,2

1

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nb

b
b

B
�


���	��
�� �
������ �	����
�� ���
�	.
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<��
�	�� �!� ��
����-�
����� 
���	��

��

.2

1

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nx

x
x

X
�

$���� ���
��� (1.1) 	 ��
���
�� )���� �����
 	��

� · � = B. (1.8)

A��� det A ≠  0, 
� ��
���� (1.8) 
� �–1, �������

� = �–1 · B (1.9)

/� �
�� )������ ��
�	�
 ��
���
�� ������ ����
�� ���
��
��
��
�� ���	
�
��.

������ 1.3. *���
� ��
���
�� �������� ���
���

.
12

2223
22

321

321

321

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
−=++

=+−

xxx
xxx

xxx


����
�. E�� ��

�� ���
���

.
1
2
2

  ;  ;
121
223
112

3

2

1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
= B

x
x
x

XA

@
��� 	��������	�
��� )������� (1.9), 
��� 
��
� ��
����,
����

�� � ��
���� �. " ������� ������
�, �
� ��
���� �–1 ���-
�
 	�� (1.7). ����
�	��� 	 (1.9), �����:

.
3
1
2

5

7616
5

122
5

4212

1
2
2

5

7

5

3

5

8
5

1

5

1

5

1
5

4

5

1

5

6

3

2

1

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−

−−−

−+

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−−

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

x
x
x

&
	�
: x1 = 2; x2 = –1; x3 = –3.
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1.1.2. 4"$!�'* 
$�!�$�

<��
�	�� ���	
�� ��������
��� ���
��� (1.1),  
.�. ��������-

��� �� ���))����

�	 ��� 
���	��

�� 	 ��

�� ���
���.

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=Δ

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

�
����

�
�

21

22221

11211

� n 	�������
���
�� ��������
����

.)( 

..., ,)(  ,)(

21

22221

11211

1

2221

1111

2

1

2222

1121

1

nnn

n

nnnn

n

n

nnnn

n

n

baa

baa
baa

x

aba

aba
aba

x

aab

aab
aab

x

�
����

�
�

�
����

�
�

�
����

�
�

=Δ

=Δ=Δ

F
� ��������
��� ���
�	���
�� ��
�� ����
� 	 ���	
�� ��-
������
��� ���
	�
�
	��!��� �
����� �
������, ���
��!�� ��
�	����
�� ���
�	.

A��� Δ ≠ 0, 
� ����
�� ���
��� (1.1) 
�����
�� �� )�������
7������

.
)(

  ...,  ,
)(

  ,
)( 2

2
1

1 Δ
Δ

=
Δ

Δ
=

Δ
Δ

= n
n

x
x

x
x

x
x

������ 1.4. *���
� ���
���.

.0584233922)23(1133

24
35)2(34

25132
233

324
235
213

2324
4235

623

321

321

321

≠=−+=⋅−−⋅−⋅=

=−
−⋅−+−⋅−−−

−⋅=
−−

−
−

=Δ

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−−
−=+−

=−+

xxx
xxx

xxx
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.0
58

0)(
   ;3

58

174)(
  ;1

58

58)(

.012662661)2(3

24
35624

45122
433

224
435
613

)(

.174121384862)23(6163

24
452

34
256

32
243

324
245
263

)(

.584167822161136

22
34232

241
32
236

322
234
216

)(

3
3

2
2

1
1

3

2

1

==
Δ

Δ
===

Δ
Δ===

Δ
Δ=

=+−−=⋅+⋅−−⋅=

=−
−⋅+−

−⋅−−−
−−⋅=

−−
−−=Δ

=−+=⋅−−⋅−⋅=

=−
−⋅−−⋅−−−

−⋅=
−−

−
−

=Δ

=−−=⋅−⋅−⋅=

=−−
−−⋅−−−

−⋅−−−
−⋅=

−−−
−−

−
=Δ

x
x

x
x

x
x

x

x

x

�����: x1 = 1;   x2 = 3;   x3 = 0.

1.1.3. ���" �&�'9����, ����%�&��*2
(!��" /��&&�)

&�
�	
�� ��� ���� ���
��
 	 
��, �
� ��

�� ���
��� ��
��-

�� ���	
�
�� ����������
�� 	 ��	
�����
�� �� ���
��� �����-
���
��� 	���, ��� ��
� �� ���	
�
�� ���
��� �������
 	�� 
�-
��	��

��, 	
���� — 
� ��
� 
���	��

�� ��
���, � 
.�., �����-
�
�� ���	
�
�� — ���� ��
� �� 
���	��

��. ������� �
� 
�
�������.

������ 1.5. *���
� ���
��� ��
��
�� ���	
�
�� ��
����
(�����.

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++

=++

.3916255
,1812143

,01372

321

321

321

xxx
xxx

xxx


����
�. ������ �� ���	�� 	���!�� ���	
�
�� ���	�� ���	
�-

�� ���
���, � �� ���	�� 	���!�� 
���	��

�� — x1; ���	�� 	���-
!�� �����

�� ����
 �11 = 2. 9������� x1 �� 	
����� � 
��
����
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���	
�
��, �����	�	 �� 	
����� ���	
�
�� 	���!��, ��
���
-


��  
�  —  
2

3
,  �  �  
��
����  —  	���!��,  ��
���

��  
�  —  

2

5
.

�������:

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−

=−

=++

.39
2

33

2

15

,18
2

15

2

7

,01372

32

32

321

xx

xx

xxx

���	�� ��� ����
��
. "
���� � 
��
�� ���	
�
�� �������

���	�� ������
���. 8� 	
���� 	���!�� ���	
�
�� ������ 	
����
���	
�
�� ���
���, � �� 	
���� 	���!�� 
���	��

�� — x2; 	
�-

��� 	���!�� �����

�� ����
 
2

7
. 9������� x2 �� 
��
���� ���	-


�
��. �������:

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−

=−

=++

.
7

3

7

3

,18
2

15

2

7

,01372

3

32

321

x

xx

xxx

"
���� ��� ����
��
. "
���� ������
��� ���
��
 �� ��
���

��
���� ���	
�
��. ������ ��� ��
��� (����� ����
��
. &���
-

�� ����� ��������:

( ) .4)]1(1337[
2

1
137

2

1

,3)1(
2

15
18

7

2

2

15
18

7

2

,1

321

32

3

−=−+⋅−=+−=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

−=

xxx

xx

x

9
��, ����
�� ��

�� ���
��� ����
: x1 = –4, x2 = 3, x3 = –1.
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������ 1.6. *���
� ���
��� ��
��
�� ���	
�
��

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
=−+

=−+

.1755
,59153

,8452

321

321

321

xxx
xxx

xxx


����
�. ����������� ���
��� �� ��
��� (�����:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=−

=−+

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=+−

−=−

=−+

.260

,73
2

15
,8452

,193
2

15

,73
2

15
,8452

32

321

32

32

321

xx

xxx

xx

xx

xxx

#��	
�
�� 0 = –26 
� ����
 ������, �����	�
���
�, ��

�� ��-
�
��� 
���	���

�.


���
��	�. /���	���

��
� ��

�� ���
��� ���
� ����
��
�
��� ����� ���	��� ����:  	 ������

�� ���
��� ��	�� ���
� 	
�-
���� � 
��
���� ���	
�
�� �
�����
�� 
����� �
����, 
���� ���
���	�� ���
� ���
���	� �� �
��� � ������
� �� ������.

������ 1.7. *���
� ���
��� ��
��
�� ���	
�
��

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−+
=−+

=−+

.27755
,59153

,8452

321

321

321

xxx
xxx

xxx


����
�. ����������� ���
��� �� ��
��� (�����:

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−

=−+

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧
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−=−
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2
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,8452

;73
2
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,73
2

15
,8452
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321

xx
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����� 	
����� ���� �� 
��� ���	
�
�� ��
����� �	�, 
�� ���

��
�� ���	
�
�� ���
��� 	�� 0 = 0 � �����
� �� ���
���. " ��
-

�� ������ ��
� ���
��� r = 2, � ����� 
���	��

�� n = 3, 
.�. r < n.
9�  
���  ���	
�
��  �����
��  ���
���  
�����  �	�  
���	������
(m = 3, r < m). " ���	�� ������
��� �	� ���	
�
��, 	
���� �����-
�
��� �
��
�
	��
. ������ ��� ��
��� (����� ����
��
. 9����-
��� 
����� � ����!�� 	
����� ���	
�
�� x2  �� ���	��� ���	
�-

��, ���	���� ���
��� � 	���

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−

=−

,73
2

15

,
3

38
22

32

31

xx

xx

�
���� ����� 
������ ��!�� ����
��:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+=

.
5

2

15

14

,
3

19

32

31

xx

xx

/���	��

�� x1, x2 — �����
��, x3 — �	����
��. �����	��

���	��

��� x3 �����	���
�� �����	�� �
���
��, ���
� ����-
��
� �
����
	� ���

�� ����
��:

�1 = 
3

19
,      �2 = –

15

14
,      �3 = 0;

�1 = 
3

22
,      �2 = –

15

8
,      �3 = 1 � 
.�.

1.1.4. ��"$�!� 
$"����$� — 
�#�''�

*�����
��� �����	���
�� ���
��� ��
��
�� ���	
�
��, ��-
�����!�� m ���	
�
�� � n 
���	��

��:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅+++

=⋅+++
=⋅+++

....
.....................................................

,...
,...

2211

22222121

1212111

mnmnmm

nn

nin

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

(1.10)
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<��
�	�� ��
���� ���
��� � � �������

�� ��
���� A ,
������

��  ��������
�
���  �  �  �
�����  ��  �	����
��  ���-

�	 bi (i = 1, 2, …, m).

.  , 

21

222221

111211

21

22221

11211

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

mmnmm

n

n

mnmm

n

n

baaa

baaa
baaa

A

aaa

aaa
aaa

A

�
����

�
�

�
����

�
�

(1.11)

%�
���� � ���
	�
�
	��
 ���
��� �� m 	��
���	

).,1  ���    ...,,2,1(  ) ...,, ,( 21 mimiaaaa imiii === (1.12)

"��
��� maaa ...,,, 21  ��
��
� ��	�����, ���, �
� 
��� �����,
�������
 ��
��
� ��	������ ���
���, ���� ���
 �� 
�� ��
��
�
	������
�� ����� ������.

������ 1.8. <��
��� 1a  = (1,2), 2a  = (–2,1), 3a  = (0,5) ��
��
�
��	�����, 
�� ��� 213 2 aaa += .

9� ���
��� 	��
���	 (1.12) 	������ ������
���

,  ...,,,
21 kiii aaa (1.13)

��� i1, i2, …, ik — �����-
� k ����� �� 
�����  m,1 .
C���� ��	���
�, �
� ������
��� (1.13) �	���
�� ���������
��

��
��
� 
���	������ ������
���� ��� ������� ���
��� (1.12),
���� 	��
��� (1.13) ��
��
� 
���	�����, � ����� ������ 	��
��
���
��� �	���
�� �� ��
��
�� �����
�����.

*�
��� ���
��� 	��
���	 
���	��
�� ����� 	��
���	 	 �����
������ ���
���.

������ 1.9. " ���
���

1a  = (0,  –1,   2,1),

2a = (3,     1, –1,0),

3a  = (–6, –2,    2,0),

	��
��� 1a  � 2a  �������
 �����, 
�� ��� �� ���))����

� 
�-
���������
���
�.  "��
�� 3a  = 0 · 1a  – 22a  �	���
�� ��
��
��
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�����
����� 1a  � 2a . &
��
�� 
����, �
� 	��
��� 1a , 3a   ������-
�
 �����.

$�� ��� ���
��� 	��
���	 (1.12) ������	�
� �� ��
���� �, 
�
���
� ��	���
� � ��
�� ��
���� �, ��
���� ��	�����
 � ��
���
���
��� (1.12).

E�� ��������
�� ��
�� ���
��� ��!��
	��
 ������
�� ��
�-
��. %� ����� ��������
� ��
� ��
���� � ��� ���������
��
������� �� ��
���	, �
���
�� �
 
���.

������ 1.10. &�������
� ��
� ��
����

.
3511
0122
1111

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−=�

"������� 1-�, 2-� �
����, � 
���� 2-� � 3-� �
�����, ������-
�� ��
�� 	
����� �������

.03–
1–2
11 ≠=

"���!�, 	 ��
���� � ����
�� 3 · 6 = 18  ��
���	 2-�� �������.
%�
��� 3-�� ������� (�� 
��) ��	
� 
���:

.0
351–
01–2
111

   ,0
31–1–
022
111

   ,0
51–1–
1–22
111

===

*�
� �����
�� ��
���� ��	�
 �	��.
���	��� 	������
�� ��
�� ��
����:
��� 	������
�� ��
�� ��
���� ������
 ��������
� �
 ��
�-

��	 ��
���� �������	 � ��
���� ������� �������	;
���� ��� 
����
 ��
�� k-�� �������, ��������
��� ��
�����

�
����
 �
 
���, 
� 
�����
 	������
�� ���� ��
��� (k + 1)-��
�������, ��������!�� ��
�� k-�� �������, ���� 	�� �
� ��	
�

���, 
� ��
� ��
���� r ��	�
 k.

������ 1.11. /��
� ��
� ��
����

.

54–47–4
131–10
24–12–1
0134–2

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=A
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%�
�� 2-�� ������� .0212–
34–

2 ≠==d

%�
�� 3-�� �������, ��������!�� ���

.01
1–10
12–1
34–2

3 ≠==d

&�� ��
��� 4-�� �������, ��������!�� ��
�� d3, ��	
� 0:

.0

5474
1110
2121
0342

   ,0

4–47–4
31–10
4–12–1
134–2

=
−

−
−
−

=

$���� �������, ��
� ��
���� � r = 3.
"��	��!����� � ���
��� (1.10). "����� � ��	���

��
� ���
�-

�� ��
��
�� ���	
�
�� ���
��
�� �����
�� 
������� 7��
���-
��— 7������: ���
��� ��
��
�� ���	
�
�� (1.10) 
���� � 
�����


����  ��	���

�, ����� ��
� �������

�� ��
���� �  ��	�
 ��
-
�� ��
���� �.

������ 1.12. *���
� ���
���

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−
=−++

=++−

.0563
,1242

,725

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx

<��
�	���� ��
����

,0
531
212
11–5

   ,0
6–31
412
21–5

   ,07
12
15

.
05631
12412
71215

   ,
5631
2412
1215

2
3

1
32 =

−
−==

−
=≠=−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−−
−

−
=

ddd

��


.�. ��
� ��
���� � ��	�
 2.
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E�� �������

�� ��
����

,035
031
112
71–5

3
3 ≠−=

−
=d

� �
� ��
����
, �
� ��
� �������

�� ��
���� �  ��	�
 3.
�� 
������ 7��
����� — 7������ ������
, �
� ���
��� 
���	-

���

�.

������ 1.13. *���
� ���
���

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−+
=+++−

=+−−+

.0895
,4343

,12

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx

xxxxx

<��
�	���� ��
����

.
018951
434113
111211

   ,
18951
34113
11211

⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=⎟

⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
= ��

%�
�� 0451
11

2 ≠==d , � 	�� ��
���
�� ��
��� 3-�� �����-

�� ��� ��������!��, ��� ��� ��
���� � 
�� � ��� �, ��	
� 
���.
$�� ��� ��
� ��
���� ���
��� � � ��
� �������

�� ��
���� �
��	�����
 � ��	
� �	��, 
� ���
��� ��	���

�. $�� ��� �� 	����
��
��  2-��  �������,  ���
��!��  ��  ���))����

�	  ���  x1  �  x2

	 1-� � 3-� ���	
�
���, 
� �
� 
���	��

�� ��
�	���� 	 ��	�� ��-
�
�, � 
���	��

�� x3, x4  � x5 ���
���  �	����
��� (��� �� ��	��-


���) � ����
���� �� 	 ���	�� ���
�:

⎩
⎨
⎧

−+=+
−++=+

.895
,21

54321

54321
 xxxxx

  xxxxx

*���� �
� ���
��� �	�� ��
��
�� ���	
�
�� � �	��� 
���	��-


��� x1 � x2, 
����� ��!�� ����
�� ���
��� 	 	���:

.
4

7

4

7

4

1

,
4

3

4

1

4

5

432

5431

xxx

xxxx

++−=

−−+=
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����
�
�	��  �
��  �
���
��  	  ���	
�
��  ���
���  	���
�  x1

� x2 ���
 
�����
	�.
E�	�� �	����
�� ������

�� x3, x4 � x5 �����	���
�� ���-

��	�� �
���
��, �� ������� �
����
	� ����
�� �����
�� ���-

���. $�� ����
���� 
���� ���
��� ����
, 
�������, 	��
���

1a  = (2, 5, 3, 0, 0), 2a  = (3, 5, 2, 1, –2), ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= 0 ,0 ,0 ,

4

1
 ,

4

5
3a  � 
.�.

1.2. 3'�!���* %���"$�"1 �'0��$*

"��
���� 
���	��
�� 
����	��

�� �
����� AB  (���. 1).

"��
�� ����
����
�� �����
��� ��� 
����� (
. �) � ��� ��
��
(
. B), ������	��
�� AB  ��� ��
�� ���	��, 
������� a .

"��
��� 
���	��
�� ��	
���, ���� �
� ����
 ���
���	��
���
� (������), ����
 
� ���������
�� ������ ��� 
� ��
��
������ � 
����	��
� 	 ��
� �
���
�.

A��� ��	��

� ������
�
� 
���� A (x1, y1, z1) � B (x2, y2, z2),


�  ������
�
�  	��
���  } , ,{ zyx aaaAB =  ���������
��  ��  )��-
�����

ax = x2 – x1;   ay = y2 – y1;   az = z2 – z1. (1.14)

7�����
�
� 	��
��� �	���
�� ��� ���������� 
� ������
�

��
���, ���
��� 	��
�� a = {ax, ay, az} ����
 ��
� �����
�	��
 	 	���:

,kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅= (1.15)

��� kji   ,  ,  — ���
��
�� 	��
���, 
����	��
�� ������� �� ��
�-
��� ��	�����
 � ������
���
�� 
����	��
��� ���� ��, OY, OZ
���
	�
�
	�

�.

�	�. 1

�

�

a

•
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%�����  	��
��� ����
����
�� �  � ���������
�� �� )������

.222
zyx aaa� ++= (1.16)

A��� 	��
��� a  � b  ����
� �� �������
���� �� ��
�� (���-

��
�� 	��
����) (1.14),  
� �� ����� � ���
��
� ���������
��
�� )�������

}.  ; ;{

)()()(

zzyyxx

zzyyxx

bababa

kbajbaibaba

+++=

=⋅±+⋅±+⋅±=±

(1.17)

/����
��, �
� ����� 	��
���	 a  � b , 
����� ��
���� ��	��-
!�
�, ���������
�� 	��
���� � 
�� �� 
������, ��	�����!�� �
�����
���� ���������������, �
���
��� ��
����� �	���
�� 	��-

��� a  � b . *��
��
� ba −  �
�� 	��
���	 ���������
�� 	��
�-
���, ��	�����!��  �� 	
���� �����
���� 
��� �� ����������-

�����, ������ �
�
 	��
�� 
����	��
 �� ��
�� b  (	���
������)
	 ��
�� a  (���
��������) (���. 2).



���������. "��
���, ����!�� 
� ��
�� ������ ��� 
� ��-
�������
�� ������, 
���	��
�� �����
���
���.

#���	��� �����
���
��
� �	�� 	��
���	  } , ,{ = zyx aaaa  �

 } , ,{ = zyx bbbb  �	���
�� ���������
���
��
� �� ������
�


.
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a == (1.18)

�	�. 2

a

b
ba +

ba −
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�����	���
���  	��
���  a   
�  ������
��  �
���
���  m  �	-
���
�� 	��
��, ������
�
� ��
����� ���������
�� ������!�� ��-
�����:

}.  ;  ;{ zyxzyx mamamakmajmaimaam =⋅+⋅+⋅=

"��
���  a   �  am   ���������
�  (�����
���
�)  �  
����	��-

� 	 ��
� �
���
�, ���� m > 0, � 	 ���
�	������
�� �
���
�,
���� m < 0.

"��
�� 
||0 a

a
� =  
���	��
 ���
��
�� 	��
���� 	��
��� a .

A���  	��
�� a  ���
�	���
  ����  α  �  ����  ��,  ����  β  �  ����  OY
�  ���� γ  c ���� OZ  (���. 3),  
�  ���  ���
��
��  	��
�� 0a  = {cos α;
cos β; cos γ}, � cos α, cos β, cos γ — 
���	��
 
����	���!���
����
����� 	��
���.

���
� 	��
�� a  ���
�	���
 ���� ϕ  � ���� u. $���� ��������
	��
��� 
� �
� ��� ���������
�� )�������

ϕcos⋅= aanpu .



���������. <�����
�� �����	���
��� �	�� 	��
���	 
���-
	��
�� �����	���
�� �� �������, ��
���

�� 
� ����
�� ���� ���-

�� 
��� .cos|||| ϕ⋅⋅=⋅ baba
<�����
�� �����	���
�� 	��
���	 a  � b  ���
� 	�����
� 
��-

�� )�������

bnpaba a⋅=⋅ ||  ��� .|| anpbba b⋅=⋅ (1.19)

�	�. 3

x

z

y

a <
γ

β

α




