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Г л а в а 1

ИССЛЕДОВАНИЕ

НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО

СОСТОЯНИЯ И РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

ТЕМПЕРАТУРЫ

В ФУНКЦИОНАЛЬНО-ГРАДИЕНТНОМ

ПОКРЫТИИ ПРИ ПРОИЗВОЛЬНОМ

ОСЕСИММЕТРИЧНОМ ТЕРМО-МЕХАНИЧЕСКОМ

ВОЗДЕЙСТВИИ

В этой главе предлагается аналитико-численный метод реше-
ния граничной задачи Неймана для упругого полупространства
с функционально-градиентным упругим покрытием. Дается поста-
новка задачи и излагается процесс построения фундаментального
решения (функции Грина). Метод позволяет найти решение задачи
для достаточно широкого класса законов неоднородности среды
и дает возможность аналитически исследовать различные эффекты,
связанные с неоднородностью. Особое внимание уделяется решению
пространственной задачи термоупругости для полупространства
с неоднородным покрытием. Описывается процедура расчета полей
смещений, напряжений, деформации и тепловых потоков. Приводятся
численные примеры решения осесимметричной граничной задачи
квазистатической теплопроводности для функционально-градиентного
полупространства при заданном на его поверхности тепловом потоке
или температуре.

§ 1.1. Постановка граничной квазистатической задачи
термоупругости для непрерывно-неоднородного

по глубине полупространства при заданных на его
поверхности усилиях и источниках

Рассмотрим полупространство, упругие характеристики которого
непрерывно меняются с глубиной в пределах прилегающего к поверхно-
сти слоя толщины H, а затем стабилизируются и остаются постоянны-
ми. С полупространством свяжем цилиндрическую систему координат
(r, ϕ, z). Обозначим через u, v, w смещения вдоль осей r, ϕ, z, а через
σr, σϕ, σz, τrϕ, τrz, τϕz — радиальное, угловое, нормальное и танген-
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циальные напряжения соответственно. Кроме того, введем обозначения
для температуры T , коэффициента теплопроводности λT (z), коэффици-
ента линейного расширения αT (z), коэффициента теплоемкости cT (z).
В ненапряженном состоянии температуру полупространства примем
равной T0 и будем анализировать разность температур θ = T − T0. Для
определения полей перемещений, деформаций, напряжений и темпера-
туры в рамках квазистатической несвязанной задачи термоупругости
мы имеем системы уравнений, выписанных ниже.

1. Уравнения равновесия неоднородного по глубине полупростран-
ства при отсутствии массовых сил, записанные в цилиндрической
системе координат:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∂

∂r
(rσr) +

∂τrϕ

∂ϕ
+ r

∂τrz

∂z
− σϕ = 0,

∂

∂r

(
r2τrϕ

)
+ r

∂σϕ

∂ϕ
+ r2

∂τϕz

∂z
= 0,

∂

∂r
(rτzr) +

∂τϕz

∂ϕ
+ r

∂σz

∂z
= 0.

(1.1)

2. Уравнения неоднородной по глубине теплопроводности для тем-
пературного поля:

λT (z)
(

∂2θ

∂r2
+

1

r

∂θ

∂r
+

1

r2
∂2θ

∂ϕ2
+

∂2θ

∂z2

)
+

∂λT (z)

∂z

∂θ

∂z
+ cT (z)

∂θ

∂t
= 0.

(1.2)
3. Уравнения связи термоупругих напряжений с деформациями

(Дюамеля–Неймана) [48]:

σr = 2M(z)εr + Λ(z)ε − 3K(z)αT (z)θ,

σϕ = 2M(z)εϕ + Λ(z)ε − 3K(z)αT (z)θ,

σz = 2M(z)εz + Λ(z)ε − 3K(z)αT (z)θ,

τrϕ = 2M(z)εrϕ, τrz = 2M(z)εrz,

τϕz = 2M(z)εϕz, 3K(z) = 3Λ(z) + 2M(z),

θ = T − T0, ε = εr + εϕ + εz.

(1.3)

Далее предполагается, что как коэффициенты Ламе M(z) и Λ(z),
так и коэффициенты теплопроводности λT (z), линейного расширения
αT (z), а также теплоемкости cT (z) являются непрерывными функ-
циями координаты z, такими, что

1. M(z) = M(−H) = MS , −∞ � z � −H,

Λ(z) = Λ(−H) = ΛS , λT (z) = λT (−H) = λS
T ,

αT (z) = αT (−H) = αS
T ;
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2. M(z) = MC(z), Λ(z) = ΛC(z), −H � z � 0,

λT (z) = λC
T (z) , αT (z) = αC

T (z), cT (z) = cC
T (z);

3. MC(−H) = MS , ΛC(−H) = ΛS ,

λC
T (−H) = λS

T , αC
T (−H) = αS

T , cC
T (z) = cS

T (z);

min
z∈(−∞,0)

Λ(z) � Λ∗ > 0, max
z∈(−∞,0)

Λ(z) � Λ∗ < ∞,

min
z∈(−∞,0)

M(z) � M∗ > 0, max
z∈(−∞,0)

M(z) � M∗ < ∞,

min
z∈(−∞,0)

λT (z) � λT∗ > 0, max
z∈(−∞,0)

λT (z) � λ∗
T < ∞,

min
z∈(−∞,0)

αT (z) � αT∗ > 0, max
z∈(−∞,0)

αT (z) � α∗
T < ∞,

min
z∈(−∞,0)

cT (z) � cT∗ > 0, max
z∈(−∞,0)

cT (z) � c∗T < ∞,

(1.4)

где H — толщина неоднородного слоя, сцепленного с подстилающим
полупространством, то есть глубина, с которой мы полагаем термоме-
ханические характеристики полупространства постоянными. Индекс S
соответствует подстилающему однородному полупространству, а C —
неоднородному слою, Λ∗, Λ∗, M∗, M∗, λT∗, λ∗

T , αT∗, α∗
T , cT∗, c∗T —

произвольные константы.
Наряду с парой коэффициентов Ламе для описания упругого по-

ведения твердого изотропного тела используются: либо модуль сдвига
G и коэффициент Пуассона v, либо модуль Юнга E и коэффициент
Пуассона v. Коэффициенты Ламе Δ и M (иногда обозначаемый G
и называемый модулем сдвига) связаны с модулем Юнга E, коэффи-
циентом Пуассона v и изотермическим модулем объемного расширения
K соотношениями

M =
E

2 (1+ ν)
, Λ =

Eν

(1+ ν) (1− 2ν)
, E =

M (2M + 3Λ)

M + Λ
,

ν =
Λ

2 (M + Λ)
, 3K(z) = 3Λ(z) + 2M(z).

(1.5)

Компоненты малой деформации выражаются через смещения по фор-
мулам Коши следующим образом:

εr =
∂u

∂r
, εϕ =

1

r

(
∂v

∂ϕ
+ u

)
, εz =

∂w

∂z
,

εrϕ =
1

2

(
∂u

r∂ϕ
+

∂v

∂r
− v

r

)
,

εrz =
1

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂r

)
, εϕz =

1

2

(
∂v

∂z
+

1

r

∂w

∂ϕ

)
,

ε =
∂u

∂r
+

∂v

r∂ϕ
+

u

r
+

∂w

∂z
.

(1.6)
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В случае действия осесимметричной термо-механической нагрузки
смещения деформации напряжения и температура не зависят от угло-
вой координаты ϕ; таким образом, система уравнений (1.1) разделяется
на две части: (1.7) и (1.8).

1.

⎧⎨⎩
∂

∂r
(rσr) + r

∂τrz

∂z
− σϕ = 0,

∂

∂r
(rτzr) + r

∂σz

∂z
= 0.

(1.7)

2.
∂

∂r

(
r2τrϕ

)
+ r2

∂τϕz

∂z
= 0. (1.8)

Система (1.7) описывает осесимметричное напряженное состоя-
ние, возникающее под действием нормальной к поверхности нагрузки,
а уравнение (1.8), соответственно, — равновесие полупространства,
скручиваемого касательным усилием. Выражения для компонент де-
формаций при этом упрощаются, то есть:

εr =
∂u

∂r
, εϕ =

u

r
, εz =

∂w

∂z
,

εrz =
1

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂r

)
, εϕz =

1

2

∂v

∂z
, εrϕ =

1

2

(
∂v

∂r
− v

r

)
,

ε =
∂u

∂r
+

u

r
+

∂w

∂z
.

(1.9)

Рассмотрим вспомогательную задачу для случая стационарной теп-
лопроводности неоднородного по глубине полупространства. В осесим-
метричном случае соответствующее уравнение имеет вид

λT (z)

(
∂2θ

∂r2
+

1

r

∂θ

∂r
+

∂2θ

∂z2

)
+

∂λT (z)

∂z

∂θ

∂z
= 0. (1.10)

Запишем (на основании (1.3), (1.9)) представления для напряжений
через смещения, а именно:

σr = (Λ(z) + 2M(z))
∂u

∂r
+ Λ(z)

(
u

r
+

∂w

∂z

)
− k(z)θ,

σϕ = (Λ(z) + 2M(z))
u

r
+ Λ(z)

(
∂u

∂r
+

∂w

∂z

)
− k(z)θ,

σz = (Λ(z) + 2M(z))
∂w

∂z
+ Λ(z)

(
∂u

∂r
+

u

r

)
− k(z)θ,

τrz = M(z)
(

∂u

∂z
+

∂w

∂r

)
, τrϕ = M(z)

(
∂v

∂r
− v

r

)
,

τϕz = M(z)
∂v

∂z
, k(z) = 3K(z)αT (z).

(1.11)

Подставляя выражения (1.11) в уравнения равновесия (1.7) и (1.8), по-
лучаем систему дифференциальных уравнений в частных производных



§ 1.1. Постановка граничной квазистатической задачи термоупругости...17

второго порядка относительно перемещений и температуры (уравнения
Ламе). Эти уравнения могут быть представлены в форме⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

M(z)
(
∇2u − u

r2

)
+ (M(z) + Λ(z))

∂ε

∂r
+

+ M′(z)
(

∂w

∂r
+

∂u

∂z

)
= k(z)

∂θ

∂r
,

M(z)∇2w + (M(z) + Λ(z))
∂ε

∂z
+ 2M′(z)

∂w

∂z
+ Λ′(z)ε =

= k′(z)θ + k(z)θ′,

M(z)
(
∇2v − v

r2

)
+ M′(z)

(
∂v

∂z

)
= 0,

λT (z)∇2θ + λ′
T (z)θ′ = 0.

(1.12)

Здесь используются следующие обозначения:

M′(z) =
dM(z)

dz
, Λ′(z) =

dΛ(z)

dz
, ∇2 =

1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
+

∂2

∂z2
,

ε =
∂u

∂r
+

u

r
+

∂w

∂z
, λ′

T (z) =
dλT (z)

dz
, k′(z) =

dk(z)

dz
, θ′ =

∂θ

∂z
.

Мы полагаем, что поверхность полупространства нагревается в пре-
делах круга радиуса α непрерывно действующим тепловым потоком.
Вне области нагрева поверхность полупространства теплоизолирована.
Предположим также, что внутри круга приложена произвольная нор-
мальная и касательная нагрузка, т. е.

θ′(r, 0) = −αβ(r), r � a,

θ′(r, 0) = 0, r > a,

σz(r, 0) = −p(r), 0 � r � a, z = 0,

σz(r, 0) = 0, a < r < ∞, z = 0,

τrz(r, 0) = −q(r), 0 � r < a, z = 0,

τrz(r, 0) = 0, a < r < ∞, z = 0,

τrϕ(r, 0) = t(r), 0 � r < a, z = 0,

τrϕ(r, 0) = 0, a < r < ∞, z = 0.

(1.13)

Здесь α — коэффициент теплопроводности. На границе сцепления
неоднородного слоя с однородным полупространством, при z = −H,
в силу непрерывности должны выполняться условия сопряжения
по смещениям, напряжениям, температуре и тепловому потоку

σC
z (r,−H) = σS

z (r,−H), τC
rz(r,−H) = τS

rz(r,−H),

uC(r,−H) = uS(r,−H), wC(r,−H) = wS(r,−H),

θC(r,−H) = θS(r,−H), (θC)′(r,−H) = (θS)′(r,−H).

(1.14)
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На бесконечности, при (r,−z) → ∞, смещения, деформации и на-
пряжения исчезают. Значения разности температур и теплового потока
при этом также стремятся к нулю:

lim
z→−∞

(u,w, εr, εϕ, εz, εrz,σr,σϕ,σz, τrz, θ, θ
′) = 0,

lim
r→∞

(u,w, εr, εϕ, εz, εrz,σr,σϕ,σz, τrz, θ, θ
′) = 0.

(1.15)

Таким образом, мы сформулировали первую граничную квазиста-
тическую осесимметричную термоупругую задачу для неоднородного
полупространства: найти смещения, деформации, напряжения и рас-
пределение температуры внутри полупространства, удовлетворяющие
системе дифференциальных уравнений (1.12) при заданных граничных
условиях и распределении воздействий на границе (1.13)–(1.15).

Заметим, что для неоднородного пространства будет справедливо:

lim
z→∞

(u,w, εr, εϕ, εz, εrz,σr,σϕ,σz, τrz, θ, θ
′) = 0. (1.16)

§ 1.2. Построение фундаментального решения
квазистатической осесимметричной термоупругой

задачи для неоднородного по глубине
полупространства

Будем искать решение для смещений u, v и w и температуры θ
в виде интегралов Ханкеля:

u(r, z) = −
∞∫

0

U(γ, z)J1(γr)γdγ, v(r, z) =

∞∫

0

V (γ, z)J1(γr)γdγ,

w(r, z) =

∞∫

0

W (γ, z)J0(γr)γdγ, θ(r, z) =

∞∫

0

T (γ, z)J0(γr)γdγ.

(1.17)

Подставим (1.17) в систему дифференциальных уравнений в частных
производных (1.12) и, приравняв к нулю подынтегральные выражения,
получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений второго
порядка⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

MU ′′ + γ(M + Λ)W ′ − γ2(2M + Λ)U + M′U ′ + γM′W =

= kγT ,

(2M + Λ)W ′′ − γ(M + Λ)U ′ − γ2MW+

+ (2M′ + Λ′)W ′ − γΛ′U = k′T + kT ′,

MV ′′ + M′V ′ − γ2MV = 0,

λC
T (z)(TC)′′ − γ2λC

T (z)TC + (λC
T )′(z)(TC)′ = 0.

(1.18)
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Здесь знак «′» указывает на дифференцирование по z. В системе диф-
ференциальных уравнений (1.18) третье уравнение не связано с осталь-
ными, поэтому рассмотрим его решение в следующей главе. Граничные
условия (1.13) примут следующий вид:

(2M(0) + Λ(0))W ′(γ, 0) − γΛ(0)U(γ, 0) − k(0)T (γ, 0) = −P (γ),

M(0) (γW (γ, 0) + U ′(γ, 0)) = Q(γ), T ′(γ, 0) = −αB(γ),

P (γ) =

∞∫

0

p(ρ)J0(ργ)ρdρ, Q(γ) =

∞∫

0

q(ρ)J1(ργ)ρdρ, (1.19)

B(γ) =

∞∫

0

β(ρ)J0(ργ)ρdρ.

Используя векторное представление для трансформант

xT = (x1, x2, x3, x4, x5, x6),

x1 = U , x2 = U ′, x3 = W , x4 = W ′, x5 = T , x6 = T ′,
(1.20)

запишем систему (1.18) с исключенным третьим уравнением в матрич-
ном виде; при этом явно выделим части соответствующие покрытию
и подложке:

dxC

dz
= ACxC , −H � z � 0, (1.21)

AC =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0

γ2
2M + Λ

M
−M′

M
−γ

M′

M
−γ

M + Λ

M

γk

M
0

0 0 0 1 0 0

γ
Λ′

2M + Λ
γ

M + Λ

2M + Λ
γ2

M

2M + Λ
−2M′ + Λ′

2M + Λ

k′

2M + Λ

k

2M + Λ

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 γ2 −λC
T

′

λC
T

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

dxS

dz
= ASxS , −∞ < z � −H, (1.22)
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AS =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 0 0

γ2
2M + Λ

M
0 0 −γ

M + Λ

M

γk

M
0

0 0 0 1 0 0

0 γ
M + Λ

2M + Λ
γ2

M

2M + Λ
0 0

k

2M + Λ

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 γ2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Граничные условия при этом имеют следующий вид:

(2M(0) + Λ(0)) xC
4 (γ, 0) − γΛ(0)xC

1 (γ, 0) − k(0)xC
5 = −P (γ),

M(0)
(
γxC

3 (γ, 0) + xC
2 (γ, 0)

)
= Q(γ), xC

6 (γ, 0) = −αB(γ),

xC
1 (γ, 0) = xS

1 (γ,−H), xC
3 (γ, 0) = xS

3 (γ,−H),

xC
2 (γ, 0) = xS

2 (γ,−H), xC
4 (γ, 0) = xS

4 (γ,−H),

xC
5 (γ, 0) = xS

5 (γ,−H), xC
6 (γ, 0) = xS

6 (γ,−H).

(1.23)

Необходимо отметить, что последнее условие имеет место в силу
непрерывности изменения свойств слоя и основания (1.3).

Общее решение системы (1.18) для однородного полупространства
Λ′ = M′ = K ′ = λ

′

T = 0, M > 0, Λ > 0, K > 0, λT > 0 имеет вид

xS
1 (γ, z) = (d1 + γzd2 + (−κ2 + κ3z + κ2γz) d3) eγz,

xS
2 (γ, z) = (d1 + (1+ γz)d2 + (κ3/γ + κ3z + κ2γz)d3) γeγz,

xS
3 (γ, z) = (d1 + (−κ1 + γz)d2 + (−κ3/γ + κ3z + κ2γz) d3) eγz,

xS
4 (γ, z) = (d1 + (1− κ1 + γz)d2 + (κ2 + κ3z + κ2γz)d3) γeγz,

xS
5 (γ, z) = d3e

γz, xS
6 (γ, z) = γd3e

γz,

(1.24)

κ1 =
Λ + 3M

Λ + M
, κ2 =

k1
2(2M + Λ)

, κ3 =
k1
2M

,

где di (i = 1, 2, 3) — произвольная функция параметра γ. Решение
xC(γ, z) системы дифференциальных уравнений (1.21) строится мето-
дом модулирующих функций [33]. Будем искать xC(γ, z) в виде

xC(γ, z) =
3∑

i=1

di(γ)ai(γ, z)eγz. (1.25)
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Векторы ai(γ, z), (i = 1, 2, 3) определяются из решения следующей
задачи Коши:

dai

dz
= ACai − γai, −H � z � 0, i = 1, 2, 3, (1.26)

при начальных условиях для z = −H:

a1(γ, z)
∣∣∣
z=−H

= (1, γ, 1, γ, 0, 0),

a2(γ, z)
∣∣∣
z=−H

= (γz, γ + γ2z, −κ1 + γz, γ − κ1γ + γ2z, 0, 0)
∣∣∣
z=−H

,

a3(γ, z)
∣∣∣
z=−H

= (−κ2 + κ3z + κ2γz, κ3/γ + κ3z + κ2γz,

− κ3

γ
+ κ3z + κ2γz, κ2 + κ3z + κ2γz, 1, γ)

∣∣∣
z=−H

.

Константы di(γ) (i = 1, 2, 3) определяются из условия (1.23). Таким
образом, мы имеем ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3∑
i=1

di(γ)Ni(γ) = −P (γ),

3∑
i=1

di(γ)Mi(γ) = Q(γ),

3∑
i=1

di(γ)Oi(γ) = −αB(γ),

(1.27)

Ni(γ) = −Λ(0)γa1i (γ, 0) + (Λ(0) + 2M(0)) a4i (γ, 0) − k(0)a5i (γ, 0),

Mi(γ) = M(0)a2i (γ, 0) + M(0)γa3i (γ, 0),

Oi(γ) = a6i (γ, 0), O1(γ) = O2(γ) = 0.

Здесь ak
i (γ, z) (i = 1, 2, 3) обозначает k-ю компоненту вектора ai(γ, z),

i = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3, 4, 5, 6;

d1 = −k12(γ)P (γ) − k22(γ)Q(γ) + k32(γ)αB(γ),

d2 = k11(γ)P (γ) + k21(γ)Q(γ) + k31(γ)αB(γ),

d3 =
1

O3(γ)
αB,

k12(γ) =
M2(γ)

Δ12(γ)
, k22(γ) =

N2(γ)

Δ12(γ)
, k32(γ) =

Δ23(γ)

Δ12(γ)

1

O3(γ)
,

k11(γ) =
M1(γ)

Δ12(γ)
, k21(γ) =

N1(γ)

Δ12(γ)
, k31(γ) =

Δ13(γ)

Δ12(γ)

1

O3(γ)
,

Δij(γ) = Ni(γ)Mj(γ) − Nj(γ)Mi(γ).

(1.28)
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Окончательно получаем следующее выражение для компонент век-
тора решения xC(γ, z) при z � −H:

x1 = U(γ, z) =

= (L1
1(γ, z)P (γ) + L1

2(γ, z)Q(γ) + L1
3(γ, z)αB(γ))eγz/γ,

x2 = U ′(γ, z) =

= (L2
1(γ, z)P (γ) + L2

2(γ, z)Q(γ) + L2
3(γ, z)αB(γ))eγz/γ,

x3 = W (γ, z) =

= (L3
1(γ, z)P (γ) + L3

2(γ, z)Q(γ) + L3
3(γ, z)αB(γ))eγz/γ,

x4 = W ′(γ, z) =

= (L4
1(γ, z)P (γ) + L4

2(γ, z)Q(γ) + L4
3(γ, z)αB(γ))eγz/γ,

x5 = T (γ, z) = L5
3(γ, z)αB(γ)eγz/γ,

x6 = T ′(γ, z) = L6
3(γ, z)αB(γ)eγz/γ.

(1.29)

Li
1(γ, z) = (k11(γ)ai

2(γ, z) − k12(γ)ai
1(γ, z))γ,

Li
2(γ, z) = (k21(γ)ai

2(γ, z) − k22(γ)ai
1(γ, z))γ,

Li
3(γ, z) = (k31(γ)ai

2(γ, z) + k32(γ)ai
1(γ, z) +

ai
3(γ, z)

O3(γ)
)γ.

Введем следующие обозначения:

Ik
1i(r, z) =

∞∫

0

Lk
1 (γ, z)P (γ)eγzJi (γr) dγ

(k = 1, 2; i = 1), (k = 3, 4; i = 0),

Ik
2i(r, z) =

∞∫

0

Lk
2 (γ, z)Q(γ)eγzJi (γr) dγ

(k = 1, 2; i = 1), (k = 3, 4; i = 0),

Ik
3i(r, z) =

∞∫

0

Lk
3 (γ, z)αB(γ)eγzJi (γr) dγ

(k = 1, 2; i = 1), (k = 3, 4, 5, 6; i = 0),

Jk
1i(r, z) =

∞∫

0

Lk
1 (γ, z)P (γ)eγzJi (γr) γdγ (1.30)

(k = 2; i = 0), (k = 4; i = 1),
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Jk
2i(r, z) =

∞∫

0

Lk
2 (γ, z)Q(γ)eγzJi (γr) γdγ

(k = 2; i = 0), (k = 4; i = 1),

Jk
3i(r, z) =

∞∫

0

Lk
3 (γ, z)αB(γ)eγzJi (γr) γdγ

(k = 2; i = 0), (k = 4; i = 1),

В соответствии с (1.9)–(1.11) мы можем теперь выписать выражения
для смещений, температуры, теплового потока и деформаций:

u(r, z) =
3∑

i=1

I1i1(r, z), w(r, z) =
3∑

i=1

I3i0(r, z),

θ(r, z) = I530(r, z),
∂θ(r, z)

∂z
= I630(r, z),

∂u(r, z)

∂z
=

3∑
i=1

I2i1(r, z), εz =
∂w(r, z)

∂z
=

3∑
i=1

I4i0(r, z), (1.31)

εr =
∂u(r, z)

∂r
=

3∑
i=1

J2
i0(r, z) − 1

r

3∑
i=1

I2i1(r, z),

∂w(r, z)

∂r
= −

3∑
i=1

J4
i1(r, z), εrz =

1

2

(
3∑

i=1

I2i1(r, z) −
3∑

i=1

J4
i1(r, z)

)
,

ε =
3∑

i=1

J2
i0(r, z) − 1

r

3∑
i=1

I2i1(r, z) +
1

r

3∑
i=1

I1i1(r, z) +
3∑

i=1

I4i0(r, z);

а также для напряжений:

σr = (Λ(z) + 2M(z))

(
3∑

i=1

J2
i0(r, z) − 1

r

3∑
i=1

I2i1(r, z)

)
+

+ Λ(z)

(
1

r

3∑
i=1

I1i1(r, z) +
3∑

i=1

I4i0(r, z)

)
− k(z)I530(r, z),

σϕ = (Λ(z) + 2M(z))
1

r

3∑
i=1

I1i1(r, z) +

+ Λ(z)

(
3∑

i=1

J2
i0(r, z) − 1

r

3∑
i=1

I2i1(r, z) +
3∑

i=1

I4i0(r, z)

)
− k(z)I530(r, z),

(1.32)
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σz = (Λ(z) + 2M(z))
3∑

i=1

I4i0(r, z) +

+ Λ(z)

(
3∑

i=1

J2
i0(r, z) − 1

r

3∑
i=1

I2i1(r, z) +
1

r

3∑
i=1

I1i1(r, z)

)
− k(z)I530(r, z),

τrz = M(z)

(
3∑

i=1

I2i1(r, z) −
3∑

i=1

J4
i1(r, z)

)
, k(z) = 3K(z)αT (z).

§ 1.3. Численный анализ решения осесимметричной
граничной задачи квазистатической теплопроводности

для функционально-градиентного покрытия при
заданном на его поверхности тепловом потоке

1.3.1. Постановка задачи. Рассмотрим распределение темпера-
туры и теплового потока в покрытии, вызванное воздействием равно-
мерного теплового потока с поверхности в пределах круга радиуса a,
для некоторых характерных видов неоднородности. Будем считать, что
коэффициент теплопроводности λT (z) непрерывно изменяется в припо-
верхностной зоне так, что выполняются соотношения (1.4). В записи
граничных условий на поверхности неоднородного полупространства
(1.13) полагаем, что усилия отсутствуют, то есть: p(r) = q(r) = t(r) = 0,
0 � r < ∞, z = 0 и граничные условия на поверхности и в зоне
сцепления неоднородного слоя с подстилающим однородным полупро-
странством имеют вид

(θC(r, 0))′ = −αβ(r), при r � a; (θC(r, 0))′ = 0, при r > a;

θC(r,−H) = θS(r,−H), (θC(r,−H))′ = (θS(r,−H))′.
(1.33)

На бесконечности, при (r,−z) → ∞, значения разности темпера-
тур и теплового потока стремятся к нулю и выполняются соотно-
шения (1.15).

В § 1.2 было построено общее решение квазистатической осесим-
метричной термоупругой задачи для неоднородного полупространства.
В развернутом виде формулы для определения распределения темпера-
туры и теплового потока в функционально-градиентном покрытии при
заданном на поверхности тепловом потоке можно записать так:

θ(r, z) =

∞∫

0

L5
3(γ, z)αB(γ)eγzJ0 (γr) γdγ, (1.34)

∂θ(r, z)

∂z
=

∞∫

0

L6
3(γ, z)αB(γ)eγzJ0 (γr) γdγ, B(γ) =

a∫

0

β(ρ)J0(ργ)ρdρ.
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Значения температуры и теплового потока в приповерхностной зоне
функционально-градиентного покрытия находятся с помощью числен-
ного интегрирования в заданных точках (r, z) неоднородного по глу-
бине полупространства. Бесконечная область интегрирования по γ
разбивается на отрезки знакопостоянства подынтегральной функции
(функции L5

3(γ, z)eγz и L6
3(γ, z)eγz могут менять знак в ограниченной

области изменения (γ, z) и далее монотонно стремятся к 0, так что
корни подынтегральной функции определяются в основном корнями
функций Бесселя, которые легко находятся). Расчет ведется до тех
пор, пока значение интеграла на отрезке знакопостоянства превосходит
заданную (достаточно малую) величину. Таким образом, можно инте-
грировать, отступая от границы полупространства на некоторое рас-
стояние (порядка 0,01 Н), при этом функции L5

3(γ, z)eγz и L6
3(γ, z)eγz

должны быть вычислены до значений γ � 500.

1.3.2. Анализ влияния монотонно изменяющегося значения
коэффициента теплопроводности в приповерхностном слое на рас-
пределение температурного поля и теплового потока. На рисун-
ках 1.1–1.5 представлено распределение установившегося температур-
ного поля в приповерхностной зоне для однородного полупространства
и четырех характерных законов изменения коэффициента теплопровод-
ности λT (z) в приповерхностном слое (относительно подстилающего
однородного полупространства)

λT (z) =

{
λC

T (z) = λS
T fi(z) при −H � z < 0, i = 1, 2, 3, 4,

λS
T = const при −∞ < z < −H,

f1(z) =
7

2
, f2(z) =

2

7
, f3(z) =

7

2
+

5

2

z

H
, f4(z) =

2

7
− 5

7

z

H
.

(1.35)

Анализ рисунков показывает, что изменение по глубине слоя ко-
эффициента теплопроводности мало влияет на вид поверхностей, опи-
сывающих изменение температуры в покрытии. Для того, чтобы со-
поставить численные значения температуры для различных покрытий,
на рисунке 1.6 приведены графики изменения значения температуры
по глубине (при r = 0) для всех перечисленных выше законов неодно-
родности в покрытии и однородного полупространства без покрытия.
При изменении коэффициента теплопроводности в 2 раза в покрытии
по сравнению с однородным полупространством температура на по-
верхности изменяется примерно в 1,5 раза.

На рисунках 1.7–1.11 показано распределение поля установивше-
гося теплового потока для пяти указанных выше законов изменения
коэффициента теплопроводности. В случае с тепловым потоком вид
закона изменения коэффициента теплопроводности в покрытии суще-
ственно влияет на вид поверхностей, описывающих изменение значе-
ний теплового потока в приповерхностном слое.
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Рис. 1.1. Распределение температуры. H/a = 1,0
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Рис. 1.2. Распределение температуры. H/a = 1,0




