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Ðàçäåë I
ÒÅÎÐÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

ÃËÀÂÀ 1

ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

1.1. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Êëàññèôèêàöèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé

Первичными понятиями теории вероятностей являются такие понятия, 

как испытание и событие. 

Случайным называется событие, которое может произойти или не про-

изойти в результате некоторого опыта (испытания, эксперимента).

Случайные события принято обозначать прописными буквами латин-

ского алфавита: A, B, C, …, X, Y, Z.

Опыт (испытание, эксперимент) – это процесс, включающий опреде-

ленные условия и приводящий к одному из возможных исходов. Исходом 

опыта может быть результат наблюдения или измерения.

Примеры случайных событий:

A = {выпадение “решки”};

B = {выпадение “орла”} – при бросании монеты;

C = {появление “7” очков}  – при бросании игральной кости;

D = {в аудиторию вошла студентка};

E = {в аудиторию вошла студентка старше 18 лет}. 

Случайные события могут состоять из нескольких элементарных со-

бытий, подразделяющихся на:

 � достоверные;

 � невозможные;

 � совместные;

 � несовместные;

 � единственно возможные;

 � равновозможные;

 � противоположные.
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Ãëàâà 1. Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Событие, которое обязательно произойдет в результате опыта (испыта-

ния, эксперимента) называется достоверным (пример A и B). Достоверные 

события будем обозначать �.

Событие, которое не может произойти в результате данного опыта (ис-

пытания, эксперимента) называется невозможным (пример C).

Обозначение: Ø. 

Несколько событий называются совместными, если в результате опыта 

(испытания, эксперимента) появление одного из них не исключает воз-

можность появления других (пример D и E).

Несколько событий называются несовместными в данном опыте (ис-

пытании, эксперименте), если появление одного из них исключает воз-

можность появления других (пример A и B).

События называются единственно возможными, если в результате опыта 

(испытания, эксперимента) хотя бы одно из них обязательно произойдет 

(пример A и B).

Несколько событий называются равновозможными, если в результате 

опыта (испытания, эксперимента) ни одно из них не имеет объективно 

большую возможность появления, чем другие (пример A и B).

Два единственно возможных и несовместных события называются 

противоположными (пример A и B).

Совокупность всех единственно возможных и несовместных событий 

называется полной группой событий.

События, которые образуют полную группу, несовместны и равновоз-

можны, называют случаями (пример A и B).

1.2. Äåéñòâèÿ íàä ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñîáûòèé

Произведением или пересечением двух событий A и B называется собы-

тие C, состоящее в совместном появлении события A и B. 

                                                                 C=A�B                                                    (1.2.1)

Для иллюстрации действий над событиями будем использовать так 

называемые диаграммы Венна1.  

Операция умножения событий (рис. 1.2.1.).
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Операция умножения событий эквивалентна логической операции «и». 

В этом смысле формула (1.2.1) может быть представлена как:

                                                              C=A и B                                                   (1.2.2)

Ïðèìåð 1.
По некоторой цели производятся 3 выстрела. 

Рассматриваются события A1, A2, A3 – попадание в цель первым, вто-

рым и третьим выстрелами, V – попадание в цель всех трех выстрелов. 

Тогда очевидно:

V = A
1
 · A

2 
· A

3
.

В данном примере рассматривается произведение трех событий – со-

бытие V. Иллюстрация дана на рис. 1.2.2.

 

A3

Ðèñ. 1.2.2. Ïðîèçâåäåíèå òðåõ ñîáûòèé

A1

A2

V

Тогда по примеру 1 в общем случае, произведение нескольких событий 

A
1
, A

2
, A

3
,…, A

n
 можно записать следующим образом: 

                                                         � = � ��
�

���
 
.
      

                                         (1.2.3)

1 Джон Венн (John Venn, 1834 1923) – английский математик-логик, построивший гра-
фический аппарат диаграмм. Основные труды: “Логика случая” (1866 г.), “Символическая 
логика” (1881 г.).

Ðèñ. 1.2.1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé

A

B

C=AB
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и заключается в появлении в данном опыте событий A
1
, A

2
, A

3
, …, A

n
 вместе, 

то есть события A
1
 и события A

2
, …, и события A

n
.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ñîáûòèé

Суммой двух событий A и B называется событие D, состоящее в появ-

лении события A или B, или обоих вместе.

Диаграммы Венна для несовместных и совместных событий будут раз-

личаться и представлены на рис. 1.2.3 и 1.2.4. 

 D=A+B  (1.2.4)

Операция сложения двух несовместных событий эквивалентна логи-

ческой операции «или». В этом смысле формула (1.2.4) может быть пред-

ставлена как: 

 D=A или B  (1.2.5)

Сумма нескольких несовместных событий A
1
, A

2
, A

3
, …, A

n
 может быть 

записана в виде:

                                                                                                                                                      

 

  
	 = 
 ��

�
��� .     (1.2.6)

Как видно из рис 1.2.4, сумма двух совместных событий представляет 

собой их объединение, которое состоит в появлении в данном опыте хотя 

Ðèñ. 1.2.3. Ñóììà äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

A B

D = A+B

Ðèñ. 1.2.4. Ñóììà äâóõ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

A

B

AB
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бы одного из перечисленных событий – события A или события B или 

событий A и B вместе:

 C =A U B. (1.2.7)

Формула (1.2.7) эквивалентна логической записи:

 C=A или B или AB. (1.2.8)

Объединение нескольких совместных событий  может быть представ-

лено в виде:

   

� = � ��
�

��� .  (1.2.9)

Îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ ñîáûòèé

Разностью двух событий A и B называется событие F, которое состоит 

из всех исходов, принадлежащих A, исключая исходы, принадлежащие B:

 F = A – B. (1.2.10)

На диаграмме разность событий представлена рис. 1.2.5.

Îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ

Дополнением события A до события � называется событие A
-   –   

, несо-

вместное с A и образующее с ним полную группу событий (рис. 1.2.6). 

Дополнение A до � можно выразить в виде разности:

 � =  � �  . (1.2.11)

События A и �    являются противоположными событиями. 

Ðèñ. 1.2.5. Ðàçíîñòü äâóõ ñîáûòèé

A

F

B
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Следовательно, для противоположных событий справедливы следую-

щие соотношения:

  � + � =  , (1.2.12)

  � � � = � . (1.2.13)

1.3. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ

Аксиоматическое определение вероятности было создано в 1933 году 

А. Н. Колмогоровым2.

Вероятностью P(A) называется числовая функция, определенная для 

всех событий A поля S (поля событий для данного эксперимента) и удов-

летворяющая трем аксиомам вероятностей:

Àêñèîìà 1 (неотрицательности): P(A)≥0. Âåðîÿòíîñòü íåîòðèöàòåëüíà.

Àêñèîìà 2 (нормировки):. Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå.

Àêñèîìà 3 (аддитивности). Âåðîÿòíîñòü ñóììû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé  A
1
, 

A
2
, A

3
,…, A

n
 ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé:

 

� 
 ��
�

��� = 
 �(��)�
��� ,       ���� = �,    � � � . (1.3.1)

Смысл этих аксиом: вероятность есть неотрицательная, нормированная 

и аддитивная функция.

Аксиоматическое определение вероятности не дает способа конкрет-

ного вычисления вероятности, поэтому используются другие определения 

вероятности, на которых остановимся ниже. 

2 Андрей Николаевич Колмогоров (25 апреля 1903 — 20 октября 1987) — советский ма-
тематик, один из крупнейших математиков XX века. Колмогоров — один из основополож-
ников современной теории вероятностей.

Ðèñ. 1.2.6. Äîïîëíåíèå ñîáûòèÿ A äî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà

A A
–
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1.4. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

При классификации случайных событий мы использовали термин 

«возможность», то есть рассмотрели качественные признаки основных 

положений теории вероятностей.  Для того, чтобы сравнивать события по 

степени возможности их появления, необходимо ввести количественную 

характеристику, то есть выразить численно. 

Такой численной мерой объективной возможности наступления со-

бытия является вероятность события. 

Так называемый “классический” способ определения вероятности 

непосредственно используется для событий, называемых “случаями”.

Случаями (шансами) называют несовместные, равновозможные со-

бытия, образующие полную группу. Примерами событий, образующих 

группу случаев, являются:

 � появление герба и цифры при одном бросании монеты;

 � появление 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков при однократном бросании игральной 

кости;

 � появление различных шаров при вынимании наугад одинаковых на 

ощупь шаров из урны, содержащей несколько различных по цвету 

шаров.

Пусть события A
1
, A

2
, A

3
,…, A

n
 – несовместны, равновозможны и обра-

зуют полную группу – случаи, а события A
1
, A

2
, A

3
,…, A

m
 благоприятствуют 

появлению интересуемого нас события A (m�n). Тогда вероятность собы-

тия A определяется по так называемой классической формуле:

  
�(�) = ��  .  (1.4.1)

где n – общее число случаев,

m – число случаев, благоприятствующих событию A.

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ:

1. Вероятность достоверного события равна 1: P(�)=1.

2. Вероятность невозможного события равна 0: P(Ø)=0.

3. Вероятность случайного события есть положительное число, заклю-

ченное между 0 и 1: 0<P<1.
Таким образом, вероятность любого события: 0≤P≤1.

Ïðèìåð 2. Опыт заключается в однократном бросании игральной кости. 

Рассматриваются события:

A – появление четного числа очков;
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B – появление не менее трех очков;

C – появление хотя бы одного очка.

Определим вероятности этих событий.

Ðåøåíèå. 
Так как пространство исходов опыта – события A

1
, A

2
, A

3
, A

4
, A

5
, A

6
 – 

появление 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков – образуют группу случаев, то искомые 

вероятности будем вычислять по формуле (1.4.1).

Событию A благоприятны исходы A
2
, A

4
, A

6
, (m

A
= 3) событию B благо-

приятны исходы A
3
, A

4
, A

5
, A

6 
(m

B
= 4), событию C благоприятны все исходы 

A
1
, A

2
, …, A

6 
(m

C
= 6). Вероятности этих событий соответственно равны:

�(�) = 36 = 12 , �(�) = 46 = 23 , �(�) = 66 = 1 = �(�) .

Ïðèìåð 3. В урне находятся 12 шаров, пять из них красных. Найти ве-

роятность, что наудачу вынутый шар – красный.

Ðåøåíèå. 
A={наудачу вынутый из урны шар – красный}. 

Всего шаров – 12, значит n=12 из них красных – 5, значит число бла-

гоприятствующих исходов m=5 . 

Тогда по формуле (1.4.1): �(�) = 512 .

1.5. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Рассмотрим n одинаковых испытаний. Предположим, что результатом 

каждого испытания может быть появление или непоявление события A. 

Естественной характеристикой события A в этой последовательности ис-

пытаний является относительная частота (частость) его появления – от-

ношение числа испытаний, в которых событие A появилось, к числу всех 

проведенных испытаний. Обозначая относительную частоту (частость) 

события A через P*(A), а число появлений события A в n испытаниях через 

m
A
, получим:

 ��(�) = ���  .  (1.5.1)

Относительная частота невозможного события Ø:
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 ��(�) = ��� = 0� = 0 . (1.5.2)

Относительная частота достоверного события �:

 ��(�) = ��� = �� = 1 . (1.5.3)

Относительная частота случайного события A, которое может поя-

виться или не появиться в результате испытания, очевидно, заключена 

между нулем и единицей. Поэтому относительная частота любого события 

представляет собой либо правильную дробь, либо равна нулю, либо равна 

единице:

 0 � ��(�) � 1  ��� � %  0% � ��(�) � 100% . (1.5.4)

При многократном воспроизведении серии из n испытаний в одинако-

вых условиях изменяется число появлений m
A
 события A в каждой серии, 

следовательно, изменяется (является случайной) и относительная частота 

события (1.5.1). 

Относительная частота события обладает замечательным свойством 

устойчивости, которое заключается в неограниченном приближении от-

носительной частоты события к некоторой постоянной величине при 

неограниченном увеличении числа испытаний. Рассмотрим пример, ха-

рактеризующий устойчивость частоты.

В таблице 1.5.1 приведены результаты испытаний известных уче-

ных-статистиков Бюффона и Пирсона по наблюдениям за частотой по-

явления герба при бросании монеты.

Òàáëèöà 1.5.1.

Ýêñïåðèìåíòàòîð ×èñëî áðîñàíèé 
ìîíåòû

×èñëî ïîÿâëåíèé 
ãåðáà ×àñòîòà

Áþôôîí (18 âåê) 4040 2048 0,5080
Ïèðñîí (íà÷àëî 20 âåêà) 12000 6019 0,5016
Ïèðñîí (íà÷àëî 20 âåêà) 24000 12012 0,5005

Результаты, приведенные в таблице, свидетельствуют о том, что от-

носительная частота появлений герба неограниченно приближается к 

числу 0,5, которое назовем статистической вероятностью события G и будем 

обозначать P(G). Таким образом, P(G)=0.50.

Мы ввели в рассмотрение статистическую вероятность – число, к ко-

торому неограниченно приближается относительная частота события при 
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увеличении числа испытаний. Характер сходимости частоты и вероятно-

сти впервые изучен Я. Бернулли3 и сформулирован в соответствующей 

теореме.

Величина X
n
 сходится по вероятности к величине a, если при сколь 

угодно малом ��>0 вероятность неравенства | X
n 
– a | <��неограниченно 

приближается к единице при неограниченном увеличении числа n.

Применительно к частоте и вероятности это запишется в виде:

  

 
�(|��(�) � �(�)| < �) > 1 � �, ��� > 0, ��� > 0 .  (1.5.5)

Выражение (1.5.5) составляет содержание теоремы Я. Бернулли: частота 

события A при неограниченном увеличении числа испытаний сходится по 

вероятности к вероятности события A.

Следовательно, вероятность события P(A) есть численная мера степени 

объективной возможности события в данном испытании, и с понятием 

“вероятность события” мы связываем определенный практический смысл: 

на основании накопленного опыта мы утверждаем, что наиболее вероят-

ны те события, которые чаще происходят, а те события, которые редко 

происходят – наименее вероятны. Таким образом, понятие “вероятность 

события” связано с результатами опытов и, следовательно, с понятием 

“частота события”.

1.6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

Одним из недостатков классического определения вероятности собы-

тия, основанного на рассмотрении конечного числа равновозможных ис-

ходов испытания, является невозможность использования формулы (1.4.1) 

для случая бесконечного множества исходов испытания. Устранить этот 

недостаток можно используя так называемую геометрическую вероятность.

Общая задача, которая является моделью подхода к вычислению 

вероятности для такого случая, формулируется следующим образом. 

Рассмотрим на плоскости некоторую область G (рис.1.6.1) и область !�G. 

В область G наугад бросается точка x так, что она может равновероятно 

попасть в любую точку области, следовательно, вероятность попадания 

3 Якоб Бернулли (1654-1705) – швейцарский математик, профессор Базельского уни-
верситета (с 1687). Фундаментальные достижения в теории вероятностей – разработка веро-
ятностной модели независимых повторных испытаний (испытания Бернулли). Дал первое 
доказательство закона больших чисел. Основной труд по теории вероятностей “Искусство 
предположений” (опубликован в 1713 г).
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в какую-либо часть области G, например, в область !, пропорциональна 

площади этой области и не зависит от её формы и расположения.

Поэтому, по определению, вероятность попадания точки x в область � 

при её бросании наугад в область G (событие A), естественно, будет равна:

  �(�) = mes "mes G , (1.6.1)

где mes � – мера области � ��G,

mes G – мера области G.

В качестве меры могут выступать длина, площадь, объем, угол и другое.

Рассмотрим несколько примеров вычисления геометрических веро-

ятностей.

Ïðèìåð 4. Два лица A и B условились о встрече в определенном месте в 

течение часа после 12 часов. Лицо, пришедшее первым – предположим А, 

ждет встречи в течение 20 минут. Когда они заканчиваются, лицо А уходит. 

Какова вероятность встречи A и B, если они приходят независимо друг от 

друга в случайное время после 12 часов до 13 часов?

Ðåøåíèå. 

Ðèñ. 1.6.1. Ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

G

x

!

Ðèñ. 1.6.2. Ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ è îáëàñòü âñòðå÷è A è B

60

y

x0

(x, y)

g

G

20

20 60
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Обозначим моменты прихода A через X, а B – через Y. Для встречи A и 

B необходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие | X– Y | � 20.

Элементарное событие �� (встреча A и B) будет характеризоваться двумя 

случайными параметрами X и Y и может быть представлено точкой с коор-

динатами (x, y) на плоскости X0Y. Построим на плоскости пространство 

элементарных исходов (событий) �. Это – квадрат (рис. 1.6.2) со стороной 

60 минут. Условие встречи будет выполнено, если случайная точка (x, y) 

окажется в заштрихованной области �. Её площадь (мера области �) равна 

площади квадрата за вычетом площадей двух угловых треугольников:

 
#$ = #& � 2 12 40', #$ = 60' � 40' = 2000, 

#& = 60' = 3600,

����. = 20003600 = 59 .

 

Ïðèìåð 5. В квадрат со стороной, равной a см, вписан круг. Бросается 

случайная точка. Какова вероятность того, что точка попадет внутрь круга.

Ðåøåíèå. 

Вероятность попадания случайной точки в круг (событие) определяется 

как (см. рис. 1.6.3):

�(�) = S	
.S	�.  .
Найдем площадь круга и квадрата: 

 S	
. = * -/27' = */'4 , 
S	�. = /' 

 

Ðèñ. 1.6.3. Èëëþñòðàöèÿ, ê ïðèìåðó 5

x
a
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

тогда искомая вероятность будет равна: 

  

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä èñïûòàíèåì è ñîáûòèåì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
2. Êàêîâà êëàññèôèêàöèÿ ñîáûòèé â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
3. Êàêîå ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, êàêîå íåâîçìîæíûì è êàêîå ñëó÷àéíûì?
4. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
5. Íà êàêèå âèäû ïîäðàçäåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ? 
6. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè, êàêèå íåñîâìåñòíûìè, êàêèå ñî-

âìåñòíûìè è êàêèå ïðîòèâîïîëîæíûìè?
7. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé?
8. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ?
9. ×òî ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ìåðû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ?

10. Âåðîÿòíîñòü, ðàâíàÿ íóëþ, ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó ñîáûòèþ?
11. Â êàêèõ ïðåäåëàõ íàõîäèòñÿ âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî (âîçìîæíîãî) ñîáûòèÿ?
12. Êàêèå ñîáûòèÿ ìîæíî îòíåñòè ê ñõåìå ñëó÷àåâ?
13. Êàêîé ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ áëàãîïðèÿòñòâóþùèì äëÿ ñîáûòèÿ ?
14. Ïî êàêîé ôîðìóëå îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ , åñëè èñïûòàíèå ìîæíî îò-

íåñòè ê ñõåìå ñëó÷àåâ?
15. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ íà îñè, íà ïëîñêîñòè è â ïðî-

ñòðàíñòâå?
16. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ ?
17. Â ÷åì îòëè÷èå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ  îò åå îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû?
18. Â ÷åì ñîñòîèò ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ñîáûòèÿ ?

ÇÀÄÀÍÈß

1.1. Èç 1000 ñîáðàííûõ íà çàâîäå òåëåâèçîðîâ 5 øòóê áðàêîâàííûõ. Ýêñïåðò ïðîâåðÿåò 
îäèí íàóãàä âûáðàííûé òåëåâèçîð èç ýòîé 1000. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðî-
âåðÿåìûé òåëåâèçîð îêàæåòñÿ áðàêîâàííûì.

1.2. Â óðíå 9 êðàñíûõ, 6 æåëòûõ è 5 çåëåíûõ øàðîâ. Èç óðíû íàóãàä äîñòàþò îäèí øàð. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð îêàæåòñÿ æåëòûì?

1.3. Íà êàæäûå 1000 ýëåêòðè÷åñêèõ ëàìïî÷åê ïðèõîäèòñÿ 5 áðàêîâàííûõ. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü êóïèòü èñïðàâíóþ ëàìïî÷êó?

1.4.  Â ãðóïïå òóðèñòîâ 8 ÷åëîâåê. Ñ ïîìîùüþ æðåáèÿ îíè âûáèðàþò øåñòåðûõ ÷åëîâåê, 
êîòîðûå äîëæíû èäòè â ñåëî â ìàãàçèí çà ïðîäóêòàìè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
êîíêðåòíî âûáðàííûé òóðèñò, âõîäÿùèé â ñîñòàâ ãðóïïû, ïîéäåò â ìàãàçèí?
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1.5. Ïî æåëåçíîäîðîæíîìó ïîëîòíó ïðîèçâîäèòñÿ áîìáîìåòàíèå. Äëèíà ïîëîòíà 3 êì. 
Èçâåñòíî, ÷òî áîìáà ïîïàëà íà æåëåçíîäîðîæíîå ïîëîòíî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ â æåëåçíîäîðîæíûé ñîñòàâ äëèíîþ â 500 ì íàõîäÿùèéñÿ íà ýòîì ïîëîòíå?

1.6. Â êâàäðàò âïèñàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê òàê, ÷òî åãî îñíîâàíèå ñîâïàäàåò 
ñî ñòîðîíîé êâàäðàòà. Â êâàäðàò ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ òî÷êà. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà íå ïîïàäåò â òðåóãîëüíèê?

1.7. Íà ïëîñêîñòü íàíåñåíà ñèñòåìà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè 
3 ñì äðóã îò äðóãà. Íà ïëîñêîñòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîøåíà ìîíåòà äèàìåòðîì 
1 ñì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà íå ïåðåñå÷åò íè îäíó èç ëèíèé?

1.8. Ïåðåä íà÷àëîì ïåðâîãî òóðà ÷åìïèîíàòà ïî øàøêàì ó÷àñòíèêîâ ðàçáèâàþò íà 
èãðîâûå ïàðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ æðåáèÿ. Âñåãî â ÷åìïèîíàòå ó÷àñòâó-
åò 26 øàøèñòîâ, ñðåäè êîòîðûõ 3 ó÷àñòíèêà èç Ðîññèè, â òîì ÷èñëå Ïåòð Èâàíîâ. 
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðâîì òóðå Ïåòð Èâàíîâ áóäåò èãðàòü ñ êàêèì-ëèáî 
øàøèñòîì èç Ðîññèè?

1.9. Ïðè èñïûòàíèè ïàðòèè ïðèáîðîâ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ãîäíûõ ïðèáîðîâ îêàçàëàñü 
ðàâíîé 0,9. Íàéòè ÷èñëî ãîäíûõ ïðèáîðîâ, åñëè âñåãî áûëî ïðîâåðåíî 200 ïðèáîðîâ.

1.10. Äâà øàõìàòèñòà èãðàþò îäíó ïàðòèþ. Ñîáûòèå A - âûèãðàåò ïåðâûé èãðîê, B - âû-
èãðàåò âòîðîé èãðîê. Êàêîå ñîáûòèå ñëåäóåò äîáàâèòü ê óêàçàííîé ñîâîêóïíîñòè, 
÷òîáû ïîëó÷èëàñü ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé? 

1.11. Ñîáûòèÿ: A – õîòÿ áû îäèí èç ïðîâåðÿåìûõ ïðèáîðîâ áðàêîâàííûé, - âñå ïðèáî-
ðû äîáðîêà÷åñòâåííûå. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ: 
a) A+B?; á) AB?; â) A; ã) B.

1.12. Èç òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íàóãàä âûáðàíû äâà ÷èñëà. Ñîáûòèÿ  è  ñîîòâåòñòâåí-
íî, îçíà÷àþò, ÷òî âûáðàíî õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî è õîòÿ áû îäíî ÷åòíîå ÷èñëî. 
×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ AB?, A+B?.

1.13. Â çîíå ïîðàæåíèÿ öåëè çåíèòíîé àðòèëëåðèåé, ïðåäñòàâëÿþùåé øàð ðàäèóñà 
100 ì, îêàçàëàñü öåëü, îáúåì êîòîðîé ïðèáëèæåííî ðàâåí 1000 ì3. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè ïðè îäíîì âûñòðåëå?
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ÃËÀÂÀ 2 

ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ Â ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

2.1. Êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷

Комбинаторика – один из разделов дискретной математики, наука, 

изучающая комбинации и перестановки объектов произвольной природы, 

подчиненные определенным условиям.

С точки зрения теории множеств комбинаторика имеет дело со спосо-

бами образования различных подмножеств конечных множеств, их объеди-

нениями и пересечениями, а также разрабатывает способы упорядочения 

этих подмножеств.

В методическом плане комбинаторика рассматривается как введение 

в теорию вероятностей, поскольку широко используется при решении 

вероятностных задач. Как правило, решение задач по классической схеме 

с конечным числом равновозможных исходов (1.4.1) сводится к исполь-

зованию комбинаторных методов для подсчета общего числа случаев  и 

числа случаев , благоприятствующих некоторому событию A:

 �(�) = ��  . 

Кроме теории вероятностей, комбинаторика нашла применение во 

многих областях науки и техники, в частности, в теории информации, 

кодирования, статистической физике, теории графов, планировании экс-

периментов, теории программирования, генетике, биологии.

Рассмотрим пример, подтверждающий необходимость использования 

комбинаторных методов для их решения.

Ïðèìåð 1. Игральная кость бросается дважды подряд. Вычисляется ве-

роятность появления одного и того же числа очков при первом и втором 

бросаниях (событие A).

Ðåøåíèå. 
Для определения общего числа случаев (исходов опыта) необходимо 

рассмотреть все возможные комбинации цифр, выпадающих на первой 

и второй костях, каждая из которых включает двухзначные числа, состав-

ленные из цифр от 1 до 6 на первой и второй позиции, то есть (1,1), (1,2), 

… , (3,6), … , (6,6). Число случаев, благоприятных событию A, равно числу 
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двухзначных чисел, состоящих из одинаковых цифр, то есть (1,1), (2,2), 

…, (6,6).

Способы подсчета чисел комбинаций в представленном примере, будет 

рассмотрен ниже.

2.2. Âûáîðêà èç ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ

Изложение методов комбинаторики применительно к решению ве-

роятностных задач ведется на основе понятия «выборка из множества 

элементов», что позволяет рассматривать все комбинаторные методы с 

единых позиций.

Если элементы выборки располагаются в порядке их выбора из мно-

жеств X
1
, X

2
, ... , X

k
 (в линейку), то такая выборка называется упорядоченной.

Если порядок элементов выборки не имеет значения (“куча”), то такая 

k0 - выборка называется неупорядоченной.

Рассмотрим два основных правила подсчета чисел упорядоченных вы-

борок (размещений) – правило произведения и правило суммы.

Пусть для образования упорядоченных выборок, обладающих задан-

ным свойством, элемент x
i
(1) из множества X

1
 можно выбрать n

1
 способами 

(по числу n
1
 элементов этого множества), элемент  из множества  можно 

выбрать  способами и т.д., наконец, элемент x
j
(2) из множества X

2
 можно 

выбрать n
2
 способами и т.д., наконец, элемент x

m
(k) из множества X

k
 – n

k 

способами.  Тогда число выборок n, обладающих заданным свойством, 

будет равно произведению чисел n
1
, n

2
, …, n

k
:

 

� = ���'. . . �8 = � �� . 8
���  

(2.2.1)

Полученный результат представляет собой правило произведения.

Частный случай, если X
1
=X

2
=...=X

k
=X и n

1
=n

2
=...=n

k
=m, то правило 

произведения (2.3.4) запишется в следующем виде:

 n=mk (2.2.2)

Ïðèìåð 2. Определим возможное число n семизначных телефонных 

номеров.

Ðåøåíèå. 
Искомое число семизначных телефонных номеров равно числу упо-

рядоченных 7 - выборок из множества X
1
={1, 2, ... , 9}, n

1
=9 и шести 
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одинаковых множеств X
2
=X

3
= ... =X

7
={0, 1, 2, ..., 9}, n

2
=10. В соответствии 

с правилом произведения (2.3.4), (2.3.5) имеем:

 n=n
1
 n

2  
... n

7
=9·10·10·10·10·10·10=9 ·106. 

Правило суммы используется в том случае, когда множество всевозмож-

ных выборок может быть представлено в виде некоторого числа непере-

секающихся различных классов X
j,j

=1 ... n (рис.2.2.1).

Ðèñ. 2.2.1. Ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ (ïîäìíîæåñòâî) âûáîðîê

X1

(N1)

X1

(n2)

X1

(n3)
X1

(n
n
)

X1

(n
j
)

…

…

Общее число выборок в этом случае равно сумме чисел выборок в раз-

личных классах:

 

� = �� + �'+. . . +�� = 
 ��
�

��� . (2.2.3)

Это и есть формула, определяющая правило суммы. Числа n
1
, n

2
, …, n

n
 

выборок в различных классах определяются в соответствии с правилом 

произведения (2.2.1).

Ïðèìåð 3. Определим, сколько различных сигналов можно составить 

из четырех различных сигнальных флагов на корабле.

Ðåøåíèå.
 Множество вариантов составления различных сигналов можно раз-

делить на 4 непересекающихся подмножества:

X
1
 – множество сигналов из одного флага;

X
2
 – множество сигналов из двух флагов;

X
3
 – множество сигналов из трех флагов;

X
4
 – множество сигналов из четырех флагов.

Общее число вариантов составления сигналов из 4-х флагов равно 

(2.2.3):
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n=n
1
+n

2
+n

3
+n

4,

где n
1
= 4 варианта сигналов из одного флага;

n
2
= 4·3 = 12 вариантов из двух флагов;

n
3
= 4·3·2 = 24 варианта сигналов из трех флагов;

n
4
= 4·3·2·1= 24 варианта сигналов из четырех флагов.

Таким образом, в результате получаем:

n= 4 + 12 + 24 + 24 = 64 (варианта сигналов).

При подсчете чисел n
k
 использовалось правило произведения (2.2.1). 

Так, например, при подсчете n
3
 в качестве первого флага для составления 

сигнала из 3-х флагов можно выбрать любой из 4-х флагов. Вторым флагом 

мог быть один из 3-х оставшихся, а третьим – один из двух оставшихся 

флагов. Отсюда и результат: n
3 
= 4·3·2 = 24.

2.3. Ðàçìåùåíèÿ 

Для вычисления суммы n – первых натуральных чисел существует очень 

удобная формула:

 # = �(� + 1)2  .
 

Для вычисления произведения n – первых натуральных чисел такой 

формулы нет, но зато эта величина получила специальное обозначение 

n!.

Читается как «эн» – факториал. 

Примеры: 5! = 1·2·3·4·5 = 120, …, 7! =1·2·3·4·5·6·7 = 120 = 5040.    

Отметим, что принято считать 0!=1. Основанием этому утверждению 

служит свойство факториала: n! = n (n– 1)!.

Приведенное выражение справедливо при n >1. Тогда естественно опре-

делить 0! так, чтобы было верно и при n=1. Тогда должно выполняться 

соотношение: 1!=1, но для этого необходимо считать, что 0!=1.

Размещением без повторений из n элементов по m элементов (m<n) на-

зывается упорядоченная m –выборка, элементы которой являются эле-

ментами одного и того же множества

 X={x
1
, x

2
, ... , x

n
 } 

и все различны.

Две такие выборки различны, если они отличаются друг от друга 

хотя бы одним элементом или порядком (расстановкой) одних и тех же 
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элементов, то есть либо составом, либо порядком расположения, либо и 

тем, и другим.

Число размещений без повторений обозначается4 A
n

m и определяется 

в соответствии с правилом произведения (2.2.1) при n
1
=n, n

2
=n-1, n

3
=n-2, 

... , n
m
=n – m +1:

 ��: = �(� � 1)(� � 2). . . (� � � + 1). (2.3.1)

Для получения компактной формулы для A
n

m умножим и разделим вы-

ражение (2.3.1) на дополнение его до n! – на величину (n– m)!:

 (n– m)!=(n– m)(n– m – 1) ... 3·2·1. (2.3.2)

Тогда окончательно получим:

  
��: = �!(� � �)! . (2.3.3)

Рассмотрим примеры определения числа размещений без повторений.

Ïðèìåð 4. Состав и число размещений без повторений.

Из элементов множества X={a, b, c, d, e}, n=5 составим размещения 

без повторений из 5 по 3 элемента и определим их число.

Ðåøåíèå. Из 5-элементного множества X можно образовать по формуле (2.3.3)

 �?@ = 5!2! = 2! A 3 A 4 A 52! = 3 A 4 A 5 = 60 
 

размещений без повторений элементов, содержащих по 3 элемента.

Эти выборки могут отличаться друг от друга либо составом элементов, 

либо их порядком, но при этом повторение элементов в различных вы-

борках не допускается. Перечислим их:

 A={(a, b, c), (a, b, d), (a, b, e), (b, a, c), (b, c, a), ..., (e, d, c)}. 

Ïðèìåð 5. Составление чисел.

Определим, сколько четырехзначных чисел можно составить из цифр 

1, 2, 3, 4, 5, если повторения цифр в этих числах не допускается?

Решение. Количество четырехзначных чисел равно числу размещений 

без повторений из 5 элементов по 4 элемента:

�?B = 5!1! = 1! A 2 A 3 A 4 A 51! = 2 A 3 A 4 A 5 = 120 C�DE� 

Ïðèìåð 6. Призеры хоккейного турнира.

Определим, сколько существует способов распределения золотых, се-

ребряных и бронзовых медалей между призерами хоккейного турнира, 

4 буква A – начальная от arrangement c французского – размещение.
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если предположить, что все 16 играющих команд потенциально равны по 

уровню игры и составу игроков?

Ðåøåíèå. Задача сводится к определению числа троек команд – 3 выбо-

рок из 16 элементов, отличающихся друг от друга либо составом команд, 

либо порядком распределения мест. Это – число размещений без повто-

рений, которое равно

 ��F@ = 16!13! = 13! A 14 A 15 A 1613! = 14 A 15 A 16 = 3360 DHIDIJI� .

 Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Размещением с повторениями из n элементов по m элементов называется 

упорядоченная m – выборка, составленная из элементов одного и того же 

n – множества

 X={x
1
, x

2
, ..., x

n
 }. 

Элементы этой выборки могут совпадать. Две таких выборки различны, 

если они отличаются порядком неравных элементов или их составом. 

Число размещений с повторениями обозначается �K�:  и определяется 

по правилу произведения (2.2.1), (2.2.2) при:

 �K�: = �:. (2.3.4)

Рассмотрим примеры определения числа размещений с повторениями.

Ïðèìåð 7. Состав и число размещений с повторениями.

Из элементов множества X={a, b, c, d, e}, n=5 составим размещения с 

повторениями (упорядоченные выборки) по 3 элемента в каждой и опре-

делим их число.

Ðåøåíèå. Из пяти элементов множества X можно образовать (2.3.4)�K?@ = 5@ = 125 
размещений с повторениями по 3 элемента. 

Эти выборки могут отличаться друг от друга либо составом элементов, 

либо их порядком:�K = {(/, �/, �/),��(/, �/, �L),��(/, �/, �M),��(/, �/, �N),��(/, �/, �O), ��������(/, �L, �/),��(/, �L, �L),��(L, �L, �L),��. . . , ��(O, �O, �O)} 
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Ïðèìåð 8. Составление числа.

Определим, сколько четырехзначных чисел можно составить из мно-

жества цифр X={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, если повторения цифр допустимы?

Ðåøåíèå. Количество четырехзначных чисел равно числу размещений 

с повторениями из 9-ти элементов по 4 элемента:

 �KPB = 9B = 6561. 

2.4. Ïåðåñòàíîâêè 

Перестановками без повторений (или просто перестановками) называются 

размещения без повторений из всех элементов X, то есть из n элементов по n.

Их число обозначается P
n
 и определяется выражением (2.4.1):�� = ��� = �(� � 1)(� � 2). . .3 A 2 A 1 = �! , то есть

 P
n
=n!. (2.4.1)

Две перестановки различны, если отличаются только порядком своих 

элементов, так как в их состав входит все n элементов исходного множе-

ства X. Рассмотрим примеры составления перестановок из n элементов 

множества X.

Ïðèìåð 9. Состав и число перестановок. Из элементов множества X={a, 
b, c, d, e}, n=5 составим всевозможные перестановки (размещения без 

повторений из пяти элементов по пять) и определим их число.

Ðåøåíèå. Число перестановок из пяти элементов a, b, c, d, e равно:

P
5 
= 5! =1·2·3·4·5 =120.

Соответствующие перестановки представляются в виде:{�?} = {(/, �L, �M, �N, �O),��(L, �/, �M, �N, �O),��(L, �M, �/, �N, �O),��(L,Q�M,Q�/,Q�O,Q�N),��(M,Q�/,Q�L,Q�N,Q�O),��.Q.Q.Q, ��(O,Q�N,Q�M,Q�L,Q�/)} .

Ïðèìåð 10. Расстановка книг на полке.

Сколькими способами можно расставить 4 различные книги на книж-

ной полке?

Ðåøåíèå. Число расстановок 4-х книг равно числу перестановок из 4-х 

элементов:

P
4 
= 4! = 1·2·3·4 = 24 (способа). 
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Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Перестановками с повторениями называются такие перестановки, в 

которых хотя бы два элемента одинаковы. 

Пусть перестановка P
n
 состоит из n элементов множества X , среди 

которых имеются одинаковые элементы, например, n
1
 элементов A, n

2 

элементов B, n
3
 элементов C, …, n

m
 элементов L, так что сумма чисел эле-

ментов равна:

n
1
+n

2
+n

3
+...+n

m
=n.

Одна из возможных перестановок из этих n элементов множества X, 

общее число которых равно n!, может иметь, например, следующий вид:

 

(��)� = R/, /, . . . , /TUUVUUW�X , L, L, … , LTUUVUUW�Y , M, M, … , MTUVUW�Z , … , [, [, … , [TUVUW�\
]^^^^^^^^^^^^_^^^^^^^^^^^^`� a . (2.4.2)

Перестановка (P
n
)

1
 – перестановка с повторениями. Число перестано-

вок с повторениями обозначается символом:

 �b(��,��',� . . . ,��:). 

При его определении будем иметь в виду, что, переставляя n
1
 одинако-

вых элементов a, a, ..., a, n
1
! способами, мы не получим новых переста-

новок, следовательно, общее число перестановок n! следует уменьшить 

в n
1
! раз. Аналогично, переставляя n

2
 одинаковых элементов b, b, ..., 

b  n
2
! способами, мы вновь не получим новых перестановок, следова-

тельно, опять общее число перестановок n! следует уменьшить в n
2
! раз. 

Рассуждая и дальше подобным образом, получим следующий результат:

 �b(��,���',�. . . , ��8) = �!��! �'! … �:! . (2.4.3)

Ïðèìåð 11. Сколько различных “слов” можно составить из букв, обра-

зующих слово АВИАЦИЯ?

Ðåøåíèå. Слово АВИАЦИЯ содержит две буквы “А” (n
1
=2), две буквы 

“И” (n
2
=2), по одной “В”, “Ц”, “Я” ( n

3 
= n

4 
= n

5 
=1 ). Общее число букв 

n=7. Общее число перестановок из семи букв равно

P
7 
= 7! =1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5040.

Однако, учитывая то обстоятельство, что перестановки одинаковых 

букв “А” и “И” не дают новых “слов”, получим

 
�b(2, �2, �1, �1, �1) = 7!2! �2! �1! �1! �1! = 50404 = 1260.

 




