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ГЛ АВ А 1 

Действие со степенями 

Основные формулы 

Свойства степеней: 

� ,

mnmn

aaa
+

=⋅  mn

m

n

a

a

a
−

= ; 

� 

( ) nm
m

n

aa = ; 

� ( ) nnn

baab ⋅=  
n

nn

b

a

b

a
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
; 

� 1
0
=a ; 

� 

n

n

a

a

1
=

− ; 

� 

n mn

m

aa = . 

Модуль числа: 

⎩
⎨
⎧

>−

>
=

.0если,

0,если,

tt

tt

t  

Примеры. 
 

819
2
= , aa

m m

=

+ +12 12 .  
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Таблица степеней: 

2
2 4=  

2
3 9=  

2
4 16=  

2
5 25=  

2
6 36=  

2
7 49=

2
8 64=  

3
2 8=  

3
3 27=  

7
3 2187=  

3
5 125=  

3
6 216=

3
7 343=  

3
8 512=  

4
2 16=  

4
3 81=  

7
2 128=

4
5 625=

4
6 1296=

  

5
2 32=  

5
3 243=

5
4 1024=  

    

6
2 64=  

6
3 729=

     

7
2 128=  

7
3 2187=  

    

2
9 81=  

8
2 256=  

     

3
9 729=  

Действия со степенями 

Поговорим о действиях со степенями. Пусть =n 1, 2, 3, 
4, ... — натуральные числа. Тогда 

....

раз

�����

n

n

aaaa ⋅⋅⋅=  

То есть n

a  — это указание умножить число a само на себя 
n раз. 

Пример.  .

3
aaaa ⋅⋅=   

Обсуждение. А что такое 3a? Это .a a a+ +  

Типовая ошибка. Пожалуйста, не путайте умножение и сло-
жение. Еще раз повторим: 

,

5
aaaaaa =⋅⋅⋅⋅  

.5aaaaaa =++++  

Для действий со степенями существуют ровно три базовые 

формулы, а все остальные формулы выводятся из них. Дальше 
мы узнаем, что бывают различные степени, в том числе отрица-

тельные и дробные (т. е. 3−
a , 56

a ). Базовые формулы верны для 
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любых степеней. Но для натуральных степеней их легко прове-

рить и вывести. Итак, давайте перейдем к формулам. 

1. mn

aa ⋅ . 

Обсуждение. 

�
=⋅⋅⋅⋅=⋅

2
23

2

23
2222222

���
2

___
. 

В какой степени? Сколько раз мы умножали 2 само на себя? 
Обратите внимание, какую операцию мы произвели со степе-
нями. А теперь продолжите формулу: 

___ __= ___
n m

a a a⋅ . 

n m n m

a a a
+

⋅ =  (1.1) 

2. ( )mn

a . 

Обсуждение. Продолжим формулу. 

( )
( )

2
3 3 3

2 3 3
2 23

2

2 = 2 2 = 2 2 2 2 2 2 = 2⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

����� ����� �����

. 

Какую операцию мы произвели со степенями? 

А теперь продолжите формулу: ( ) ________ _= __
m

n

a a . 

( )
m

n n m

a a
⋅

=  (1.2) 

ЗАМЕЧАНИЕ  

Мы увидели, что ( )
m

n n m

a a
⋅

=  и ( )
n

n m m n m

a a a
⋅ ⋅

= = . То есть 

( ) ( )
n m

m n

a a= . 

Пример.  ( ) ( )23
3

2326
2222 ===

⋅ . То есть 236
842 == .  

На игре формул (1.1) и (1.2) строится алгоритм быстрого воз-
ведения в степень. 
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УПРАЖНЕНИЕ 1.1 

Вычислите 10
2 . Сколько действий вы сделаете? Решите задачу в 

5 действий. 

Типовая ошибка — путать формулы: 

=

mn

aa  _________________. 

( ) =

m
n

a  _________________. 

Кстати, продолжите их. 

3. ( )nba ⋅ . 

Обсуждение. Обратите внимание, что это первая и последняя 
базовая формула, в которой участвуют разные основания 
(a и b). Обсудим на примере: 

( ) ___ __2 _
2 3 2 3 2 3 2 2 3 3 2 3⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ . 

Допишите степень двух и трех. 

А теперь закончите формулу: ( ) aba
n

=⋅

___
b⋅

___
. 

( )
n n n

a b a b⋅ = ⋅  (1.3) 

Из базовых формул выводятся дополнительные. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.2 

Используя базовые формулы, продолжите формулу: 

1) n m n m

a a a
+

=  
n

m

a

a

a

=

______
; 

2) ( )
n n n

a b a b⋅ =  
___

___

n

a a

b b

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Пояснение. Рассмотрим формулы на примерах: 

� 2
2222

22222

2

2

раза4

раз5

4

5

=

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

=

�����

�����

. 

Какую операцию мы произвели со степенями? 
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� .

5

2

555

222

5

2

5

2

5

2

5

2

3

33

=
⋅⋅

⋅⋅
=⋅⋅=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
 

УПРАЖНЕНИЕ 1.3 

Вычислите1: 

1) 5 6
2 2 2⋅ =

____
 ; 

2) ( )
3

5 2
3 3 3⋅ =

____
 ; 

3) 3 3
4 2 2⋅ =

____
 (обратите внимание, что здесь основаниями явля-

ются разные числа: 2 и 4. Используйте 2
4 2= ); 

4) ( )
2

5
4 2 2⋅ =

____
 ; 

5) ( )
3

3 2 2
2 4 8 2⋅ ⋅ =

____
 ; 

6) 
( )

3
2 2

2

5 25

5

125

⋅

=

____ 
; 

7) 

( )

10 2

3
3

4 16
2

8

⋅

=

____
. 

ИНТЕРЕСНЫЙ ФАКТ  

Вы на каникулах решили устроиться на работу садовником. Один 

хозяин предлагает платить вам 100 руб. в час, а второй — по сле-

дующей схеме: первый час — 2 руб., зато в каждый следующий 

час — в 2 раза больше, чем в предыдущий. Рабочий день — 10 ча-

сов у обоих. К какому работодателю вы пойдете работать? 

Ответ. У второго вы получите только за последний час 1024 руб. 

Кроме этого, вы заработаете деньги и в предыдущие часы. У перво-

го же вы заработаете 1000 руб. за весь день. 

                                                      
1
 Здесь и далее в ответах указывается правая часть равенства целиком. 
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Отрицательные степени 

Натуральные степени имели интуитивно понятный смысл. 
Дальше мы будем говорить о степенях, которые вводятся опреде-
лениями. То есть мы сами договариваемся о том, какой смысл 

они имеют. В этом случаи мы используем обозначение З. 

Мы договоримся: 1З
0

a . 

1
0
=a  (1.4) 

УПРАЖНЕНИЕ 1.4 

Вычислите значения выражений: 

1) 0
5 = __________________________; 

2) ( )
5

0
185 = ______________________; 

3) ( )
0

18
29 = ______________________. 

Обсуждение. Как вы думаете, почему 1
0
=a ? Ведь часто, ка-

жется, что 0
a  должно быть равно 0? Удобнее приравнять их. Но 

если принять 0
a  равным 0, то получим противопоставление. По-

ясним на примере. 

Пример.  1
9

9

3

3

2

2

== . С другой стороны 133

3

3 022

2

2

===

− .  

Теперь осталось обсудить отрицательные и дробные степени. 

1
З

n

n

a

a

−

 (1.5) 

Можно понимать так: отрицательная степень — это "лифт", 
перемещающий все, кроме минуса, в другую часть дроби: сверху 

вниз, снизу вверх. 

Минус при вынесении его из отрицательной степени никогда 
не меняет знак самого выражения! Проще говоря: посмотрите на 
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формулу. В левой части имеется минус в степени, а в правой час-

ти минуса нет. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.5 

Используя формулу 

1
,

n

n

a

a

−

=  

вычислите: 

1) 3
a
−

=  ______________; 
4) _________________ 

7

1

a

= ; 

2) 5
2
−

=  ______________; 
5) _________________ 

8

1

3

= ; 

3) 1
2
−

=  ______________; 
6) _________________ 

1

a

= . 

УПРАЖНЕНИЕ 1.6 

Вычислите: 

1) 
6

1
2

2
−

=

______
; 3) 

1
6

216
=

______
; 

2) 
1

3
81

=

______
; 4) 

1
5

1

125

=

______
. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.7 

Вычислите: 

1) 

1
2

3

−

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 _______________; 2) 

27 2

8 3

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

______
. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.8 

Используя формулы для действий со степенями, вычислите: 

1) ( )
3

6 2
a a

−

⋅ =  ___________; 2) 
( )

( )

1
5 2

2
3

a a

a

a

−

−

−

=

____
. 
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УПРАЖНЕНИЕ 1.9 

Запишите выражение в виде степени числа a: 

1) 
10

1

a

− ; 2) 
7

1

a
−

− ; 3) 
9

5

a

− . 

 

УПРАЖНЕНИЕ 1.10 

Избавьтесь от отрицательных степеней: 

1) 4
2a

− ; 2) ( )
4

2a
−

; 3) 
5

2
3

a
−

−

. 

В упражнении 1.8 смотрите внимательнее, какое именно вы-
ражение возводите в степень. Как это различать? 
 

 

Примеры.  

1. 
3

3 1

a

a =

− . 

2. 
33

33 21
222

aa

aa =⋅=⋅=

−− . 

Здесь не поставлены скобки, т. к. только число a возводится 

в степень –3. 

3. ( )
( )

.

8

1

2

1

2

1
2

3333

3

aaa

a =

⋅

==

−

 

Здесь скобки выделяют выражение, возведенное в степень.
  

Дробные степени 

Договоримся, что: 

З

m

n m
n

a a  
(1.6) 
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УПРАЖНЕНИЕ 1.11 

Используя формулу (1.6), вычислите: 

1) 

5

7
a =  ________________; 4) _________________ 5

a= ; 

2) 

1

3
a =  ________________; 5) _________________ 3= . 

3) _______________ 
7 5
a= . 

 

УПРАЖНЕНИЕ 1.12 

Выполните более сложные задания: 

1) a a=

______
; 4) 1 2

25 =  _________________; 

2) 
3 5 3

a a=

______
; 5) 

4 7

1

a

− =  _______________; 

3) a a a=

______
; 6) 

9 13

3

a

− =  _______________. 

Решение: 

1) ( )
1 2

1 2 1 2 1 4
a a a a= = = . 

3) 

1 1 3
1

1 2 2 2
a a a a a a

+

= ⋅ = = . 

Этюд "Такие разные степени" 

Люди часто путают определения отрицательных и дробных 

степеней. Если вы тоже их путаете, то вычислите значение выра-

жений. Каждый столбец можно использовать в качестве справоч-

ного материала (т. е. уточнять, какая степень имеет какой смысл). 

УПРАЖНЕНИЕ 1.13 

Вычислите: 

1) 3
8 =  ________________; 4) 1 3

8
−

=  _______________; 

2) 3
8
−

=  _______________; 5) 1 3
8
−

− =  _____________; 

3) 1 3
8 =  _______________; 6) 2

4 =  __________________; 



Действие со степенями 21 

7) 2
4
−

=  _________________; 9) 1 2
4
−

=  ________________; 

8) 1 2
4 =  _________________; 10) 1 2

4
−

− =  _____________. 

Использование свойств степеней 

Вычисление значений  
числовых выражений 

Разберем решение некоторых типовых задач из ЕГЭ. Будем 
разбирать по шагам. 

Будем использовать таблицу степеней. 

Пример.  ;44
3 3

=  .33
2
=   

УПРАЖНЕНИЕ 1.14 

Вычислите: 

1) 
4 4
5 =  _________________; 2) 

7 3
3 =  _______________. 

Пример. 
 

.4464
3 33

==  Чтобы при извлечении корня 

третьей степени получить целое число, необходимо под корнем 

найти куб некоторого числа. То есть мы хотим: 3
64 x= . Угады-

ваем x; 4=x . Тогда переходим к предыдущему шагу. 
 

Пример.   .339
2
==  Под корнем ищем квадрат некото-

рого числа.
 

 

УПРАЖНЕНИЕ 1.15 

Вычислите: 

1) 44 4 ___62 ___5 = =  _________; 3) 5 1024 =  ____________. 

2) 7 2187 =  ___________________;  
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Рассмотрим таблицу. В первом столбце указаны известные 

числовые равенства. Продолжите заполнение второго столбца. 

 

Известно: Тогда: 

1
2 2=  1

0, 2 0, 2=  

2
2 4=  2

0, 2 =  _____________ 

3
2 8=  3

0, 2 =  _____________ 

 

Понятно, что здесь главной задачей является правильно под-

винуть запятую. Перемножьте столбиком! 

Итак, мы увидели, что если число имеет один знак после за-

пятой, то при возведении в каждую последующую степень запя-

тая передвигается еще на один знак. Значит, количество знаков 

после запятой будет равно степени числа. Если число имеет из-

начально два знака после запятой, то при возведении в каждую 

последующую степень запятая сдвигается на два знака. Если три 

знака после запятой, то сдвигаем на три знака, и т. д. Значит, де-

сятичные дроби можно возводить в степень следующим образом: 

угадывать сдвиг и число. 

Пример. 
 

027,03,0
3
= . Как я это узнала? Знаю, что 273

3
=  

и сдвиг равен трем знакам. Можете проверить умножением.  

Пример. 
 

0081,03,0
4
= , т. к. 813

4
=  и сдвиг равен четырем 

знакам.  

УПРАЖНЕНИЕ 1.16 

Вычислите: 

1) 
3

0,5 =  ________; 2) 3
0, 2 =   _______; 3) 3

0,02 =   _______. 

Но наша задача будет сложнее. Мы будем угадывать число по 
правой части. 
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Пример.  3
064,0 x= . Чему равен x?

 
 

Вижу, что к третьей степени сдвиг стал равен трем знакам. 

Значит, изначально число имело вид: 0, a (где 0≠a  и a — циф-

ра). Теперь угадаем a. 3
464 = . Значит, 40,x = ; следовательно, 

3
4,0064,0 = .  

УПРАЖНЕНИЕ 1.17 

Используя известные числовые равенства, вычислите: 

1) 3
0,125 x= . x =  _______________. 

2) 4
0,1296 x= . x =  _______________. 

3) 5
0,00243 x= . x =  _______________. 

УПРАЖНЕНИЕ 1.18 

Даны равенства: 

3 3 333 0,125 0,5 0,5;x= = =  

4 4 444 0,1296 0,6 0,6.x= = =  

Используя эти равенства, вычислите: 

1) 3 0,343 =  ______________. 3) 6 0,000729 =  ____________. 

2) 3 0,512 =  ______________.  

Таким образом, мы угадываем отдельно число и сдвиг! 

Мини-тест 

Теперь решим мини-тест. 

Правила заполнения: мини-тест состоит из трех таблиц. В ка-
ждой таблице выберите произвольную строку и выполните зада-
ние. В задании 3 выберите по одной строке в каждом варианте. 

На тест отводится 10—15 минут. По окончании работы проверьте 
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результат. Если у вас оказалось не более двух ошибок, вы хорошо 

поняли теорию, а автор — хорошо ее изложил. 

Итак. 

1. Записать в виде степени числа a: 

4

1

a

 
5

1

a

−  3
a  3 4

a  
1

a

 

8

1

a

 
6

1

a
−

−  5
a  5 8

a  3 2

1

a

 

5

1

a

 
7

1

a
−

−  7
a  7 2

a  3 2

1

a
−

−  

13

1

a

 
10

1

a
−

 8
a  8 15

a  3 4

1

a
−

 

 

 

2. Избавиться от отрицательных и дробных степеней: 

2
a
−

 
1

7
a−  

3
74a

−

 
3

7

1
5

a

−

−  

5
a
−

 
6

138a−  

2
52a

−

−  1
3

3

a

−

 

7
a
−

 
6

138a  

2
52a

−

 8
3

2

a

−

 

19−

a  
6

31
a−  

5
74a

−

 
21

3
a
−
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