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1. ПРЕДЕЛ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, 
ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ 

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

1.1. Функции и основные понятия, связанные с ними 

Пусть X – некоторое числовое множество. На множестве X опреде-
лена числовая функция f, если каждому элементу x множества X по-
ставлено в соответствие по некоторому правилу единственное дейст-
вительное число y = f(x). Множество X называется областью определе-
ния функции. Область определения функции обозначают D(f). Произ-
вольный элемент области определения обозначается буквой x и назы-
вается аргументом функции. Множество всех значений функции f(x), 
когда аргумент пробегает область определения функции, называется 
множеством значений функции f. Множество значений функции 
обозначают Е(f). 

Обычно функцию задают формулой, указывающей последова-
тельность математических операций, которые необходимо выпол-
нить над аргументом, чтобы получить ее значение. В этом случае под 
областью определения функции понимают множество тех значений 
аргумента, для которых указанные формулой действия выполнимы. 
Такой способ задания функции называется аналитическим. 
Табличный способ задания функции состоит в том, что указыва-

ются значения аргументов x1, x2, …, xn и соответствующие им значе-
ния функции y1, y2, …, yn. При табличном задании функции ее об-
ласть определения состоит только из значений x1, x2, …, xn, перечис-
ленных в таблице. 

Функция f(x) задана графически, если на координатной плоскости 
изображен ее график. Графиком функции f(x) называется множество 
точек координатной плоскости с координатами (x, f(x)), т.е. множест-
во точек, абсциссы которых принадлежат множеству X, а ординаты 
равны соответствующим значениям функции. Заметим, что множест-
во точек координатной плоскости является графиком некоторой 
функции тогда и только тогда, когда любая прямая, параллельная оси 
OY, пересекает график функции не более чем в одной точке. 

Функция f(x), определенная на множестве X, называется четной, 
если для любого x ∈ X выполняются условия 

 (–x) ∈ X   и   f(–x) = f(x). 

График четной функции симметричен относительно оси ординат. 
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Функция f(x), определенная на множестве X, называется нечетной, 
если для любого x ∈ X выполняются условия 

 (–x) ∈ X   и   f(–x) = –f(x). 

График нечетной функции симметричен относительно начала координат.  
Функция f(x), определенная на множестве X, называется периоди-

ческой, если существует такое число Т > 0, что для любого x ∈ X вы-
полняются условия 

 x + T ∈ X; x − T ∈ X   и   f(x + T ) = f(x – T ) = f(x). 

Число Т называется периодом функции f(x). Очевидно, если Т – пе-
риод функции f(x), то любое число вида nT, где n ∈ N, также является 
периодом этой функции. 

Функция f(x) называется ограниченной в окрестности точки x0, если 
существует такое число М > 0, что ( )f x  < M для любого x, принадле-
жащего данной окрестности точки x0. 

Обратная функция 

Пусть задана функция f(x), D(f) = X – область определения, Е(f) = Y – 
множество значений функции f(x). Если для любого у ∈ Y уравнение 
f(x) = у имеет единственное решение, то говорят, что функция обрати-
ма. Тогда, выразив х из формулы у = f(x), получим x = f –1(y). Если у 
обратного отображения x = f −1(y) аргумент обозначить x, а зависимую 
переменную y, то получим обратную функцию y = f −1(x). 

Областью определения обратной функции f –1 (x) является множе-
ство значений функции f(x), а множеством значений функции f −1(x) 
является область определения функции f(x). График обратной функ-
ции симметричен графику функции f(x) относительно прямой у = х.  

1.2. Графики основных элементарных функций 

1. Линейной функцией называется функция вида 

 y = kx + b, 

где k и b − некоторые действительные числа. 
Линейная функция определена на всей числовой прямой (D(f)) = R). 

Если k ≠ 0, то ее множеством значений является вся числовая ось, если 
k = 0, то множество значений функции состоит из одного числа b. 

Графиком линейной функции является прямая, проходящая через 
точку с координатами (0, b), с угловым коэффициентом k (рис. 1.1). 
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Угловой коэффициент k равен тангенсу угла между данной прямой и 
положительным направлением оси абсцисс. При k ≠ 0 эта прямая пе-
ресекает ось абсцисс в точке (−b/k, 0). Если k = 0, то y = b, и прямая 
параллельна оси OX (рис. 1.2). 

 

Рис. 1.1 

 

Рис. 1.2 

2. Квадратичной функцией называется функция вида 

 y = ax2 + bx + c, 

где a, b и c − некоторые действительные числа, причем a ≠ 0. 
Данная функция определена на всей числовой оси (D(f)) = R). Гра-

фиком квадратичной функции является парабола (табл. 1.1). При a > 0 
ветви параболы направлены вверх, при a < 0 – вниз. Чем больше мо-
дуль числа a, тем уже ветви параболы. Если D = b2 – 4ac > 0, то пара-
бола пересекает ось OX в двух точках, если D = 0, то парабола каса-
ется оси OX, если D < 0, то парабола не пересекает ось OX. 

Координаты вершины параболы (xb, yb) определяют по формулам 

 
2

; .
2 2 2b b

b b b
x y a b c

a a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Y 

 X  O 

b 

 Y 

 X O 

b 
−b/k 
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Таблица 1.1 

Графики квадратичной функции 

D > 0 D = 0 D < 0 
a > 0 

   
a < 0 

 
 

3. Функция y = x . 

Для построения графика раскрывают модуль: 

 
,  если 0,

,  если 0.

x x
y x

x x

≥⎧
= = ⎨− <⎩

 

Данная функция определена на всей числовой оси (D(f)) = R). 
Множество значений Е(f) = {y ∈ R / y ≥ 0}. Функция является четной, 
следовательно, график ее симметричен относительно оси ординат 
(рис. 1.3).  

 Рис. 1.3 

Y 

X O 

Y 

X 

xb 

yb 

Y 

X O 

xb 

O  xb 

Y 

 X 

 yb 

Y 

 X O  xb 

 yb 

Y 

X O 
 xb 

Y 

 X O 

 xb 

 yb 
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4. Степенной функцией называется функция вида 
 y = x р . 

Область определения и график данной функции зависят от пока-
зателя р. Рассмотрим несколько случаев. 

а) y = x2n, где n ∈ N. 
Данная функция определена на всей числовой оси (D(f)) = R). Мно-

жество значений Е(f) = {y ∈ R / y ≥ 0}. Функция является четной, 
следовательно, график ее симметричен относительно оси ординат 
(рис. 1.4). 

 

Рис. 1.4 

б) y = x2n + 1, где n ∈ N.  
Данная функция определена на всей числовой оси (D(f)) = R). 

Множество значений – вся числовая ось. Функция является нечет-
ной, следовательно, график ее симметричен относительно начала ко-
ординат (рис. 1.5). 

 

Рис. 1.5 

Y 

X O 

Y 

X O 
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в) 2 , .ny x n N= ∈  

Область допустимых значений D(f) = {x ∈ R / x ≥ 0}. Множество 
значений Е(f) = {y ∈ R / y ≥ 0}. График функции изображен на рис. 1.6. 

 

Рис. 1.6 

г) 2 1 , .ny x n N+= ∈  
Данная функция определена на всей числовой оси (D(f)) = R). 

Множество значений – вся числовая ось. Функция является нечет-
ной, следовательно, график ее симметричен относительно начала ко-
ординат (рис. 1.7). 

 

Рис. 1.7 

5. 
1

, .
p

y p N
x

= ∈  

Y 

X O 

Y 

X O 
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Рассмотрим два случая. 

а) 
2

1
, .

n
y n N

x
= ∈  

Область определения функции D(f)) = {x ∈ R / x ≠ 0}. Множество 
значений Е(f) = {y ∈ R / y > 0}. Функция является четной, значит, 
график ее симметричен относительно оси ординат (рис. 1.8). 

 

Рис. 1.8 

б) 
2 1

1
, .

n
y n N

x += ∈  

Область определения D(f)) = {x ∈ R / x ≠ 0}. Множество значений 
Е(f) = {y ∈ R / y ≠ 0}. Функция является нечетной, значит, график ее 
симметричен относительно начала координат (рис. 1.9). 

 

Рис. 1.9 

Y 

X O 

Y 

X O 
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6. Дробно-линейная функция задается формулой 

 ,
ax b

y
cx d

+=
+

 

где a, b, c и d – некоторые действительные числа (c ≠ 0, bc – ad ≠ 0). Об-
ласть определения функции: D(f)) = {x ∈ R / x ≠ – d/c}. 

Преобразуем правую часть формулы: 

 
2

( ) 1
.

/

a ad
cx d bax b a bc adc cy

cx d cx d c x d cc

+ + −+ −= = = +
+ + +

 

График дробно-линейной функции получается параллельным пе-

реносом на вектор ,
d a

r
c c

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

 из графика функции 
k

y
x

= , где 

2

bc ad
k

c

−= . 

Прямая 
a

y
c

=  является горизонтальной асимптотой графика 

дробно-линейной функции. Прямая 
d

x
c

= −  является вертикальной 

асимптотой. 

График функции 
1

y
x

=  называется гиперболой (рис. 1.10). 

 
Рис. 1.10 

Y 

X O 
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7. Показательной функцией называется функция вида 

 y = ax (a > 0, a ≠ 1). 

Область определения данной функции – вся числовая ось (D(f)) = R). 
Множество значений Е(f) = {y ∈ R / y > 0}. График показательной 
функции имеет вид: 

а) при a > 1 функция возрастающая (рис. 1.11); 

 

Рис. 1.11 

б) при 0 < a < 1 функция убывающая (рис. 1.12). 

 

Рис. 1.12 

8. Логарифмической функцией называется функция вида 

 y = loga x (a > 0, a ≠ 1). 

Логарифмическая функция определена только для положитель-
ных значений x и является обратной к показательной функции. Мно-
жество значений данной функции − вся числовая ось. График лога-
рифмической функции имеет вид: 

Y 

 X O 

1 

Y 

X O 

1 
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a) при a > 1 функция возрастающая (рис. 1.13); 

 

Рис. 1.13 

б) при 0 < a < 1 функция убывающая (рис. 1.14). 

 

Рис. 1.14 

9. Тригонометрические функции. 
а) y = sin x. 
Область определения данной функции – вся числовая ось, множе-

ство значений: y ∈ [–1, 1]. Функция является периодической с перио-
дом T = 2π, так как 

 sin (x + 2π) = sin x. 

Функция нечетная, так как sin (–x) = – sin x. Значит, график ее 
симметричен относительно начала координат (рис. 1.15). 

Некоторые значения функции y = sin x: 

x, рад 0 π/6 π/4 π/3 π/2 π 3π/2 2π 

sin x 0 1/2 2 /2 3 /2 1 0 –1 0 

Y 

 X O 

1 

Y 

 X O 

1
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Рис. 1.15 

б) y = cos x. 
Область определения данной функции – вся числовая ось, множе-

ство значений функции: y ∈ [–1, 1]. 
Функция является периодической с периодом T = 2π, так как 

 сos (x + 2π) = cos x. 

Функция четная, так как cos (–x) = cos x. Значит, график ее сим-
метричен относительно оси OY (рис. 1.16). 

Некоторые значения функции y = cos x: 

x, рад 0 π/6 π/4 π/3 π/2 π 3π/2 2π 

cos x 1 3 /2 2 /2 1/2 0 –1 0 1 

 

Рис. 1.16 

Y 

X 

1 

–π/2   π 3π/2 π/2 –π –3π/2 

−1 

2π 

Y 

 X O 

1 

−π/2 π 3π/2 π/2 −π −3π/2 

−1 

−2π 



15 

в) y = tg x. 
Область определения данной функции: D(f) = {x ∈ R / x ≠ π/2 + πk, 

k ∈ Z}; множество значений − вся числовая ось. 
Функция является периодической с периодом T = π, так как 

 tg (x + π) = tg x. 

Функция нечетная, так как tg (−x) = −tg x. Значит, график ее сим-
метричен относительно начала координат (рис. 1.17). 

Некоторые значения функции y = tg x: 

x, рад 0 π/6 π/4 π/3 π 

tg x 0 3 /3 1 3  0 

 

Рис. 1.17 

г) y = ctg x. 
Область определения данной функции: D(f) = { x ∈ R / x ≠ πk,  

k ∈ Z}; множество значений − вся числовая ось. 
Функция является периодической с периодом T = π, так как 

 ctg (x + π) = ctg x. 

Функция нечетная, так как ctg (−x) = –ctg x. Значит, график ее 
симметричен относительно начала координат (1.18). 

Некоторые значения функции y = ctg x: 

x, рад π/6 π/4 π/3 π/2 3π/2 

ctg x 3  1 3 /3 0 0 

Y 

X −π/2 π 3π/2 π/2 −π −3π/2 2π 
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Рис. 1.18 

10. Обратные тригонометрические функции. 
а) y = arcsin x – функция, обратная к функции x = sin y. 
Область определения данной функции: x ∈ [–1, 1]; множество 

значений функции: 
π π

,
2 2

y
⎡ ⎤∈ −⎢ ⎥
⎣ ⎦

. Функция нечетная, так как 

 arcsin (–x) = – arcsin x. 

Значит, график симметричен относительно начала координат 
(рис. 1.19). 

 

Рис. 1.19 

Y 

X 1 

−π/2 

π/2 

−
1 

Y 

X −π/2 π 3π/2 π/2 −π −3π/2 2π 
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б) y = arccos x – функция, обратная к функции x = cos y. 
Область определения данной функции: x ∈ [–1, 1]; множество 

значений функции: y ∈ [0, π]. 
Функция не является ни четной, ни нечетной, так как 

 arccos (–x) = π – arccos x. 

График функции y = arccos x изображен на рис. 1.20. 

 
Рис. 1.20 

в) y = arctg x – функция, обратная к функции x = tg y. 
Область определения – вся числовая ось; множество значений 

функции: 
π π

,
2 2

y
⎛ ⎞∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. Функция нечетная, так как 

 arctg (–x) = – arctg x. 

Значит, график ее симметричен относительно начала координат 
(рис. 1.21). 

 
Рис. 1.21 
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π/2
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г) y = arcctg x – функция, обратная к функции x = сtg y. 
Область определения – вся числовая ось, множество значений 

функции: y ∈ (0, π). 
Функция не является ни четной, ни нечетной, так как 

 arcсtg (–x) = π – arсctg x. 

График функции изображен на рис. 1.22. 

 

Рис. 1.22 

11. Гиперболические функции. 

а) sh
2

x xe e
y x

−−= =  – гиперболический синус. 

Область определения − вся числовая ось (D(f) = R). Множество 
значений – вся числовая ось. Функция является нечетной, значит, 
график ее симметричен относительно начала координат (рис. 1.23). 

   

Рис. 1.23 

Y 

 X 

 X 

Y 

π/2 

π 



19 

б) сh
2

x xe e
y x

−+= =  – гиперболический косинус. 

Область определения − вся числовая ось (D(f) = R). Множество 
значений: Е(f) = {y ∈ R / y ≥ 1}. Функция является четной, значит, 
график ее симметричен относительно оси OY (рис. 1.24). 

 

Рис. 1.24 

в) 
sh

th
ch

x x

x x

x e e
y x

x e e

−

−
−= = =
+

 – гиперболический тангенс. 

Область определения − вся числовая ось (D(f) = R). Множество 
значений: x ∈ (−1, 1). Функция является нечетной, значит, график ее 
симметричен относительно начала координат (рис. 1.25). 

 

Рис. 1.25 

г) 
ch

cth
sh

x x

x x

x e e
y x

x e e

−

−
+= = =
−

 – гиперболический котангенс. 

Y 

1 

X 

−1 

Y 

 X 

1 


