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1. ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ МЕХАНИКИ 
Траектории частиц механической системы описываются набором 

обобщенных координат z1(t),..., zN ( t). Лагранжиан механической сис-
темы L(zi(t),zi(t),t) зависит от координат z 1(t),..., zN (t) и связанных с 
ними скоростей z 1 (t),...,zN(t) и определяет динамику системы. Точки 
над символами, как всегда, обозначают производную по времени 
d/dt. Лагранжиан L(zi(t), z i(t),t) является функцией от скоростей z i (t) 
не выше второй степени. Интеграл по времени от лагранжиана вдоль 
произвольной траектории системы, определяемой некоторой сово-
купностью функций координат частиц z1(t),..., zN (t), задает функцио-
нал S[zil называемый действием, на заданной траектории системы 
между моментами времени taUtb: 

S [ zi ] = b L zi (t),z i(t),t d t . (1.1) 

Согласно принципу наименьшего действия Гамильтона механиче-
екая система реально движется по траектории z1(t),..., zN (t), на которой 
действие S[zi] минимально. Непосредственная (прямая) минимизация 
действия производится на определенном классе пробных траекторий, 
согласно способу, описанному в задаче 1.1. Непрямая минимизация 
действия производится методом Эйлера, который приводит в данном 
случае к дифференциальным уравнениям Лагранжа, как описано в 1.2. 

Задача 1.1. Частица в поле U(z) = — Fz за время т перемещается из 
точки z = О в точку z = a. Найти закон движения частицы, предпола-
гая, что он имеет вид z(t) = At 2 + Bt + C,и подбирая коэффициенты A, 
B и C так, чтобы действие имело наименьшее значение. 

Решение. 
Полагая z = О при t^ О, находим C = О, и из условия z = a при t = x 

находим B = a/х - Aх. Используя функцию z(t) = At 2 + (a/т - Ax)t, вы-
числяем действие 

т т 

S = \ L(z, z )dt =\ [ U(z)]dt = mА\^/6 + ma 2 /(2т) -
0 0 

- FAx^/6 + Fax/2. (1.2) 

Из условия bS/ЬA = О, определяющего минимум действия, нахо-
дим A = F/(2m). Очевидно, закон движения: 
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z(t) = Ft 2/(2m) + [a/x - Fx/(2m)]t (1.3) 

в данном случае является точным. Однако приведенное решение за-
дачи позволяет утверждать лишь то, что при найденном законе дви-
жения действие принимает наименьшее значение среди значений, 
принимаемых при движении по любому другому закону из законов 
предложенного вида. 

1.1. Уравнения движения 

1.1.1. Уравнение Лагранжа. 
Принцип относительности Галилея. 

Интегралы движения. 

Действие S[zi] экстремально на траектории реального движения 
zi(t) в сравнении со всеми другими траекториями близкими к данной: 
z/(t ) = zi(t)+ 6zi(0, которые имеют такие же концевые точки: 
z'i(ta) = zi(ta) И z'i(tb) = zi(tb). Это СВОЙСТВО дсйствия выражастся равен-
ством нулю вариации действия 61 S[zi] в линейном приближении по 
вариации траектории bzi(t): 

d1S[zi] = {S[zi + dzi] — S[zi]} |лин = 0 (1.4) 
с граничным условием 

bzi(ta) = 0, 6zi(tb) = 0. (1.5) 

Траектория zi(t), зануляющая первую вариацию действия, удовле-
творяет уравнению Лагранжа, являющемуся, по сути, уравнением 
Эйлера для экстремума функционала S[zi]: 

(d/dt)(dL/dz i) = dL/dzi; i = 1,...,N. (1.6) 

Количество уравнений Лагранжа определяется количеством 
обобщенных координат, описывающих движение механической сис-
темы z1,..., zN. Система отсчёта, по отношению к которой время явля-
ется однородным, а пространство - однородным и изотропным, на-
зывается инерциалъной. Если какая-либо система отсчёта движется 
прямолинейно и равномерно относительно инерциальной системы, 
то она также инерциальна. Во всех инерциальных системах одинако-
вы свойства пространства и времени, а также одинаковы и законы 
механики. Это утверждение называется принципом относительно-
сти Галилея. 
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Координаты г и г ' одной и той же точки, а также время t и t в 
двух различных системах отсчёта K и K связаны преобразованием 
Галилея: 

t = t. (1.8) 

Здесь V - это скорость движения системы fC относительно системы K. 
Лагранжиан замкнутой системы материальных точек, т.е. системы, на 
которую не действуют никакие внешние тела, имеет общий вид 

L =2_i [mava
 2 /2] - U(Г1,1^2,... ) , (1.9) 

a 

где Гa - радиус-вектор a-й точки, а Уa- ее скорость. 

Первый член в (1.9) называют кинетической энергией, а функцию 
U - потенциальной энергией системы материальных точек. Декарто-
вы координаты могут быть менее удобными для описания системы 
со связями, т.е. с дополнительными условиями, налагающими опре-
деленные ограничения на совместное изменение различных декарто-
вых координат. Для учета связей вводят обобщенные координаты. 
Их количество N^Q = N - NCB, где N - количество декартовых коорди-
нат, NCB - количество налагаемых ограничений (связей). Если движе-
пне описывается не декартовыми координатами точек, а некоторыми 
обобщенными координатами z„ то для получения лагранжиана про­
изводят соответствующее преобразование: 

xa = fa(z1,..., zNоб), dxa /dt = / ^ (dfa /dzk) z k . (1.10) 
k 

Подстановка выражений (2.7) в общее выражение для лагранжиа-
на (1.9) приводит к лагранжиану, выраженному через обобщенные 
координаты и скорости: 

L = 2_, [aik(z)^ i.zk ] - U ( z 1 , . . . , zNos) (1.11) 

где aik - функции только от координат*. Лагранжиан двух невзаимо-
действующих систем частиц A и B равен сумме лагранжианов каж-
дой из систем: LAB = LA + LB. Потенциальная энергия механической 

aik = mikJl, тензор mik иногда называют «тензором обобщённых масс». 
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системы во внешнем поле, вообще говоря, явно зависит от времени: 
U(z1,..., zN, t). Сила, действующая на а-ю частицу равна: 

Fa = -dU/ дr a. (112) 

функции координат и скоростей частиц системы, которые сохра-
няют постоянные значения при движении частиц, зависящие лишь от 
начальных условий, называются интегралами (инвариантами) дви-
экения. При движении замкнутой механической системы с N степеня-
ми свободы число независимых интегралов движения равно 2N - 1. 
Это следует из того, что общее решение N уравнений второго поряд-
ка (1.6), т.е. уравнений Лагранжа, содержит 2N произвольных посто­
янных. Поскольку система замкнута, вид решения не зависит от вы-
бора начала отсчета времени t 0. Следовательно, константа t 0 входит в 
решения аддитивно со временем t: t + t0. Исключая t + t0 из 2N функ-
ций координат zi и скоростей z i (i = 1,..., N), выражаем оставшиеся 
2N- 1 постоянные Q, (i = 1,..., 2N- 1) в виде функций от координат и 
скоростей: zi nzi (i = 1,..., N). Полученные таким образом 2N - 1 
функций и являются интегралами движения замкнутой системы с N 
степенями свободы. 

Аддитивными интегралами движения механической системы на-
зываются сохраняющиеся величины, значения которых для всей сие-
темы равны сумме значений для каждой из невзаимодействующих ее 
частей в отдельности. Существуют следующие аддитивные интегра-
лы движения: энергия E, импульс P, и момент импульса M системы: 

E = V [zi(dL/dzi) ] - L = \^ [mava
 2/2] + U(r1,r2,...); (113) 

i a 

P = y_i [dL/dva ]= / , [ma v a]; (114) 
a a 

M = V [ r a
 . p a ], (115) 

a 

где pa = дL/дv a - импульс a-й частицы. 

Сохранение энергии E связано с однородностью времени, в силу 
чего лагранжиан замкнутой системы или системы в постоянном 
внешнем поле не зависит явно от времени: dL/dt=0. Сохранение им-
пульса P связано с однородностью пространства, в силу чего вариа-
ция лагранжиана при любом параллельном переносе е замкнутой 
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системы как целого в пространстве равна нулю: ОеL = 0. Сохранение 
момента импульса M связано с изотропией пространства, в силу чего 
вариация лагранжиана при повороте на любой угол ф замкнутой сис-
темы в пространстве как целого равна нулю: 6(pL = 0. 

В общем случае обобщенную координату Zi, не входящую явным 
образом в лагранжиан, называют циклической. Из уравнения Лагран-
жа (1.6) следует сохранение соответствующего обобщенного им-
пульсаpi: 

d/dt[dL/d zi ] = dL/dzi = 0; -^ pi = дL /д zi = const. (116) 

Задача 1.2. Найти интегралы движения, если вид действия не ме­
няется при: а) пространственном сдвиге; б) повороте; в) сдвиге нача-
ла отсчёта времени; г) винтовом сдвиге вдоль оси z. 

Ответ: а) импульс; б) момент импульса; в) энергия; г) Мz + 
+ hpz /(2Tz) = const (h - шаг винта). 

Задача 1.3. Найти интегралы движения для частицы, движущейся: 
1) в однородном поле U(r) = - Fr; 
2) в поле U(r), где U(r) - однородная функция: U (аr) = аn U ( r ) . 

(Уточнить, при каком n преобразование подобия не меняет вид дей-
ствия.); 

3) в поле бегущей волны U(r,t) = U (r - V t, где V - постоянный 
вектор; 

4) в магнитном поле, заданном векторным потенциалом A(r), где 
A(r) - однородная функция; 

5) в электромагнитном поле, вращающемся с постоянной угловой 
скоростью D. вокруг оси z. 

Решение 
1. Потенциальная энергия U ( r) = - Fr, а с ней вместе и действие, 

не изменяются при сдвигах в направлении, перпендикулярном к F, и 
при поворотах относительно оси, параллельной F. Поэтому интегра-
ламп движения являются компоненты импульса, перпендикулярные 
к F, и компонента момента импульса, параллельная F. Так как функ-
ция Лагранжа не зависит от времени, интегралом движения является 
энергия. Утверждение, что различные точки в некоторой области 
«равноправны», означает, что во всех этих точках равны значения 
потенциальной энергии (а не силы!). Пространство, в котором имеет-
ся однородное поле, отнюдь не однородно. 

2. Преобразование подобия не меняет вида действия при n = 2. В 
этом случае pr - 2Et = const. Например, для центрального поля U = a/r2 
10 



этот интеграл, переписанный в виде mr . r - 2Et = const, с учётом со-
отношения r=(2/m)(E-a/t2-M2/(2mr2)), определяет зависимость 

r(t), где М- момент импульса относительно центра поля (проекция). 
3. E - Vp = const. 
4. pr - 2Et = const, где p = mv + (e/c)A, если A(r) = a-^A(r). 
5. E - pifD. = const. 
Задача 1.4. Найти интегралы движения для частицы в однород-

ном магнитном поле Н, если векторный потенциал А задан в виде: 
1. А = (1/2) [ H .r ]; 
2. А^ = Аz = 0, Ay = xH, или А = (0, хН, 0). 
Решение 
1. Пусть ось z параллельна полю Н. Сдвиг вдоль оси z и поворот 

вокруг неё не изменяют вида А, а следовательно, и вида действия. 
Поэтому интегралами движения являются 

pz = ЭL/Эz = mz иMz = xpy - ypx = m(xy - yx) + [(eH)/ (2c)] (x 2 + y 2). 
Кроме того, интегралом движения является энергия E = (m/2)( x 2 +y 2 +z2). 

2. E = (m/2)(x2 +y2 +z2), py = my + (e/c)Hx, pz = mz . 
Соображения симметрии позволяют определить различные инте-

гралы движения в зависимости от выбора векторного потенциала 
данного поля Н. По все величины: E, pz = pz, Mz, p y - являются инте-
гралами движения независимо от выбора А. 

1.1.2. Интегрирование уравнений 
движения Лагранжа 

1.1.2.1. Движение частицы 
в одномерном потенциальном поле 

Одномерным называют движение механической системы с одной 
степенью свободы, которую назовем x. Если потенциальная энергия 
U ( x) не зависит от времени явно, то уравнения Лагранжа интегриру-
ются в общем виде: 

t = J(m/2) dx/J\ E - U (xЦ + const, (1.17) 

где две произвольные постоянные в решении (1.17) имеют смысл 
полной энергии E и начала отсчёта времени t0 = const. 
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в силу положительности кинетической энергии движение происхо­
дит только в тех областях пространства, где U(x) < E. Точки xa, огра-
ничивающие области движения, находятся из уравнения: U ( xa) = E и 
называются точками остановки (поворота). Если область движения 
ограничена двумя такими точками, то движение называется финит-
ным. Если же область движения не ограничена хотя бы с одной сторо­
ны, то такое движение называется инфинитным. Период колебаний T 
между двумя точками поворота xa и xb определяется по формуле 

T(E) =J(2m) dx/ JE-U(^x) (1.18) 
xb 

где пределы являются корнями уравнения U(xa , b) = E при данном 
значении E. 

Задача 1.5. Определить закон движения частицы в поле U ( x): 
а) U ( x) = A[exp(-2α x) - 2exp(-α x)] - потенциал Морса, рис. 1.1; 

U /\ 

Рис. 1.1 

б) U ( x) = - U 0/[ch2(αx)] (рис. 1.2); 

U/\ 

• > 

Рис. 1.2 
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в) U(x) = U 0tg (сx) (рис. 1.3). 

U/\ 

- > 
0 

Рис. 1.3 

Ответы: 

а) x ( t ) = ( 1/a) Arch|[(|E| + f 0 ) /|E |]sinrat^( 2|E|/m ) + Cl| при£< 0, 

б) x(t) = ±(1/a)Arsh<UE + U0)/E~\sh\atJ(2E/m) + C > при£'> 0; 

в) x ( t ) = ± ( 1/a) Arsh\atJ( 2U0/m ) + C\ при E = 0, {Arsh(x) = 

= ln[x + (x 2 + 1)]}. 
Задача 1.6. Найти закон движения частицы в поле U(x) = - Ax 4, 

если энергия её равна нулю. 

Ответ. x(t) =- mr\ 
V 2A 

Задача 1.7. Найти изменение закона движения частицы, вызван­
ное добавлением к полю U(x) малой добавки 6U(x): 

а) U(x) = ma^2x2/2, ЬU ( x) = mоx 3/3; 

R\ [ " x 2 при x<« C. 
б) U(x) = к , oU(x) = Fx 

[ °° при x > а 

а. Невозмущённое движение x 0(t ) = asin((ot ), E = ma 2а?. (1.19) 
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Поправка 6t(x) = (а/3(03) J( a2-x2 j + a2/J( a2-x2 ] - 2 a . (1.20) 

Подставляя (1.19) и (1.20) в формулу 

x = x 0(t ) — x'0 (t ) bt(x 0(t)), 
получаем 

x(t) = asin((ot ) - oa 3/(3(o2)cos((ot )[cos (Ш) +1/cos (Ш) - 2]. 

С точностью до членов первого порядка малости по оa 2/со2 вклю-
чительно 

x(t) = asin((i)t + ф) + оa 3/(2(о2) - [сa 3/(6ю2)]cos[2(Ш + ф)], 
где ф = - 2оa 2/(3(о2). 

Задача 1.8. Пайти изменение периода движения частицы, вызван-
ное добавлением к полю U ( x) малой добавки 6U(x): 

а) U ( x) = mа^2 x 2И (гармонический осциллятор), 6U(x) = m|Зx 4/4; 
б) U ( x) = mоу2 x 2/2, ЬU ( x) = mоx 3/3; 
в) U ( x) = A[exp(-2оx) - 2exp(-(хx)], ЬU ( x) = -Vexp((xx), V << A. 
Решение 
1. Ответ: T = 3тфE /(2mау5) 
2. Графики потенциальной энергии U ( x) и U ( x) + ЪU ( x) изображе-

нынарис.1.4. 

А U , E 

U(x)+bU(x) 

Рис. 1.4 

Видно, что при E > Um = maf/6а добавка делает движение инфи-
нитным. При значениях E, близких к Um, период колебаний неогра-
ниченно возрастает (как |ln(Um - E)|; поэтому нельзя рассчитывать, 
что в этом случае он определяется небольшим числом членов ряда 
14 
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x 2 1 

T = yJm/2 V [(-1)n / n! ](дn/дEn ) Г [6U(x)]ndx/JrE-U(x)1 . 
n = 0 x 

1 

Если же E << Um , то поправка к периоду ЪT = 57tE/(18(oUm). 
- ^ „T 3%AV-jm E 8 AV 
3. Ответ: о = ; » -\/олк . 

1.1.2.2. Движение частицы в центральном поле. 
Задача Кеплера 

Потенциальная энергия частицы в центральном поле U ( r) зависит 
только от расстояния |r| = r до неподвижного центра поля. Сохраня-
ется момент импульса частицы M относительно центра поля: 

M = [ r p ] = const. (1.21) 

Вследствие (1.21) движение происходит в одной плоскости, в ко­
торой вводятся полярные координаты rиф. Лагранжиан принимает 
вид 

L = (m/2)(dr/dt)2 + r 2(dф/d t )2} - U ( r). (1.22) 

Очевидно, координата ф является циклической. Соответствующий 
ей сохраняющийся обобщенный импульс 

pi = (dL/dz i) =pif= mr2(d(f /dt) = const =M (1.23) 

является проекцией момента импульса M на ось, перпендикулярную 
к плоскости орбиты частицы Mz. Также сохраняется полная энергия 
частицы E. Полное решение задачи в квадратурах о движении части­
цы в центральном поле, зависящее от двух интегралов движения M и 
E, а также от начальных условий t0 и ф0, имеет вид 

t = jdr/M(2/m)[E-U(r)]-M2/(m2r2)} + tQ . (1.24) 

(p = j(M/r2)dr/^{(2/m)[E-U(r)]-M2/r2} + % (1.25) 

Частный случай задачи о движении в центральном поле вида 
U ( r) = - а/r, соответствующем полю тяготения или кулоновскому 
полю, называется задачей Кеплера. В случае задачи Кеплера инте-

15 



гралы в общих формулах (1.24) и (1.25) имеют первообразные в виде 
элементарных функций. Орбиту частицы можно записать в виде 

p / r = 1+ e cos( ) . (1.26) 

Это уравнение определяет линию конического сечения с фокусом 
в начале координат; pаe называются соответственно параметром и 
эксцентриситетом орбиты: 

p = M 2/( mα); e = •\1 + 2EM2 / m α 2 (1.27) 

Причем сделанный выбор начала отсчета угла = О соответствует 
ближайшей к центру точке орбиты (перигелий). Из (1.26) следует, что 
при E <0 движение финитно, эксцентриситет e < 1, и (1.26) описыва-
ет эллипс. В случае E ≥ О движение инфинитно. При этом в случае 
E >0 эксцентриситет e > 1, и (1.26) описывает гиперболу. В случае 
E = 0 e ^ I и (1.26) описывает параболу. 

Задача 1.9. Пайти траектории и законы движения частицы в поле 

U = 
-V при r<R, 
0 при r>R. 

Па рис. 1.5 показана сферическая прямоугольная потенциальная 
яма при различных значениях момента и энергии. 

U 

А 

–V 

R 

Решение 

Скорость частицы r = ^ 

Рис. 1.5 

— (E-U(r)--
M 2mr 

. Вне сферы радиуса 

R частица движется со скоростью y/2E/m , а внутри - со скоростью 
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^[2{E + V)/m] . В зависимости от соотношения EяM получаются 

различные виды траекторий. При [M2/(2mR2) - V] < E < M2/(2mR 2) час-
тица либо движется внутри сферы, испытывая отражения на границе 
(рис. 1.6, а), либо (если, кроме того, E > 0) может двигаться и вне 
сферы (траектория прямая, рис. 1.6, б). При M2/(2mR2) < Е имеет ме-
сто преломление траектории (см. рис. 1.6, б). 

Как выглядит траектория при E = M 2/(2mR ) - V? 

E > 0 

Рис. 1.6 

Задача 1.10. Определить траекторию частицы в поле U ( r) = +—2 . 

Выразить изменение направления её скорости при рассеянии через 
энергию и момент. 

Решение 
Для определения траектории движения используем следующие 

формулы: 

ф = JMdr/{r2^[2 m ( E - U ^ ] , Uзф = U ( r) + M 2/(2mr 2). 

Интеграл, записанный в виде 
[M/M )(p = JMdr/\r2 2m E-M2/{2Mr2 ) а 

r 
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где M = M 2 + 2M|3, сводится к соответствующему интегралу в зада-
че Кеплера. 

В результате вычисления получаем 

r = p/[e cos у(ф - V|/) - 1], 

где 

p = (2/а)[|3 + M 2/(2m)], e = J 1 + (4E/а2 ](|3+M2 /(2m)j , 

> 0, \|/ - произвольная постоянная. 

Траектория представляют собой кривую, получаемую из гипер­
болы с помощью уменьшения полярных углов в у раз, (рис. 1.7). По­
стоянная \|/ определяет ориентацию траектории. Направление асим-
птот определяется условием r ^ °°, или ecos(91 2 - ф) = 1- Скорость 
отклоняется на угол п - (ц>1 -<?2) = к- (2/y)arccos(1/e) = к-

- (2/y)arctg ЛГ(4E/а2)(р+M2/(2m))|[(4E/а2)(р+ M 2/(2m)] 

Рис. 1.7 

Задача 1.11. Определить траекторию частицы в поле U(r) = h— . 
r r 

Найти угловое расстояние Аф между двумя последовательными про­
хождениями перигелия (точки r = r min), период радиальных колеба-
ний Tr и период обращения Tц,. Нри каком условии траектория ока-
жется замкнутой? 

Решение 
Уравнение траектории 

18 



r = p/[1 + ecos у(ф - V|/)], 

гдеp, e, у определены в Задаче 1.10. При E < О движение финитное. 
Период тот же, что и в поле U0 = — o/r. Для определения Тr достаточ-
но заметить, что добавление к полю U 0 добавки |3/r 2 сказывается на 
радиальном движении так же, как увеличение М. Период же Tr в ку-
лоновском поле U 0 от Мне зависит. 

Tr = TiO.»\m/ А{2\E\\ , Аф = 2п/у, T^ = 'Tr. 

Траектория замкнутая, если у - рациональное число. Па рис. 1.8 
изображена траектория дляу^5 . 

Рис. 1.8 

Задача 1.12.0пределить траекторию частицы в поле U(r) = —а/r — |3/r. 
Решение. При |3< M 2/(2m) r = p /{1 - e cos[у(ф-\|/)]}, 

p = (2/о)[ M 2/(2m) - Р], у= j(1-2m^/M2), 

[M2 / ( 2m ) - P ] } ; 

если E < О, то Аф = 2к/у, Tц, = уTr, Tr — то же, что в задаче 1.7. При 
Р > M 2/(2m)r = p'/{e sh[у'(ф — \|/)] + 1}, если E > О, и 
r = p'/{e ch[у'(ф — \|/)] + 1}, если E < 0. 

Задача 1.13. При каких значениях момента импульса М возможно 
финитное движение частицы в поле U (r) = — Vexp(— % 2 r 2 )? 

Ответ. Финитное движение возможно приM 2 < 8mV/(e % ). 
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1.1.2.3. Рассеяние частиц. Формула Резерфорда 
Упругим называется рассеяние частиц, которое не сопровождает-

ся изменением их внутреннего состояния. В этом случае в законе со-
хранения энергии при рассеянии внутреннюю энергию можно не 
учитывать. В системе центра инерции двух частиц задача о рассея-
нии сводится к рассмотрению рассеяния одной частицы с массой т в 
поле Щг) неподвижного силового центра, расположенного в центре 
инерции О. Взаимодействие между частицами считаем зависящим 
только от взаимного расстояния между ними. Траектория частицы в 
центральном поле симметрична по отношению к ОБ, соединяющей 
центр О с ближайшей точкой орбиты В (рис. 1.9). 

Рис. 1.9 

Обозначим через фо угол асимптоты орбиты с прямой ОВ. Соот-
ветственно угол отклонения частицы в результате рассеяния в потен-
циале центра равен х = |7Г- 2 ф0|, где 

ф0 = (M/r2)dr/j|(2»7)r£'-f/(г)1-М2г2 [ 
' min 

(1.28) 

причём минимальное расстояние до центра гmin = ОВ является корнем 
знаменателя подынтегрального выражения в (1.28). 

При инфинитном движении вводят вместо интегралов движения 
М и Е параметры Vo„ и р, являющиеся скоростью частицы на беско-
нечности и прицельным расстоянием, соответственно. Последнее 
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равняется минимальному расстоянию до центра, на котором частица 
прошла бы мимо, если бы силовое поле U ( r) отсутствовало. С этими 
параметрами формула (1.28) приобретает вид 

ф0 = (p/r 2)dr / .K1-2U(r)/(mv2)-p2/r2 к (1.29) 
r min 

При рассеянии пучка одинаковых частиц последние падают на 
рассеивающий центр с одинаковой начальной скоростью Vo„, но с раз-
личающимися прицельными расстояниями в интервале (р, р + dp). 
Соответственно углы рассеяния частиц лежат в интервале (%, % + d%). 
Эффективным дифференциальным сечением рассеяния da называет-
ся отношение числа частиц dN, рассеиваемых в единицу времени, на 
углы в интервале (%, Y + dy), к числу частиц n, проходящих в едини-
цу времени через единицу площади поперечного сечения пучка 
(предполагается однородность по сечению): 

da = dN / n. (1.30) 

Эквивалентное выражение для сечения рассеяния имеет вид 

da = 27tp(%) |dp(%)/d%| d% = {p(%)/sin(%)} |dp/d%|do, (1.31) 

где введено обозначение телесного угла между конусами с углами 
растворахих + dx: 

do = 2п sin(%) d%. 

Важным частным случаем является рассеяние частиц на центре с ку-
лоновским потенциалом U(r)= а/r. Из формулы (1.29) при этом следует: 

ф0 = arccos{a/(mvo„2 р)/{1+ [a/(mvj2 р)]2 }= (п - х)/2. (1.32) 

Находя с помощью (1.32) зависимость р(х) и подставляя в общее 
выражение (1.31), получаем формулу Резерфорда: 

da = (a/2mvo„2)2. do/[sin4(%/2)]. (1.33) 

Эффективное сечение (3.17) не зависит от знака а. 
Задача 1.14. Найти эффективное дифференциальное сечение рас-

сеяния частиц сферическим «потенциальным горбом»: 

\V при r <a, 
U(r)"^0 при r>a. 
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Решение 

d<3 = 
a2n2 (ncos(Q/2)-1) (n-cos(9/2)) a 2 

4 cos(9/2) [1 + n2-2ncos(e/2)]2+ 4 
d 

при о < 0 < 0m, при 0m = 2 arccos n <Q <п, 

гдеn =J(1 - V/E) . 
Чем вызвано отличие этого сечения от сечения рассеяния на по-

тенциальнойяме? 
Задача 1.15. Найти сечение падения частиц в центр поля U = а/ r - |3/r 2. 
Решение 

с = 
7t [p /E -a2(4E2) ] при E>a2(2p), 

0 при E<а2(2Р). 

Как изменится сечение при изменении знака а (см. задачу 1.12)? 
Задача 1.16. Найти эффективное дифференциальное сечение 

рассеяния частиц в поле 

Га/r - a/R при r <R, 
U(r) = \ 0 при r>R. 

Решение 
da = R 2(1 + X )do / {4[1 + ?isin2(0/2)]2}, где X = 4RE (RE + a)/a2. 
(?i = - 1 , da = 0 - каналирование). 
Как объяснить результат, получаемый при (a + 2RE) = 0? 

1.2. Малые колебания 

1.2.1. Свободные одномерные колебания. 
Колебания систем со многими степенями 

свободы. Вынужденные колебания. Резонанс 
Малые одномерные колебания механической системы вблизи по-

ложения устойчивого равновесия z0 по обобщенной координате z 
описываются лагранжианом 

L = m z 2/2 - k(z - z 0)2/2, (1.34) 
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где k = U ( z 0) – вторая производная потенциальной энергии по коор-
динате в точке минимума, а первый член в (1.34) - кинетическая 
энергия системы. Систему с лагранжианом (1.34) называют одномер-
ним осциллятором. Соответствующее уравнение Лагранжа после 
замены u = z - z 0 принимает вид: 

u + ω 2 u = 0; ω = (k/m) . (1.35) 

Общее решение уравнения (4.2) представляется линейной комби-
нацией гармонических функций: 

u(t) = c1 cos (ω t) + c2 sin (ω t ) = a cos ( ω t+ α); (1.36) 

где введены параметры - амплитуда колебаний a и фаза α согласно 
соотношениям 

a =^(c1
2+c2

2), tg(α)= -c2/c1. Параметр ω называется циклической 

частотой гармонического колебательного движения, которое опи-
сывается соотношением (1.36). Обобщение Лагранжиана (1.34) на 
случай N степеней свободы, z1(t),..., zN ( tО, производится введением 
потенциальной энергии U, имеющей минимум при zi = zi 0. Вводим 
опять малые смещения относительно положения равновесия: ui = zi - zi 0 
и представляем потенциальную энергию U, отсчитанную от ее ми-
нимального значения U(z10,..., zN 0) в виде положительно определен-
ной квадратичной формы: 

U - U(z10,..., zN 0) = (1/2) (ki , k uiuk). (1.37) 
i,k 

Вводя также кинетическую энергию по аналогии с (1.34), получа-
ем следующий Лагранжиан системы гармонических осцилляторов: 

L = (1/2)· [mi, k (dui/dt)(duk/dt) - ki, kuiuk], (1.38) 
i,k 

где коэффициенты mi , k и ki , k симметричны по индексам i,k. 
Уравнения Лагранжа представляют собой систему N однородных 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффици-
ентами: 

(mi,kuk + ki,kuk) = 0. (1.39) 
k 
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Переходя к представлению Фурье по временной переменной t, 
ищем решения системы (1.38) в виде 

uk = Ak.exp (i(i)t). (1.40) 

Подстановка (1.40) в (1.39) приводит к системе N однородных ли-
нейных алгебраических уравнений, которым должны удовлетворять 
постоянные коэффициенты Ak : 

2, (- а)2 mi,k + ki,k)Ak = 0. (1.41) 
k 

Отличные от нуля решения Ak системы (1.41) существуют, когда 
(0̂  удовлетворяет характеристическому уравнению, т.е. условию 
равенства нулю детерминанта матрицы системы (1.41): 

det | - a^mi,k + ki,k | = 0. (1.42) 

N вещественных решений cOa, ос = 1,..., N, определяют набор соб-
ственных частот механической системы. Используя миноры Аk„ мат-
рицы системы (4.8), вычисленные при заданных значениях (Оа, мож-
но выразить исходные координаты осцилляторов ui ( i = 1,…, N) через 
нормальные координаты Yа, ос = 1,..., N согласно формуле: 

ui = 2, ^iаYа. (1.43) 
а 

В этих координатах уравнения Лагранжа разделяются и приобре-
тают вид полностью аналогичный (1.35): 

Y ̂  а + (Оа2 Y а = 0, (1.44) 

где собственные частоты колебаний могут быть представлены в виде, 
аналогичном одномерному случаю (1.35): «а^ ^ kа/mа. Соответствен­
но общее решение системы (1.39) приобретает вид: 

ui = 2, (AiaCacos((0at +фа ) . (1.45) 
а 

Решение (1.45) представляет собою линейную комбинацию N соб-
ственных колебаний системы с произвольными амплитудами C^ и 
фазами Фа. В случае кратных корней характеристического уравнения 
(1.42) соответствующие миноры зануляются, и поэтому выбор коэф-
фициентов в (1.43) для различных нормальных координат с одной и 
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той же кратной частотой не однозначен и определяется начальными 
условиями. 

Наличие внешней вынуждающей силы Fk (t) воздействующей по 
оси координат uk, отражается в добавлении к лагранжиану системы 
L 0 дополнительного слагаемого, входящего в выражение для потен-
циальной энергии системы: 

L = L0 + ^ [Fk(t)uk ] . (1.46) 
k 

Переходя к нормальным координатам согласно преобразованию 
(1.43), получаем следующие уравнения Лагранжа: 

Y а+ (i)a Ya= fa(t); fa(t) = / ^ [Fk(t)Aka/ma]. (1.47) 
k 

Общее решение уравнения (1.47) в правой частью имеет вид: 
t 

Ya(t) = Im{exp (i(Оаt ) fa(t').exp(~ i (Oat')dt' + Co)}, (1.48) 
0 

где символ Im{...} означает взятие мнимой части комплексного чис-
ла, C„- произвольная постоянная. В частном случае гармонической 
вынуждающей силы: 

fа(t ) = f0 cos (jt + Р) (1.49) 
решение также имеет вид суммы гармонических функций с собст-
венной и внешней частотами «„ и у 

Ya(t) = Coccos ((Hat + фа) + f 0cos (jt + |3)/((0a2 ~ У2). (1.50) 

Решение (1.50) неприменимо в случае выполнения условия/?е50-
нанса: (Оa = у. В последнем случае амплитуда колебаний растет ли-
нейно со временем вплоть до выхода системы из режима малых ко-
лебаний: 

Ya(t) = Cа cos (yt + фа)+ tf 0sin (jt + |3)/(2у). (1.51) 

Задача 1.17. Найти свободные колебания системы (рис. 1.10), 
если она находится в однородном поле тяжести и частица может дви-
гаться только вертикально. 

Ответ: ю2 = 2k/m. 
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Задача 1.18. Найти свободные колебания системы, рис. 1.11, если 
частица может двигаться: а) горизонтально: б) вертикально. 

/////// 

2L 
m 

k 

/777777 
Рис. 1.10 Рис. 1.11 

Решение 
1. Скорость смещения из положения равновесия x = x0cos («t ) + 

+ (x 0со) sin (соО, откуда 

x(t) = jfx0 +x0
2 /m2j cos (Ш + ф), где tg ф = — x o/(wx 0), а? = 2k/m. 

2. Пусть натяжение одной пружины f Для малых смещений 
\y | << J{fl/k), где l - длина одной пружинки в положении равнове­
сия, колебания гармонические y = A cos (at + ф), со = 2f(ml). 

Приf = kl частота колебаний та же, что и в пункте 1. Если пру-
жинки не натянуты (f"= 0), колебания нелинейны, возвращающая си-

лаF =_ky 3 l; частота 
l 

(О = \jnJ[2k/m)ym/l , где ym - амплитуда колебаний. Если час-
тица может двигаться в плоскости xy, то её движение приf?^ О и ма-
лых смещениях представляет собой гармонические колебания вдоль 
осей xаyс частотами (О x = 2k/m и со y = 2f /(ml) соответственно. 

Задача 1.19. Найти установившиеся малые колебания плоского 
маятника, точка подвеса которого равномерно движется по окружно­
сти радиусом R с частотой D. (рис. 1.12). Длина маятника l (l >> R). 
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Q 

R' 

m 

Рис. 1.12 

Ответ. Угол отклонения маятника от вертикали ф = [aQ2/(g -
- Ю2)] cos (^t), 

\aQ2/(g - l .112)| << 1. 
Задача 1.20. Найти частоту ю малых колебаний частицы в поле 

U ( x) = Vcos (оx) - Fx. 

Ответ. (if = (Vc^/m) Л 1-(^F/Va) ; min U(x) существует приF < Va. 

Задача 1.21. Точка массой m, несущая заряд q, может двигаться в 
поле тяжести по вертикали окружности радиуса R. В нижней части 
окружности закреплён заряд q. Найти положение равновесия и час-
тоту малых колебаний точки (рис. 1.13). 

A 

q 

Рис. 1.13 

q, m 
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