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1. Линейные нормированные про-
странства 

1.1. Основные понятия 

Определение 1.1. Пусть X  – линейное пространство над полем 

�  (или � ).  Нормой в  X  называется числовая функция ⋅� � , 

удовлетворяющая следующим условиям (аксиомам нормы): 

1a 0x X x∀ ∈ ≥� �  (неотрицательность); 

1б ( ) ( )0 0x x= ⇒ =� �  (невырожденность); 

2)  (или )x X x xλ λ λ∀ ∈ , ∈ =| | ⋅� � � � � �  (положительная одно-

родность);  

3) x y X x y x y∀ , ∈ + ≤ +� � � � � �  (неравенство треугольника).  

Определение 1.2. Линейное пространство вместе с определенной 

в нем нормой называется линейным нормированным пространст-

вом (ЛНП). (Для краткости вместо ( )X , ⋅� �  мы будем писать про-

сто X .)  

Определение 1.3. Множество L  называется подпространством 

ЛНП X , если L  – это линейное подпространство X  и в  L  ис-

пользуется та же норма, что и в X  (точнее – ее сужение). 

Определение 1.4. Преднормой в  X  называется числовая функ-

ция ( )p ⋅ , удовлетворяющая условиям 1а, 2 и 3 (условие 1б может 

и не выполняться).  
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Всякая норма является преднормой. Обратное утверждение не 

верно. Рассмотрим, например, функцию p , определенную 2
в �  

следующим образом: 1 2для  ( )x x x= ;  1( )p x x=| | . Ясно, что функ-

ция p  – преднорма, не являющаяся нормой, так как для элемента 

2(0 ) ( ) 0x x p x= ; = . 

Упражнение 1.1. Пусть N  – ядро преднормы p , определенной в 

линейном пространстве X , т.е.  {  ( ) 0}N x X p x= ∈ | = . Доказать, 

что N  – линейное подпространство пространства X . 

Упражнение 1.2. Доказать, что 

( ) ( ) ( )x y X p x y p x p y∀ , ∈ − ≥| − | .  

Решение. Так как ( )x y x y= + −  и ( )y x y x= + − , то неравенство 

треугольника дает ( ) ( ) ( )p x p y p x y≤ + −  и ( ) ( ) ( )p y p x p x y≤ + − . 

Следовательно, 

( ) ( ) ( ) ( )p x y p x p y p x y− − ≤ − ≤ − ,  

т.е. ( ) ( ) ( )p x p y p x y| − |≤ − . Ч. и т.д. 

Следствие. Функция ( )p ⋅  – непрерывная функция из  X  в  +� . 

Определение 1.5. ЛНП называется строго нормированным, если 

норма в нем кроме аксиом 1 – 3 удовлетворяет еще одной аксио-

ме:  

4) равенство x y x y+ = +� � � � � �  для ненулевых векторов x y,  

возможно только в том случае, если существует такое 0λ > , что 

y xλ= .  
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Определение 1.6. Расстоянием ( )d x y,  между элементами 

 и x y X∈  называется норма их разности, т.е. 

( ),d x y x y= −  

Определение 1.7. Шаром называется множество 

 ( ) { } |  rB a x X x a r= ∈ − < ; 

сферой называется множество ( ) { } |  rS a x X x a r= ∈ − = . 

Наконец, шар с границей − это объединение ( ) ( ) ( )r r rB a B a S a= ∪ . 

Здесь a  – центр и r  − радиус шара (сферы).  

Определение 1.8. Последовательность { }nx  называется сходя-

щейся, если существует элемент a X∈  такой, что  

0  при  nx a n− → → ∞ . 

В этом случае пишут lim nn
x a

→∞
= . 

Определение 1.9. Пусть E X⊂ . Точка x E∈  называется внут-

ренней точкой множества E , если существует 0r >  такое, 

что ( )rB x E⊂ , т.е. x  принадлежит E  вместе с некоторой своей 

окрестностью. 

Определение 1.10. Множество G X⊂  называется открытым, ес-

ли все его точки внутренние. 
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Определение 1.11. Точка x  называется предельной точкой мно-

жества E X⊂ , если 0r∀ >  ( )
.

rB x E∩ ≠ ∅  (здесь ( ) ( ) { }
.

\r rB x B x x=  

– проколотая окрестность). 

Определение 1.12. Множество F X⊂  называется замкнутым, 

если F  содержит все свои предельные точки. 

Упражнение 1.3. Доказать, что: 

1) ( )rB a – открытое множество; 

2) ( )rB a – замкнутое множество; 

3) x  является предельной точкой множества E  тогда и только 

тогда, когда существует последовательность { } { }\nx E x⊂  такая, 

что nx x→  при  n → ∞ ; 

4) объединение произвольного семейства открытых множеств – 

открытое множество; 

5) пересечение произвольного семейства замкнутых множеств – 

замкнутое множество; 

6) дополнение открытого множества замкнуто; дополнение замк-

нутого множества открыто. 
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1.2. Некоторые вспомогательные неравенст-
ва 

Определение 1.13 Числа   и  p q  называются сопряжёнными по-

казателями, если , 1p q >  и 
1 1

1
p q

+ = . 

Легко видеть, что для таких значений   и  p q  ( )( )1 1 1p q− − = , 

кроме того, ,   
1 1

p q
q p

p q
= =

− −
. 

Теорема 1. (неравенство Юнга). Если   и  p q – сопряжённые 

показатели, то 

,   , 0
p qa b

ab a b
p q

≤ + ∀ ≥ . 

Доказательство. Рассмотрим функцию 1,  0py x x−= ≥  или, 

1,  y 0qx y −= ≥ . 

Площадь фигуры ( ){ }1
1 , |  0 ;  0 pG x y x a y x −= ≤ ≤ ≤ ≤  равна 

( ) 1
1 1

0

a p
p a

S S G x dx
p

−= = =∫ , 

а площадь фигуры ( ){ }1
2 , |  0 ;  0 qG x y y b x y −= ≤ ≤ ≤ ≤  равна 

( ) 1
2 2

0

b q
q b

S S G y dy
q

−= = =∫ . 

Кроме того, ясно, что прямоугольник ( ){ }, |  0 ; 0x y x a y b≤ ≤ ≤ ≤  со-
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держится в объединении фигур 1 2G G∪  (см. рис. 1.1), следова-

тельно, 
p qa b

ab
p q

≤ + . Что и требовалось доказать. 

 
Рис. 1.1  К доказательству неравенства Юнга 

Упражнение 1.4. Доказать, что неравенство Юнга обращается в 

равенство только в том случае, если p qa b= . 

Теорема 1.1. (неравенство Гельдера). Если p  и q  – сопряжён-

ные показатели, то 

1 1

1 1 1

p qn n n
p q

k k k k k k
k k k

a b a b n a b
/ /⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

= = =⎝ ⎠ ⎝ ⎠

| |≤ | | ⋅ | | , ∀ ∈ , ∀ , ∈∑ ∑ ∑ � �  

Доказательство. Пусть

1

1

pn
p

k
k

A a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

/

=
= | |∑ ,

1

1

qn
q

k
k

B b
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

/

=
= | |∑ . Если 

обозначить 0 0 k k
k k

a b
a b

A B
= , = , то, очевидно, будет 

0 0

1 1

1
n n

p q
k k

k k

a b
= =

| | = | | =∑ ∑ . Согласно неравенству Юнга  

0 0
0 0 1 2

p q
k k

k k

a b
a b k n

p q

| | | |
| | ⋅ | |≤ + , = , ,..., .  
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Суммирование полученных неравенств дает  

0 0 0 0

1 1 1

1 1 1 1
1

n n n
p q

k k k
k k k

a b a b
kp q p q= = =

| |≤ | | + | | = + = .∑ ∑ ∑  

Вспоминая определение 0
ka  и  0

kb , получим требуемое неравенст-

во: 
1 1

n n

k k k k
k k

a b a b AB
= =

| |≤ | |≤ .∑ ∑  

Упражнение 1.5. Доказать, что неравенство Гельдера обращается 

в равенство, только если выполнены следующие условия: 1. при 

некотором значении 0λ ≥  будет ,   p q
k ka b kλ| | = | | ∀ ∈� ; 

2. ( )arg k ka b  не зависит от  k  (например, если ( ) ( )sign sign ,k ka b k= ∀ ). 

Упражнение 1.6. Доказать, что неравенство Гельдера справедли-

во для бесконечных последовательностей. Это значит, что  

1 1

1 1 1

p q
p q

k k k k
k k k

a b a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

/ /∞ ∞ ∞

= = =
| |≤ | | ⋅ | | ,∑ ∑ ∑  

если только ряды в правой части сходятся ( p  и q  – сопряженные 

показатели). 
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Упражнение 1.7. Доказать неравенство Гельдера для интегралов 

в такой формулировке: если функции f  и g  непрерывны на от-

резке [ ]a b; , а p  и q – сопряженные показатели, то 

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

p qb b b
p q

a a a

f x g x dx f x dx g x dx

/ /
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≤ ⎜ | | ⎟ ⋅⎜ | | ⎟ .
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

 
Теорема 1.2. (неравенство Минковского). При любом 1p ≥ , 

натуральном n  и произвольных значениях k kx y,  
1 1 1

1 1 1

p p pn n n
p p p

k k k k
k k k

x y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

/ / /

= = =
| + | ≤ | | + | | .∑ ∑ ∑  

 
Доказательство. Так как 1p =  неравенство Минковского сразу 

следует из того, что k k k kx y x y| + |≤| | + | | , то можно сосредото-

читься на случае 1p > . 
Мы имеем 

1

1 1

n n
p p

k k k k k k
k k

x y x y x y −

= =
| + | = | + | ⋅ | + | ≤∑ ∑  

1 1

1 1

n n
p p

k k k k k k
k k

x x y y x y− −

= =
≤ | || + | + | || + | .∑ ∑  

Пусть 
1

p
q

p
= −  – соряженный с p  показатель. Тогда последнее 

выражение ввиду неравенства Гельдера не превосходит  
1 1

( 1)

1 1

p qn n
p p q

k k k
k k

x x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

/ /
−

= =
| | | + | +∑ ∑  

1 1
( 1)

1 1

p qn n
p p q

k k k
k k

y x y
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

/ /
−

= =
+ | | | + | =∑ ∑  


