






1. НЕПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СПЛАЙНЫ

1.1. О построении интегро-дифференциальных сплайнов

Пусть i, α,m,mα, lα, sα, n, p1, p2, q — целые неотрицательные
числа, lα ≥ 1, sα ≥ 1, mi = si + li, m0 + . . . + mq + p1 + p2 = m,
{xk} — сетка упорядоченных узлов, конечная или бесконечная,

a < . . . < xk−1 < xk < xk+1 . . . < b,

возможно a = −∞, b = +∞, функция u ∈ Cm[a, b]. В дальнейшем
будем рассматривать сетку равноотстоящих узлов с шагом h. Пусть
φj , j = 1, . . . ,m, — чебышёвская система на [a, b], причем функции
φj ∈ Cm[a, b], j = 1, . . . ,m, строго монотонны и отличны от нуля на
[a, b]. Для функции u(x) на промежутке [xk, xk+1] построим

ũ(x) = δ1

q∑
α=0

k+sα∑
j=k−lα+1

u(α)(xj) ωj,α(x)+

+δ2

p1∑
i=1

(∫ xk+i

xk

u(t)dt

)
ω
⟨i⟩
k (x) + δ3

p2∑
i=1

(∫ xk

xk−i

u(t)dt

)
ω
⟨−i⟩
k (x),

где δr, r = 1, 2, 3, могут принимать значения нуль или единица.
Далее полагаем δr = 1, r = 1, 2, 3. Другие варианты изучаются
аналогично. Базисные функции ωk,α(x), ω

⟨±i⟩
k (x), относительно ко-

торых предполагаем, что suppωk,α = [xk−sα , xk+lα ], α = 0, 1, . . . , q,
suppω

⟨±i⟩
k = [xk, xk+1], будем определять из системы уравнений, ко-

торую в дальнейшем называем аппроксимационными тождествами:

ũ(x) = u(x) для u(x) = φν(x), ν = 1, . . . ,m.
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Введем обозначения:
Ψ(x) = (φ1(x), . . . , φm(x))T , Φk,α(x) = (φ

(α)
1 (x), . . . , φ

(α)
m (x))T ,

Ψk,α = (Φk,α(xk−lα+1), . . . ,Φk,α(xk+sα)),
SΦp1 = (

∫ xk+1

xk
Φ(t)dt, . . . ,

∫ xk+p1

xk
Φ(t)dt),

SΦp2 = (
∫ xk

xk−1
Φ(t)dt, . . . ,

∫ xk

xk−p2
Φ(t)dt).

Теперь определитель системы уравнений примет вид

∆ = |Ψk,0, . . . ,Ψk,q, SΦp1 , SΦp2 |.

В ряде случаев численное значение определителя может ока-
заться близким к нулю. Например, при вычислениях в среде Maple
для Digits = 10 определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 xj+1 − xj

xj−1 xj xj+1 (x2
j+1 − x2

j )/2

x2
j−1 x2

j x2
j+1 (x3

j+1 − x3
j )/3

x3
j+1 x3

j x3
j+1 (x4

j+1 − x4
j )/4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=(xj+1−xj−1)(xj−xj−1)(xj+1−xj)
4(xj+xj+1−2xj−1)/12 =−0.48375·10−11,

если xj−1 = 1.05, xj = 1.07, xj+1 = 1.1.
Предположим, что при выбранных значениях параметров опре-

делитель отличен от нуля. Тогда базисные функции ωj,α(x), ω
⟨i′⟩
j (x)

можно найти по формулам Крамера. В частности, для определения
базисной функции ωk,α(x) на промежутке [xk, xk+1] имеем соотно-
шение
ωk,α(x)=|Ψk,0,. . .,Φk,α(xk−lα+1),. . .,Φk,α(xk−1),Φ(x),Φk,α(xk+1), . . .

. . . ,Φk,α(xk+sα) . . . ,Ψk,q, SΦp1 , SΦp2 |/∆.
Пусть δ1 = δ2 = δ3 = 1. Нетрудно показать, что построенные

в этом случае базисные сплайны ωk,α(x), ω
⟨±i⟩
k (x) и приближение

ũ(x) обладают следующими свойствами:
1) на концах каждого промежутка [xk, xk+1]: u(α)(xk)=ũ(α)(xk),

u(α)(xk+1) = ũ(α)(xk+1), α = 0, 1, . . . , q, ũ ∈ Cq[a, b];
2)
∫ xk+i

xk
u(t)dt =

∫ xk+i

xk
ũ(t)dt, i = 1, . . . , p1,

∫ xk

xk−i
u(t)dt =∫ xk

xk−i
ũ(t)dt, i = 1, . . . , p2;

3) |ω⟨±i⟩
k (x)| ≤ K0/h, |ωk,α(x)| ≤ K1h

α, K0,K1 — некоторые
постоянные (для полиномиальной и тригонометрической системы
{φi} на равномерной сетке с шагом h это справедливо, а в общем
случае неполиномиальную систему функций выбираем так, что со-
отношения имеют место).
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1.2. Построение решения ассоциированного
дифференциального уравнения и оценка погрешности

Вначале получим представление u(x) для вычисления оценки
погрешности приближения. Пусть M — целое число, M ≥ 1. По-
строим однородное линейное уравнение, имеющее фундаменталь-
ную систему решений φ1(x), . . . , φM (x).

В соответствии с разделом 6.2.10 книги [17] при x ∈ [xk, xk+1] ⊂
[a, b] составим соотношение∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

φ1(x), φ2(x), . . . φM (x), u(x)

φ′
1(x), φ′

2(x), . . . φ′
M (x), u′(x)

. . . . . . . . . . . . . . .

φ
(M)
1 (x), φ

(M)
2 (x), . . . φ

(M)
M (x), u(M)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Определитель Вронского

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1(x), φ2(x), . . . φM (x)

φ′
1(x), φ′

2(x), . . . φ′
M (x)

. . . . . . . . . . . .

φ
(M−1)
1 (x), φ

(M−1)
2 (x), . . . φ

(M−1)
M (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
отличен от нуля. Разлагая определитель по элементам последнего
столбца и деля все члены полученного уравнения на W (x), получа-
ем искомое уравнение:

Lu = u(M)(x) + p1(x)u
(M−1)(x) + . . .+ pM (x)u(x) = 0.

Построим теперь общее решение неоднородного уравнения Lu = f
методом вариации произвольных постоянных. При x ∈ [xk, xk+1]
функции φi(x), i = 1, . . . ,M , линейно независимы. Положим

u(x) =
M∑
i=1

Ci(x)φi(x).

Для определения коэффициентов Ci(x) имеем систему M диффе-
ренциальных уравнений первого порядка:

M∑
i=1

C ′
i(x)φi(x) = 0,
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M∑
i=1

C ′
i(x)φ

(k)
i (x) = 0, k = 1, 2, . . . ,M − 2,

M∑
i=1

C ′
i(x)φ

(M−1)
i (x) = f(x).

Получаем

C ′
i(x) =

WMi(x)f(x)

W (x)
,

где WMi(x) — алгебраические дополнения элементов i-го столбца,
M -й строки определителя W (x). Находим

Ci(x) =

∫ x

xk

WMi(t)f(t)

W (t)
dt+ ci,

где ci — произвольные постоянные. Итак, вспоминая, что f = Lu,
получаем

u(x) =
M∑
i=1

φi(x)

∫ x

xk

WMi(t) Lu(t)

W (t)
dt+

M∑
i=1

ciφi(x).

Теперь перейдем к оценке |ũ(x)− u(x)|.
Нетрудно показать, что справедливы следующие равенства:

M∑
i=1

ci

(
δ1

q∑
α=0

k+sα∑
j=k−lα+1

φ(α)(xj) ωj,α(x)+

+δ2

p1∑
i=1

( xk+i∫
xk

φ(t)dt

)
ω
⟨i⟩
k (x)+

+δ3

p1∑
i=1

(∫ xk

xk−i

φ(t)dt

)
ω
⟨−i⟩
k (x)

)
=

M∑
i=1

ciφi(x),

M∑
i=1

ciφ
(α)
i (x)WMi(x) = 0, α = 0, . . . ,M − 2.

Нам потребуются u(α)(x). Дифференцируя u(x), имеем

u(α)(x) =
M∑
i=1

φ
(α)
i (x)

∫ x

xk

WMi(t) Lu(t)

W (t)
dt+

M∑
i=1

ciφ
(α)
i (x).
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Представляя φi(x) с помощью формулы Тейлора

φi(x) =

S∑
l=1

φ
(l−1)
i (t)

(l − 1)!
(x− t)l−1 + (x− t)S

φ
(S)
i (τi)

(S)!
, S =M − 1,

где τi находится между x и t, учитывая аналогичные соотношения
для производных φi(x) и предыдущие тождества, получаем при x ∈
[xk, xk+1] (не умаляя общности, считаем δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 0)

ũ(x)− u(x) =

q∑
α=0

k+sα∑
j=k−lα+1

u(α)(xj) ωj,α(x)+

+

p1∑
γ=1

xk+γ∫
xk

u(z)dz ω
⟨γ⟩
k (x)− u(x) =

=

q∑
α=0

k+sα∑
j=k−lα+1

M∑
i=1

xj∫
xk

φ
(M−1)
i (ξj)

(M − 1− α)!
(xj − t)M−α−1WMi(t) Lu(t)

W (t)
dt ωj,α(x)+

+
M∑
i=1

p1∑
γ=1

∫ xk+γ

xk

∫ z

xk

φ
(M−1)
i (ζj)

(M − 1)!
(z−t)M−1WMi(t) Lu(t)

W (t)
dtdz ω

⟨γ⟩
k (x)−

−
M∑
i=1

∫ x

xk

φ
(M−1)
i (ξ)

(M − 1)!
(x− t)M−1WMi(t) Lu(t)

W (t)
dt ,

ξj находится между xk и xj , ξ находится между xk и x,a ζi — между
xk и z. С учетом |ω⟨γ⟩

k (x)| ≤ K0/h, |ωj,α(x)| ≤ K1h
α (K0,K1 —

некоторые постоянные, K0 > 0,K1 > 0) получаем при x ∈ [xk, xk+1]

|ũ(x)− u(x)| ≤ hMK∥ Lu∥, K > 0.

Здесь ∥ f∥ = max
x∈[xk−M ,xk+M ]

|f(x)|.

В частности, при φi = xi−1, i = 1, 2, . . .M ,

|ũ(x)− u(x)| ≤ hMK∥u(M)∥, K > 0.

В этом разделе построение оценки погрешности из-за громозд-
кости выражений рассмотрено довольно схематично. В разделе 2
более подробно рассмотрим построение оценки погрешности в более
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простом случае: аппроксимации лагранжевыми неполиномиальны-
ми сплайнами.

Далее рассмотрим несколько простых примеров.

1.3. Построение i-сплайнов при
δ1 = 0, δ2 = δ3 = 1

Рассмотрим построение i-сплайнов второго порядка при p1 = 1,
p2 = 1. Пусть известны

∫ xk

xk−1
u(x)dx и

∫ xk+1

xk
u(x)dx.

Приближение ũ(x) будем строить отдельно на каждом сеточ-
ном интервале [xk, xk+1], k = 0, . . . , n− 1, в виде

ũ(x) =

(∫ xk

xk−1

u(x)dx

)
ω
⟨−1⟩
k (x) +

(∫ xk+1

xk

u(x)dx

)
ω
⟨1⟩
k (x).

Здесь ω⟨i⟩
k (x), i = −1, 1, определяются из системы линейных алгеб-

раических уравнений, получаемых из условий

ũ(x) ≡ u(x) при u(x) = φ1(x), φ2(x),

где φj(x), j = 1, 2, — чебышёвская система на [xk, xk+1].
Система уравнений имеет вид(∫ xk

xk−1

φi(x)dx

)
ω
⟨−1⟩
k (x) +

(∫ xk+1

xk

φi(x)dx

)
ω
⟨1⟩
k (x) = φi(x),

i = 1, 2.
Определитель этой системы для полиномиальных базисных функ-

ций ∣∣∣∣∣ xk+1 − xk xk − xk−1

(x2k+1 − x2k)/2 (x2k − x2k−1)/2

∣∣∣∣∣
равен (xk+1 − xk−1)(xk − xk−1)(xk − xk+1)/2. При xj ̸= xk, j ̸= k
определитель отличен от нуля.

При φ1 = 1, φ2 = x получаем

ω
⟨−1⟩
k (th+ xk) =

1

2h
(1− 2t), ω

⟨1⟩
k (th+ xk) =

1

2h
(1 + 2t).

Нетрудно убедиться, что∫ xk

xk−1

ũ(x)dx =

∫ xk

xk−1

u(x)dx,

∫ xk+1

xk

ũ(x)dx =

∫ xk+1

xk

u(x)dx,

11



|ũ(x)− u(x)| ≤ Kh2∥u′′∥, K > 0,

если u′′ ∈ C[a, b].
Если значения интегралов неизвестны, то для их вычисления

и сохранения порядка аппроксимации в данном случае можно ис-
пользовать квадратурную формулу трапеций:∫ xk+1

xk

u(x)dx ≈ u(xk+1) + u(xk)

2
(xk+1 − xk),∫ xk

xk−1

u(x)dx ≈ u(xk) + u(xk−1)

2
(xk − xk−1).

При φ1 = 1, φ2 = ex получаем ∆ = xk+1(e
xk−exk−1)+xk(e

xk−1−
exk+1)− xk−1(e

xk+1 − exk),

ω
⟨1⟩
k (th+ xk) =

1− eh + heh+th

h(eh − 1)2
,

ω
⟨−1⟩
k (th+ xk) =

eh(−heh − 1 + eh)

h(eh − 1)2
.

Рассмотрим теперь построение i-сплайнов при p1 = 2, p2 = 2.
Пусть известны I⟨−1⟩ =

∫ xk

xk−1
u(x)dx, I⟨−2⟩ =

∫ xk

xk−2
u(x)dx, I⟨1⟩ =∫ xk+1

xk
u(x)dx и I⟨2⟩ =

∫ xk+2

xk
u(x)dx. Приближение ũ(x) строим от-

дельно на каждом сеточном интервале [xk, xk+1], k = 0, . . . , n− 1, в
виде

ũ(x) = I⟨−1⟩ ω
⟨−1⟩
k (x) + I⟨−2⟩ ω

⟨−2⟩
k (x)+

+I⟨1⟩ ω
⟨1⟩
k (x) + I⟨2⟩ ω

⟨2⟩
k (x),

где в полиномиальном случае после вычислений имеем

ω
⟨1⟩
k (th+ xk) = −(−4− 8t+ 3t2 + 4t3)/(6h),

ω
⟨−1⟩
k (th+ xk) = (−8t+ 4t3 − 3t2 + 4)/(6h),

ω
⟨2⟩
k (th+ xk) = (−1− t+ 3t2 + 2t3)/(12h),

ω
⟨−2⟩
k (th+ xk) = −(1− t− 3t2 + 2t3)/(12h).

Определитель этой системы равен (−xk−2 + xk+2)(−xk−2 + xk−1)×
×(xk−1−xk+2)(xk+1−xk−2)(xk+1−xk+2)(xk+1−xk−1)(xk−xk−2)(xk−
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xk+2)(xk − xk−1)(xk − xk+1)/24. При различных узлах сетки он от-
личен от нуля. Нетрудно показать, что∫ xk

xk−i

ũ(x)dx =

∫ xk

xk−i

u(x)dx, i = 1, 2,

∫ xk+i

xk

ũ(x)dx =

∫ xk+i

xk

u(x)dx, i = 1, 2,

и при условии u′′′′ ∈ C[a, b] справедливо неравенство

|ũ(x)− u(x)| ≤ Kh4∥uIV ∥, K > 0.

1.4. Построение непрерывных квадратичных сплайнов

Пусть δ1 = 1, δ2 = 1, δ3 = 0, q = 0, l0 = s0 = 1, p1 = 1. Если
использовать еще и значения функции в узлах сетки, то получим
непрерывные приближения. Рассмотрим построение квадратичных
интегро-дифференциальных неполиномиальных сплайнов.

Пусть известны u(xk), а также
∫ xk+1

xk
u(x)dx. Приближение ũ(x)

будем строить отдельно на каждом сеточном интервале [xk, xk+1],
k = 0, . . . , n− 1,

ũ(x) = u(xk)ωk,0(x) + u(xk+1)ωk+1,0(x)+

+

(∫ xk+1

xk

u(x)dx

)
ω
⟨1⟩
k (x). (1)

Здесь ωj,0(x), j = k, k + 1, ω⟨1⟩
k (x) определяются из системы линей-

ных алгебраических уравнений, получаемых из условий

ũ(x) ≡ u(x) при u(x) = φ1(x), φ2(x), φ3(x),

где φi(x), i = 1, 2, 3, — чебышёвская система на [xk, xk+1].
Система уравнений имеет вид

φi(xk)ωk,0(x) + φi(xk+1)ωk+1,0(x)+

+

(∫ xk+1

xk

φi(x)dx

)
ω
⟨1⟩
k (x) = φi(x), i = 1, 2, 3.
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Введем обозначения:
Φ(x) = (φ1(x), φ2(x), φ3(x))

T ,

SΦ =

(∫ xk+1

xk

φ1(x)dx,

∫ xk+1

xk

φ2(x)dx,

∫ xk+1

xk

φ3(x)dx

)T
;

тогда определитель системы уравнений принимает вид

∆ = |Φ(xk),Φ(xk+1), SΦ| ,

а базисные функции определяются соотношениями

ωk,0(x) = |Φ(x),Φ(xk+1), SΦ| /∆,

ωk+1,0(x) = |Φ(xk),Φ(x), SΦ| /∆,

ωk,1(x) = |Φ(xk),Φ(xk+1),Φ(x)| /∆.

Построенные таким образом сплайны обладают свойствами∫ xk+1

xk

ũ(x) dx =

∫ xk+1

xk

u(x) dx, u(xj) = ũ(xj), j = k, k + 1.

Выпишем формулы базисных функций на промежутке
[xk, xk+1].

1. При φi(x) = xi−1, i = 1, 2, 3, получаем ∆ = −(xk − xk+1)
4/6,

ωk,0(x) =
1

h2
(−h+ 3(x− xk)(x− xk+1)),

ωk+1,0(x) =
1

h2
(x− xk)(3(x− xk)− 2h),

ω
⟨1⟩
k (x) = − 6

h3
(x− xk)(x− xk+1).

При t ∈ [0, 1] имеем

ωk,0(xk + th) = (−1 + 3t)(−1 + t),

ωk+1,0(xk + th) = t(3t− 2),

ω
⟨1⟩
k (xk + th) = −6t(−1 + t)/h.
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2. При φ1(x) = 1, φ2(x) = sin(x), φ3(x) = cos(x) получаем
∆ = 2(1− cos(xk − xk+1)) + (xk+1 − xk) sin(xk − xk+1),

ωk,0(x) =
(cos(h)− 1− h sin(x− xk+1)− cos(x− xk) + cos(x− xk+1))

(2 cos(h)− 2 + h sin(h))
,

ωk+1,0(x) =
(cos(x− xk)− cos(x− xk+1) + h sin(x− xk)− 1 + cos(h))

(2 cos(h)− 2 + h sin(h))
,

ω
⟨1⟩
k (x) =

(sin(x− xk+1) + sin(h)− sin(x− xk))

(2 cos(h)− 2 + h sin(h))
.

Если получить формулу ωk,0 на промежутке [xk−1, xk] и, объеди-
нить с формулой для ωk,0 на промежутке [xk, xk+1], то получим
выражение для базисного сплайна ωk,0, заданного на [xk−1, xk+1].
На рис. 1 приведены графики тригонометрических базисных функ-
ций ωk,0 и ω⟨1⟩

k при h = 1.

Рис. 1. Графики базисных функций: а — ωk,0(t) и б — ω
⟨1⟩
k (t).

Нетрудно убедиться, что при t ∈ [0, 1]

ωk,0(th+ xk) =
(cos(h)− 1− h sin(th− h)− cos(th) + cos(th− h))

(2 cos(h)− 2 + h sin(h))
=

= (3t2 − 4t+ 1) +O(h) = (3t− 1)(t− 1) +O(h),

ωk+1,0(th+ xk) =
(cos(th)− cos(th− h) + h sin(th)− 1 + cos(h))

(2 cos(h)− 2 + h sin(h))
=

= (3t2 − 2t) +O(h) = t(3t− 2) +O(h),

15
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