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П РЕД И СЛОВИ Е  
 
 
В книге рассматривается приложение теории удара в строительстве к 

конкретным технологическим процессам: уплотнение грунтов, раскалы-
вание клином твердых тел, теория приборов для определения прочностных 
характеристик деформируемых сред, динамика разгона гидравлического 
рабочего оборудования, забивка свай, динамика прессования глиняных по-
рошков падающим грузом. 

Идея книги состоит в расширении понятия теории удара двух тел на 
ударные процессы, включающие в себя как исходное начало – соударение 
двух твердых тел и послеударные быстропротекающие динамические про-
цессы технологических машин.  

Книга содержит разделы, развивающие общую теорию удара. К ним 
относятся: векторный вывод теоремы Карно, пример расчета приобре-
тенной кинетической энергии при освобождении точки от связи, приведе-
ние масс механической системы к соударяющимся телам и др. 

Расширен перечень задач, имеющих связь с теорией удара. К таким за-
дачам относятся задачи преобразования движения тел из одного вида в 
другие.  

В современной технике широко используется гидростатический при-
вод, который, подобно удару, позволяет упрощать механизмы передачи 
энергии от источника к рабочему телу. При разгоне и торможении больших 
масс в гидромеханизмах проявляются закономерности общей теории удара  
– кинематическое состояние системы при разгоне и торможении изменяет-
ся  за очень короткое время, практически мгновенно.  

Послеударные процессы взаимодействия двух тел в книге рассматри-
ваются как быстропротекающие динамические процессы, в которых рабо-
чая среда изменяет свои свойства и характеристики. Такими являются про-
цессы прессования порошков падающим грузом. 

Отдельные части книги написали: предисловие, гл. 1, гл. 3, гл. 4,           
гл. 5, гл. 7 – проф., докт. техн. наук В.Н. Тарасов; гл. 2 – к.т.н., доц.       
И.В. Бояркина; гл. 6 – к.т.н. М.В. Коваленко, гл. 8 – к.т.н., доцент          
С.М. Кузнецов, гл. 9 – к.т.н. И.Ф. Шлегель. 

Общее научное редактирование книги выполнил член-корреспондент 
Академии наук Высшей школы, доктор технических наук, профессор     
Тарасов В.Н. 
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  ГЛАВА 1 
 

ТЕОРИЯ УДАРА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
И МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 
  

 
1.1. Общие сведения об ударных механических процессах 
 
Ударом называют явление, при котором за малый промежуток време-

ни, т.е. почти мгновенно изменяется кинематическое состояние механиче-
ской системы, происходит мгновенное преобразование механической энер-
гии и возникают ударные импульсы в точках контактирования тел.  

В природе и технике можно выделить различные случаи ударного 
взаимодействия двух тел (рис. 1.1). Фундаментальными случаями, на кото-
рых базируется современная теория удара, являются удар свободной мате-
риальной точки о неподвижную поверхность (случай 1) и удар двух сво-
бодных материальных точек (случай 2).  

В случае 1 процесс удара рассматривают как процесс мгновенного на-
ложения связи на движущуюся свободную материальную точку. При ударе 
двух свободных материальных точек каждая из рассматриваемых точек яв-
ляется связью для другой. В случае 3 представлена схема удара несвобод-
ной материальной точки о неподвижную поверхность. В случае 4 показана 
схема удара двух несвободных материальных точек. В рассмотренных слу-
чаях 3 и 4 материальные точки совершают движения по дугам окружно-
стей, которые обеспечиваются наложенными на точку стержневыми связя-
ми. Невесомая идеальная стержневая связь в этих случаях кинематически 
связывает материальную точку с неподвижным основанием. 

Многие реальные случаи удара в технике можно рассматривать как 
удар двух материальных точек. В случаях 5-8 помимо соударяемых тел 
имеются связи в виде базовых опорных поверхностей или пружин, которые 
могут не участвовать в процессе удара. 

Ударные явления могут быть явного типа, сомневаться в ударном ха-
рактере которых нет основания (ковка, штамповка, забивка свай, дробле-
ние каменных материалов и др.). Однако наряду с такими явлениями удара 
в природе и технике существуют явления более сложного характера, свя-
занные, например, с мгновенным изменением траектории или характера 
движения точки или тела, мгновенным преобразованием типов движения 
(поступательного, вращательного, плоского и др.), которые также являются 
предметом исследования теории удара.  
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На рис. 1.2 представлены случаи ударного взаимодействия тел, в кото-
рых соударяемые тела имеют поступательные, вращательные или плоские 
движения в различных сочетаниях. Например, в случае 7 система испыты-
вает удар при мгновенной остановке приводного колеса 2 тормозом 3. В 
случае 8 колесо 1 имеет 2 степени свободы, обеспечиваемые приводом от 
колеса 2 и водила 3. Затормаживая приводное колесо 3 или растормаживая 
его, можно получать эффект мгновенного изменения угловой скорости ко-
леса 1, которое характеризуется как процесс удара. Аналогичный эффект в 
этом механизме можно получить, мгновенно затормаживая или расторма-
живая водило 3. И, наконец, на рис. 1.3 представлены особые случаи взаи-
модействия движущегося тела с основанием или средой, которые имеют 
также непосредственное отношение к теории удара. 

 В случае 7 отсутствует непосредственное механическое соударение 
двух тел, которое имеется во всех других рассматриваемых процессах. Од-
нако благодаря способности гидропривода создавать большие динамиче-
ские силы в гидроцилиндрах в момент включения золотника распределите-
ля в течение малого времени τ давление в рабочих полостях гидроцилинд-
ров резко возрастает и создает ударный импульс на приведенную массу, 
который выводит систему из неподвижного состояния. Таким образом, в 
данном случае происходит ударное взаимодействие тела 1 с жидкостью в 
гидроцилиндрах, в результате которого на поршне формируется ударный 
импульс. Данное явление обладает всеми признаками ударного динамиче-
ского процесса. 

 На   рис. 8, …, 10   представлены   динамические   ударные   процессы 
уплотнения грунтов, забивки сваи и прессования глиняного порошка.  

 В данной книге показано, что при ударном взаимодействии двух тел 
они практически не перемещаются, поэтому тело 2 в течение времени уда-
ра τ не взаимодействует с рабочей средой, которая, подобно пружинам, в 
раннее рассмотренных случаях (например, рис.1.2 случай 6,  рис.1.3 случай 
3) в процессе соударения тел 1 и 2 себя не проявляет.  

 Из представленного рассмотрения становится очевидным, что реаль-
ные динамические процессы технологических машин часто представляют 
собой сочетание ударного механического процесса взаимодействия двух 
тел, в результате которого энергия одного тела (ударника) передается дру-
гому (рабочему телу), которое в послеударный период совершает быстро-
протекающий полезный динамический рабочий процесс, преодолевая ра-
бочие сопротивления. 
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1.2.Теория удара материальной точки 
 

       1.2.1. Основные понятия и терминология 

Изменение количества движения материальной точки в векторной 
дифференциальной форме имеет вид 

dtmd  )( FV = .                                               (1.1) 

В  результате  интегрирования  (1.1)  в  интервале  от  t = 0  до   t = τ, 
полагая, что сила F является функцией времени, получим  

dtmm
τ
∫=−
0

 FVV 0 .                                             (1.2)  

Равенство (1.2) устанавливает связь приращения количества движения 
с импульсом силы F за промежуток времени τ.  

Сущность явления удара состоит в том, что при ударе происходит ко-
нечное изменение скорости  V и количества движения mV за очень малый 
промежуток времени τ, измеряемый для реальных технических процессов 
тысячными и меньшими долями секунды.  

Введем обозначения F* - среднее значение силы F в интервале малого 
параметра времени τ. По теореме о среднем значении из (1.2) получим 

τ*
0 FVV =−mm .                                          (1.3)                              

Равенство (1.3) показывает, что изменение количества движения и ско-
рости точки в левой части уравнения равно произведению силы и времени 
удара.  

Правая часть (1.3) представляет собой произведение большой и малой 
величин. Измерять при ударе большие силы F и малые промежутки време-
ни τ непосредственно неудобно. Поэтому в теории удара принято пол ьзо-
ваться ударными импульсами 

        dt∫=
τ

0
FS ,                                                 (1.4) 

где  S  −  ударный импульс; F − ударная сила.  
В результате принятых определений уравнение (1.2) можно переписать 

в виде  
=− 0VV mm  S .                                            (1.5) 

Уравнение (1.5) представляет собой основное уравнение теории удара: 
изменение количества движения точки за время удара равно ударному      
импульсу. 

 Уравнение (1.5) запишем в виде 
   =∆Vm  S.                                                 (1.6) 
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 Путем деления левой и правой частей уравнения (1.6) на время τ полу-
чим уравнение Ньютона 

Fm =а .                                                  (1.7) 
 Для решения задач удара более удобным является уравнение (1.6), ко-

торое по аналогии с уравнением (1.7) является основным уравнением тео-
рии удара материальной точки.  В теории удара не удобно пользоваться ус-
корениями, которые весьма велики.  

 Следует иметь ввиду, что уравнения (1.5), (1.6) являются конечными 
уравнениями, которые относятся к общим теоремам динамики и которые 
позволяют не интегрируя дифференциальных уравнений получать искомое 
значение скорости по заданному ударному импульсу или наоборот.  

Векторное равенство (1.5) можно записать в виде уравнения без      
правой части  

S + 0)( =− VV mm  0 .                                        (1.8) 

Ударный импульс S можно представить в виде суммы ударных         
импульсов активных сил  S F  и ударных импульсов сил реакций  S N .       
Выражение в скобках представляет собой вектор изменения количества 
движения материальной точки за время удара, тогда окончательно можно 
записать  

S F  +  S N  + 0( =∆−  )Vm .                                        (1.9) 

Основное уравнение теории удара в форме (1.9) отражает следующую 
закономерность: векторная сумма векторов ударных импульсов активных 
сил и векторов ударных импульсов сил реакций связей и вектора измене-
ния количества движения точки представляет собой уравновешенную    
систему векторов.  

 
1.2.2. Упругий и неупругий удары точки о неподвижную  
         поверхность. Коэффициент восстановления 

Пусть материальная точка массы m движется со скоростью V  и встре-
чает на своем пути неподвижную поверхность (рис.1.4).  

Обозначим скорость точки в конце удара через U , тогда, используя 
(1.6)  получим  

=− VU mm   S N .                                           (1.10) 
Разложим векторы V  и U  по направлениям нормали и касательной к 

поверхности в точке А. Рассматриваем касательную τ, лежащую в одной 
плоскости с вектором V . Тогда  

V = nV + τV ;          U = nU + τU . 
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Для случая идеальной 
связи в точке А имеем удар-
ный импульс S N , направлен-
ный по нормали n и поэтому 
составляющая скорости в 
процессе удара не изменится  

τV  = τU .            (1.11) 
При ударе материальной 

точки возможны три случая 
удара: 

1). Un = 0. Случай абсо-
лютно неупругого удара, та-
кую связь называют абсолют-
но неупругой.  

2). Un = −Vn. Случай аб-
солютно упругого удара точ-
ки о связь, такую связь назы-
вают абсолютно упругой. В этом случае нормальная составляющая скоро-
сти не изменяется по численной величине, а только изменяет свое направ-
ление на противоположное.  

3). Un = − К Vn,  где 0 < К < 1. Случай упругого удара. 
Коэффициент восстановления К введен в теорию удара Ньютоном и 

представляет собой отношение модулей нормальных скоростей точки в 
конце удара и в начале удара 

n
n

V
UК = .                                                   (1.12) 

Обозначая  α  и β − соответственно углы падения и отражения для век-
торов скорости, из рис. 1.4 получим  

nV
Vtg τα = ;            

nU
Vtg τβ = . 

Учитывая, что  Un = − К Vn ,  векторы  (0 < К < 1), найдем  

n
n

V
UК = =

β
α

tg
tg .                                          (1.13) 

При абсолютно неупругом ударе 
2
πβ = , поэтому К = 0. При абсолютно 

упругом ударе βα tgtg = , βα =  и  К = 1.  
При упругом ударе             βα < ;  К < 1. 

Рис. 1.4. Удар точки  
о неподвижную поверхность 

 

А 

n

U 
 

SN 

Un 

  

 

 
Vn V

τ
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1.2.3. Изменение кинетической энергии 
        точки при ударе. Теорема Карно 
 
Процесс удара материальной точки рассматривают как явление, при 

котором на движущуюся материальную точку мгновенно накладывается 
или с точки мгновенно снимается абсолютно неупругая идеальная связь.  

Связь, наложенная  на материальную точку, будет существовать и по-
сле удара, а связь, снятая во время удара, будет отсутствовать и после уда-
ра.  

В обоих рассмотренных случаях используем теорему (1.10)  
=− VU mm   S N . 

1-й случай: мгновенное наложение связей. Умножим обе части вектор-
ного равенства (1.10) скалярно на вектор скорости точки U  после удара 

=− VUU mm  2  S N  U. 

Так как наложенные связи идеальные и угол 
2
πβ = , то скалярное    

произведение  S N U = 0.   
Поэтому после преобразований из предыдущей формулы имеем  

=−VUU  2 0.                                           (1.14) 
Определим изменение кинетической энергии при мгновенном наложе-

нии связи на движущуюся точку  

−
2

2Um =
2

2Vm
2
m )( 22 VU − .                              (1.15)  

Разность квадратов в формуле (1.15) можно преобразовать путем вычи-
тания из нее удвоенного выражения (1.14). Далее вместо векторных вели-
чин можно использовать скаляры, учитывая что 

22 0 UUU =⋅= соsU , получим 

22222222 )(2(22 VU)VVUUVUUVUVU −−=+−−=+−−=− . 

Тогда  
2

22
)(

222
UVmmUmV

−=− .                               (1.16) 

Полученный результат можно сформулировать так: кинетическая   
энергия, потерянная точкой при мгновенном наложении на нее абсолютно 
неупругой связи, равна кинетической энергии точки, обусловленной по-
терянной скоростью.  
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2-й случай: мгновенное снятие связей. Обе части равенства (1.10)     
умножаем скалярно на скорость  V  в начале удара, тогда получим  

02 =−VUV .                                              (1.17) 
Теперь равно нулю скалярное произведение S N V = 0, потому что в   

соответствие со связями находится перемещение точки не после удара,      
а до удара.  

Разность квадратов скоростей приводится к виду  
22222222 )(222 VUUVUVVUVVUVU −=+−=−+−=− . 

Тогда                           

2
22

)(
222

VUmmVmU −=− .                             (1.18)                         

Результат выражения (1.18) формулируется так: кинетическая энергия, 
приобретенная точкой при мгновенном снятии связей, равна кинетической 
энергии точки, которая обусловлена приобретенной скоростью.  

 
1.2.4. Изменение кинетической энергии  
        при ударном освобождении точки от связи 

 
В качестве примера рассмотрим движение точки М по дуговой траек-

тории в горизонтальной плоскости ОХУ с постоянной скоростью V .  
В этом случае точка имеет связь в виде прямого стержня О1М. 
На точку М в горизонтальной плоскости ОХУ  действует только одна 

центробежная сила цN .  
Предположим, что точка М снабжена отстреливающим устройством, 

которое в течение малого времени τ  освобождает точку М от связей. При 
воспламенении взрывчатого вещества в камере выстреливающего устрой-
ства за короткое время τ  давление рабочих газов и выстреливающая сила 
сначала повышаются до максимального значения, а затем уменьшаются и в 
момент отделения точки М от связи падают до нуля.  

 

Пусть в данном случае известен ударный импульс выстреливающего 
устройства  

τ*FS =N . 
Величина выстреливающего импульса многократно (например, в сотни 

раз) превышает импульс постоянной центробежной силы N
цS . Поэтому ве-

личиной этого импульса можно пренебречь.  
На точку М  в момент отделения от связи действует только один удар-



 18 

ный импульс NS  (рис. 1.5), направленный вдоль стержня О1М. 
 

Для рис. 1.5 запишем теорему об из-
менении количества движения матери-
альной точки (1.10) в момент ударного ос-
вобождения от связи  

=− VU mm  NS .             (1.19) 
В данной задаче неизвестной вели-

чиной является вектор скорости точки М 
после освобождения ее от связи  

m

NSVU += .               (1.20) 

Вектор скорости точки после удара в 
формуле (1.20) геометрически равен сум-
ме векторов правой части уравнения. 

Для определения искомых величин: 
модуля вектора скорости U  и угла β  вы-
полним аналитическое решение вектор-
ного уравнения (1.20). 

Запишем проекции уравнения на оси  
Х, У  

VU =βsin ;       
m

SU
N

=βcos . 

Откуда находим  

NS
mVarctg=β ;    

βsin
VU = . 

Приобретенная кинетическая энергия точки, после освобождения ее  от 

связи, равна                        2
0 )(

2
VUmTT −=− .                  

 
 

1.3. Теорема об изменении количества движения 
и о движении центра масс при ударе 

 
Пусть до момента удара точка М массы m движется под действием не-

ударной силы  *F  со скоростью  V (рис.1.6).  
В момент удара под действием ударной силы  F  точка изменила свою 

скорость до значения U  и продолжает двигаться по траектории MB. Удар 
точки М о препятствие характеризуется мгновенным изменением ее скоро-

Y n 

V

U

M X

 

Nц

S N 

m 

 S N

О

О1

τ

β

Рис. 1.5.  Процесс ударного  
освобождения точки М от связи 
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сти от значения  V  до U  по модулю и направлению. 

A М

В

F V  

U  
V 

U+V 
2 

U+V 

S

= (U V )S 
m 

 
 

Рис. 1.6. Векторная диаграмма cкоростей при взаимодействии 
свободной материальной точки М с ударным импульсом S 

 

На рис. 1.6 показаны ударная сила F  и ударный импульс S , который 
является аналогом ударной силы.  

Применим к движущейся материальной точке теорему об изменении 
количества движения точки (1.10). 

Пренебрегая импульсом неударной силы за время удара, запишем тео-
рему об изменении количества движения точки при ударе для рис. 1.6  

=− VU m m S .                                          (1.21) 

Изменение вектора количества движения точки за время удара равно 
вектору ударного импульса, приложенному к точке. 

Такая форма записи теоремы об изменении количества движения, из-
вестная Ньютону и Даламберу сохранилась до наших дней в учебной и 
технической литературе. Рассмотрим другие формы записи этой теоремы. 

Из векторного уравнения (1.21) определим вектор скорости точки     
после удара 

m
1

+=VU S .                                              (1.22) 

 На рис. 1.6 представлен параллелограмм векторов скоростей, отра-
жающий векторную сущность теоремы об изменении количества движения 
точки: вектор скорости точки после удара равен диагонали параллелограм-
ма, построенного на векторе скорости точки до удара и векторе ско-рости, 
который равен вектору ударного импульса, деленному на массу точки. 

 
Теперь определим из уравнения (1.21) разность векторов скоростей 

точки     
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m
1

=−VU  S .                                               (1.23) 

Снова обращаемся к рис. 1.6,  из которого видим следующий результат: 
изменение вектора скорости точки при ударе равно отношению вектора 
ударного импульса  к  массе точки. 

Возможна третья форма записи теоремы об изменении количества 
движения точки при ударе в форме Даламбера  

0)( =∆−+ VS m . 

Этот результат означает: импульс внешних ударных сил уравновешен 
изменением количества движения точки при ударе (рис. 1.6). 

Применим теорему (1.21) к механической системе, которую представим 
состоящей из N материальных точек. 

Действующие силы в системе разделим на внешние и внутренние. 
Для точек механической системы получим 

  ie
KKKKKK mm SSVU +=− ,   K = 1, 2, …, N, 

где  e
KS   и  i

KS    − ударные импульсы внешних и внутренних сил.  
Суммируя по всем точкам системы, имеем  

∑+∑ ∑=−∑ ie
KKKKKK mm SSVU . 

Обозначая количество движения системы после и до удара соответст-
венно 

∑= KKUQ m ;    ∑= KVQ Km0  

и учитывая, что по свойству внутренних сил, в том числе и ударных, 
0=∑ i

KS , получим   

∑=− e
KSQQ 0 .                                               (1.24) 

Векторное равенство (1.24) выражает теорему об изменении количества 
движения  механической системы при ударе: изменение вектора количества 
движения системы за время удара равно векторной сумме внешних ударных 
импульсов сил, приложенных к точкам системы за это же время. 

Выражая количество движения механической системы через массу сис-
темы и скорость центра масс, имеем 

СMUQ = ;       СMVQ =0 ; 

где M − масса системы;  СV  и  СU  − скорости центра масс до и после уда-
ра. 
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С учетом принятых обозначений из (1.24) получаем теорему о движе-
нии центра масс системы при ударе в векторной форме: 

     )( ССM VU − ∑= e
KS .                                   (1.25) 

Проецируя (1.25) на оси координат, получим систему уравнений: 

∑=− e
KXCХСХ SVUM )( ,  

∑=− e
KYCYСY SVUM )( ,                      (1.26)  

∑=− e
KZCZСZ SVUM )( . 

Следствия теоремы о движении центра масс 
1. Если сумма ударных импульсов внешних сил равна нулю: 0=∑ e

KS , 
то из (1.24) и (1.25) следует закон сохранения количества движения и ско-
рости движения центра масс при ударе:  

0QQ = ;     СС VU = . 

Количество движения механической системы и скорость центра масс     
не изменяются, если векторная сумма внешних ударных импульсов сил,     
приложенных к точкам, равна нулю.  

2. Если имеется координатная ось, например ОХ, для которой сумма 
проекций внешних ударных импульсов на эту ось равна нулю, 0=∑ e

KXS , 
то из (1.26) следует закон сохранения проекции количества движения и 
скорости движения центра масс при ударе: 

XX QQ 0=  ;     CXCX VU = . 

Вычисление ударных реакций и работы ударных сил представляет оп-
ределенные трудности, поэтому вычислим работу силы, приложенной к 
точке при ударе, через кинетическую энергию: 

22

22

0
VU mmTT −=− , 

где 0, TT  − кинетическая энергия материальной точки соответственно   по-
сле и до удара; 0TT −   − потеря кинетической энергии за время удара. 

Можно записать очевидное равенство 

.mmTT )()(
2

)(
2

22
0 VUVUVU +⋅−=−=−  

Учитывая (1.21), можно записать  

)VUS +⋅=− (
2
1

0TT . 

Приравнивая изменение кинетической энергии точки 0TT −  работе А, 




