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1.1. Общие аспекты

Свет представляет собой электромагнитную волну, которая отличается от волн, 
известных в радиочастотной технике, только более высокой частотой � и более ко-
роткой длиной волны�� [1.1–1.5]. В обоих случаях электромагнитное поле описы-
вается следующими величинами (рис. 1.1):

 � вектор напряженности электрического поля E 1 (В/м);
 � вектор напряженности магнитного поля H (A/м);
 � волновой вектор k = 2�/�e (м–1).

В однородной, изотропной и неограниченной среде все три вектора взаимно 
перпендикулярны, а волновой вектор k указывает направление распространения 
волны e. Физическое воздействие света, которое люди замечают при помощи глаз 
либо светочувствительного детектора, всегда определяется усредненной по време-
ни интенсивностью I:

 (1.1)

где c0 = 3 × 108 м/с — скорость света в вакууме; �0 = 8,85 × 10–12 A·с/(В·м) — элект-
рическая постоянная; n — показатель преломления среды (безразмерное число).

E

e

k

H

z

Рис. 1.1. Электромагнитная волна полностью определяется полем векторов E, H 
и волнового вектора k, указывающего направление распространения

1 В данном издании все векторные величины в тексте выделены полужирным шрифтом. — 
Примеч. ред.
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Мощность, заключенная в электромагнитной волне, получается при интегри-
ровании интенсивности по площади, перпендикулярной направлению распро-
странения:

 (1.2)

Отметим, что последнее выражение наряду с выражением (1.1) включает 
в себя вклад как электрической, так и магнитной мощностей, несмотря на то что 
магнитное поле не входит явно в это выражение. Данное обстоятельство является 
следствием того факта, что в немагнитной среде с низкими потерями на поглоще-
ние (а в объеме этой книги мы интересуемся только такими средами) вектор маг-
нитного поля H связан с вектором электрического поля E посредством уравнения

H = nc0�0[e×E]. (1.3)

Поэтому для описания свойств электромагнитной волны достаточно рассматри-
вать только электрическое поле. Легко показать, что электрическое и магнитное поля 
вносят одинаковый вклад в суммарную мощность, определяемую выражением (1.2).

В дальнейшем мы рассматриваем только вектор электрического поля, который 
зависит от пространственных координат x, y, z, и предполагаем также, что поле со-
вершает чисто периодические колебания с частотой �. Общепринятым является 
выбор ориентации оси z параллельно направлению распространения волны. В этом 
случае общая форма записи для электромагнитной волны будет следующая:

E = E0(x, y, z)cos(kz – �t), (1.4)

где � = 2��.
Поскольку мы рассматриваем только линейную среду, то частота � остается по-

стоянной при движении электромагнитной волны через области с различными по-
казателями преломления n. Линейность означает, что показатель преломления не 
зависит от интенсивности I. В этом состоит отличие от нелинейных материалов, 
подобных KTP (титанил-фосфат калия) или BBO (бета-борат бария), которые 
главным образом используются для частотного преобразования. Однако длина 
волны � и скорость света с меняются в линейной среде согласно уравнениям

, (1.5)

где �0, c0 — длина волны и скорость света в вакууме соответственно.
Примеры

1.  В яркий солнечный день в Калифорнии интенсивность солнечного света 
при нормальном падении примерно равна 1000 Вт/м2. Используя выраже-
ние (1.1), получаем величину электрического поля, равную 868 В/м.

2.  Для обычного СО2-лазера с выходной мощностью 1 кВт и диаметром пуч-
ка 10 мм интенсивность излучения составляет 12,7 МВт/м2, что более чем 
в 10 000 раз ярче солнечного света! Соответствующая величина электриче-
ского поля равна 98 935 В/м.
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1.2. Лучевые матрицы 

Далее мы будем рассматривать распространение света в приближении геометри-
ческой (лучевой) оптики [1.10]. В этом приближении пространственная структура 
электромагнитной волны наряду с дифракционными эффектами, обусловленны-
ми конечными апертурами или краями экранов на пути волны, не рассматрива-
ются. Такое приближение при описании распространения света может быть при-
менено, если мы имеем дело со световым пучком, у которого характеристический 
параметр N, называемый числом Френеля, много больше единицы:

 (1.6)

где a — радиус пучка; ��— длина волны; L — расстояние в направлении распростра-
нения.

Смысл числа Френеля будет обсуждаться в последующих разделах, например 
в разделе 2.2. Свет можно рассматривать в приближении геометрической оптики, 
если пучок, с которым мы имеем дело, не слишком длинный или не слишком тон-
кий. Если число Френеля близко к единице или меньше единицы, то распростра-
нение пучка следует рассматривать в рамках теории дифракции. К сожалению, не 
существует достаточно точно определенного числа Френеля, которое разделяет 
геометрическую оптику и теорию дифракции. Однако для числа Френеля больше 
двадцати геометрическая оптика определенно может быть применена.

Пример. Световой пучок в зеленой области спектра (� = 500 нм) диаметром 
2a = 5 мм может описываться геометрически в пределах расстояния, примерно 
равного 1 м (N = 12,5).

1.2.1. Одномерные оптические системы

В геометрическом приближении световые лучи распространяются в свободном 
пространстве вдоль прямых линий и испытывают отклонение при прохождении 
оптического элемента типа линзы. Если луч берет начало в плоскости, перпенди-
кулярной оси z, то он полностью определен координатами начальной точки (x, y) 
и угловыми смещениями: � в направлении оси x и � в направлении оси y. Ось z 
обычно выбирается так, чтобы она совпадала с оптической осью. Оптическая ось 
определяется центром симметрии первого оптического элемента и перпендику-
лярна передней поверхности этого элемента. Таким образом, луч может быть ма-
тематически выражен как вектор:

 (1.7)

Если все оптические элементы обладают симметрией вращения в направлении 
распространения (например, сферическая линза), то декартовы координаты си-
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стемы всегда могут быть выбраны таким образом, что луч будет полностью опре-
делен координатой своей начальной точки x и углом смещения � в направлении x 
(рис. 1.2). Последнее возможно благодаря тому, что луч распространяется в пло-
скости xz. В дальнейшем мы ограничим обсуждение только такими одномерными 
оптическими системами. Распространение луча в двухмерных оптических систе-
мах, таких как цилиндрические линзы и клиновые пластины, будет рассмотрено 
в подразделе 1.2.4.

Плоскость x+y

X

Z

луч

оптическая ось

Рис. 1.2. В геометрической оптике свет описывается лучами,  
распространяющимися вдоль прямых линий в свободном пространстве

Мы должны ответить на вопрос: как меняется лучевой вектор при прохожде-
нии луча через оптическую систему? Что касается распространения луча в сре-
де с показателем преломления n, то решение задачи будет достаточно простым 
(рис. 1.3а). Для случая, когда луч вышел из точки x1 под малым углом �1 и, пройдя 
расстояние L, достиг точки x2 под углом �2, можно записать:

x2 = x1 + L�1, (1.8) 
�2 = �1. (1.9)

Это можно записать в виде матричного уравнения:

 (1.10)

Для каждого оптического элемента, например такого, как линза или зеркало, 
можно найти матрицу M, которая математически описывает преобразование луча 
при прохождении его через этот элемент [1.6, 1.11]. Матрица M называется луче-
вой матрицей. Для того чтобы найти такую матрицу с элементами, не зависящими 
от параметров луча, необходимо сделать предположение о малой величине углов 
� (как это было сделано в выражении (1.8)). Теория лучевых матриц применима 
к анализу оптических систем только в случае выполнения следующих соотноше-
ний для величины максимального угла:

sin � � tg � � �. (1.11)

Исходя из практического опыта, максимальный угол не должен превышать 15° 
(� = 0,262 рад, sin � = 0,259, tg � = 0,268). Это не является серьезным ограничени-
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ем для оптических резонаторов, так как угол, под которым свет распространяется 
внутри резонатора, редко превышает пару градусов. Ограничение областью малых 
углов называется параксиальным приближением. Оно приводит к линейным пре-
образованиям между лучевыми векторами. Если пучок света переходит из среды 
с показателем преломления n1 в другую среду с показателем преломления n2, то 
лучи преломляются на поверхности раздела (рис. 1.3б). В приближении паракси-
альных пучков закон преломления, известный как закон Снелла, записывается:

 (1.12)

a

б

в

x2

ρ

γ

x2

x2

L

n1 n2

n2n1

x1
β2

β1

x1

x1

1

1

1

2

2

2

Рис. 1.3. Распространение световых лучей:  
а) распространение в свободном пространстве на расстояние L;  

б) преломление на плоской границе между двумя средами  
с различными показателями преломления;  

в) преломление на сферической поверхности

Таким образом, лучевая матрица MR для случая преломления на плоской гра-
нице раздела полностью определена, если координата x луча на этой поверхности 
не меняется:

 (1.13)
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Третьим важным случаем оптического перехода является преломление на сфе-
рической поверхности, как это изображено на рис. 1.3в. Геометрия поверхности 
характеризуется радиусом кривизны �. Для выпуклой поверхности, когда центр 
кривизны расположен справа, а луч приходит слева (как изображено на рисун-
ке), радиус кривизны будет положительным. Отрицательный радиус кривизны 
определяет вогнутую поверхность. Снова координата луча на поверхности оста-
ется фиксированной, и закон Снелла (1.12) выполняется для углов �1 и �2. Угол 
�2 можно вычислить, используя геометрические соотношения � = x1/�, �1 = �1 – �, 
и �2 = �2 – �. Окончательный результат выглядит следующим образом:

x2 = x1, (1.14)

 (1.15)

Лучевая матрица при прохождении сферической поверхности:

 (1.16)

Как и предполагалось, эта лучевая матрица переходит в матрицу (1.13), если 
мы устремим радиус кривизны поверхности � к бесконечности.

Выше мы вывели две фундаментальные лучевые матрицы для описания рас-
пространения луча в свободном пространстве MFS(L) и для прохождения лучом 
сферической поверхности раздела двух диэлектриков МRS(�). Знания этих двух 
матриц достаточно для описания произвольной оптической системы, так как лу-
чевая матрица для любого оптического элемента может быть выведена именно из 
этих двух фундаментальных матриц. Перед тем как перейти к более подробным 
обсуждениям, следует запомнить следующие общепринятые правила:

1. Световые лучи всегда распространяются слева направо.
2.  Выпуклые поверхности диэлектриков имеют положительный радиус кри-

визны, вогнутые поверхности диэлектриков имеют отрицательный радиус 
кривизны (однако для зеркал знаки меняются на обратные!).

3.  Ориентация угла определяется математически: это означает, что на рис. 1.3в 
�1 — положительный угол, а �2 — отрицательный.

Если луч проходит через несколько оптических элементов, то лучевые матрицы 
этих элементов могут быть скомбинированы в одну матрицу. Такая процедура изо-
бражена на рис. 1.4. Луч, берущий начало в левой плоскости, имеет лучевой вектор 
v1. Этот вектор трансформируется в лучевой вектор v2 после прохождения первого 
оптического элемента, второй элемент преобразует его в лучевой вектор v3 в левой 
плоскости третьего элемента и т. д. Для n оптических элементов имеем n уравнений:
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откуда следует:

 (1.17)

M = Mn · Mn – 1 · ... · M3 · M2 · M1

M1 M2 M3 MnMn – 1

V1

Vn + 1 = M · V1

V2 V3 VnVn – 1 Vn + 1

Рис. 1.4. Прохождение светового луча через серию оптических элементов.  
Из лучевых матриц отдельных элементов можно скомбинировать  

результирующую матрицу M

Результирующая лучевая матрица M получается путем перемножения всех 
отдельных матриц в порядке, противоположном направлению распространения 
луча (т. е. справа налево). Другими словами, первая лучевая матрица, «видимая» 
лучом, расположена с правой стороны матричного произведения, последняя — 
с левой стороны. Итак, у нас есть мощный инструмент, позволяющий определять 
лучевые матрицы сложных оптических систем.

Пример. Тонкая линза. В общем случае сферическая линза полностью опреде-
ляется показателем преломления n2, толщиной L и кривизной передней и задней 
поверхностей. В приближении тонкой линзы пренебрегают любым изменением 
положения линзы и изменением угла луча внутри среды. Последнее означает, что 
мы не рассматриваем распространение луча между двумя плоскостями. Таким 
образом, лучевая матрица для тонкой линзы МTL является произведением двух 
матриц для прохождения сферической поверхности раздела (1.16). Если через �1 
и �2 обозначить радиусы кривизны передней и задней поверхностей и окружить 
линзу средой с показателем преломления n1, то результирующая лучевая матрица 
запишется как

 (1.18)

где фокусное расстояние f дается выражением

 (1.19)
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Отметим, что кривизна � является положительной для выпуклых поверхно-
стей (центр кривизны расположен справа от поверхности раздела) и отрицатель-
ной для вогнутых поверхностей.

Пример. Плоская диэлектрическая пластина. Рассмотрим пластину толщи-
ной L с параллельными поверхностями и с показателем преломления n2. Лучевая 
матрица находится путем перемножения матрицы MR для луча, преломляющегося 
на поверхности раздела, и матрицы MFS для луча, распространяющегося в свобод-
ном пространстве:

 (1.20)

Примечательно, что мы получили в точности лучевую матрицу для распро-
странения луча в свободном пространстве на эффективное расстояние n1L/n2. На-
пример, для стеклянной пластинки в воздухе эффективное расстояние меньше, 
чем действительная физическая толщина пластинки L. Последнее означает, что 
объекты будут казаться расположенными ближе к глазам наблюдателя, если мы 
смотрим на них через пластину (это справедливо только для ближних объектов, 
которые рассматриваются под некоторым углом).

Пример. Сферическое зеркало. Сферическое зеркало с радиусом кривизны 
� обладает теми же самыми свойствами преобразования луча, что и линза, за ис-
ключением того, что направление распространения пучка заменяется на противо-
положное. В дальнейшем мы более детально покажем, что при зеркальном ото-
бражении координатной системы вместе со световым пучком нет необходимости 
включать в лучевые матрицы изменение направления пучка. Другими словами, 
мы всегда движемся вместе с лучом, глядя по направлению распространения. 
В рамках этого приближения лучевая матрица зеркала идентична матрице тонкой 
линзы (1.18) с фокусным расстоянием f = �/2:

 (1.21)

Радиус кривизны � для выпуклого сферического зеркала будет положитель-
ным. Это означает, что зеркало открыто в левую сторону, навстречу падающему 
лучу (как показано на рис. 1.5). Для читателя важно понять, что данное правило 
знаков является противоположным по сравнению с правилом, используемым для 
поверхностей раздела диэлектриков. Вы сэкономите время на вычислениях, если 
будете иметь это в виду.

Набор обычно используемых лучевых матриц показан на рис. 1.5. Следует от-
метить, что с математической точки зрения лучевые матрицы могут быть опреде-
лены только для оптических элементов, имеющих параболические профили по-
казателя преломления (как термическая линза на рис. 1.5) или параболические 
поверхности (как свободная от аберрации линза). К счастью, вблизи центра сим-
метрии параболическая поверхность слабо отличается от сферической поверх-
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ности. Поскольку рассматриваются только параксиальные пучки, мы ограниче-
ны центральной областью оптических элементов. Поэтому с практической точки 
зрения применение лучевых матриц для оптических элементов со сферическими, 
эллиптическими или гиперболическими поверхностями и профилями показателя 
преломления не приводит к заметным погрешностям.
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Рис. 1.5. Обычно используемые оптические элементы и их лучевые матрицы. 
Фокусное расстояние и главные плоскости тонкой линзы  

определяются выражением (1.31)

Приближение параксиальных лучей предполагает также, что рассматриваемые 
оптические системы обладают совершенными свойствами для получения изобра-
жений. В идеальной оптической системе точка-объект отобразится также в виде 
точки, поскольку в теории лучевых матриц аберрации не учитываются. Для ана-
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лиза аберраций в оптических системах необходимы алгоритмы для численного 
определения траектории луча (например, используемое для проектирования ком-
мерчески доступных оптических систем программное обеспечение типа CODE V, 
ZEMAX или OSLO). При выходе за рамки параксиального приближения (1.11) 
и наличии большого количества лучей (порядка 1000) задача может быть решена 
с помощью численных методов. В этом случае мотивом для поиска компьютерных 
решений является желание эффективно снизить временные затраты. 

Астигматизм является общей чертой, присущей двумерной оптике (цилиндри-
ческие линзы), и вносится в одномерные оптические элементы посредством пе-
рекоса (например, пластинка Брюстера). Этот эффект можно проанализировать 
с помощью лучевой матрицы размером 4×4 (см. подраздел 1.2.4).

bg

f

x2

x1

2

Рис. 1.6. Построение изображения  
с помощью двояковыпуклой фокусирующей линзы

Для того чтобы поупражняться, обрести уверенность и закрепить навыки в ис-
пользовании лучевых матриц, читателю следует ознакомиться с двумя представ-
ленными ниже примерами. После этого мы продолжим более общее описание 
свойств лучевых матриц.

Пример. Построение изображения с помощью фокусирующей линзы. 
Мы ищем условие построения изображения с помощью фокусирующей линзы. 
Цель — найти соотношение, связывающее расстояние до объекта g, расстояние 
до изображения b с фокусным расстоянием f. Вначале определим из выражения 
(1.17) результирующую лучевую матрицу:

 (1.22)

Луч, выходящий из левой плоскости с параметрами (х1, �1), пересечет пло-
скость изображения в точке со следующими параметрами:

 (1.23)
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 (1.24)

Этот результат легко проверить геометрически, если использовать луч, распро-
страняющийся параллельно оптической оси (�1 = 0), как это показано на рис. 1.6, 
и второй луч, выходящий из той же точки, но проходящий через центр линзы 
(�1 = x1/g).

Мы должны определить условие, при котором каждая точка x1 изображается 
одной точкой x2. Это означает, что все лучи, исходящие из x1, должны оканчивать-
ся в x2 вне зависимости от угла �1. Уравнение (1.23) показывает, что это выполня-
ется только тогда, когда 

 (1.25)

В этом выражении легко узнать условие построения изображения. 
Пример. Моделирование сферического зеркала. Допустим, проводя оптиче-

ский эксперимент, студент обнаруживает, что у него нет подходящего сферическо-
го зеркала. Все, что он может найти, — это только плоское зеркало. Существует ли 
способ смоделировать сферическое зеркало определенного радиуса кривизны �, по-
мещая фокусирующую линзу на расстоянии L перед плоским зеркалом (рис. 1.7)?

x1

f

линза f зеркало

f

L

2L

x1

x0

x0

1

1

0

0

Рис. 1.7. Отражение в зеркале рассматривается  
как зеркальное отображение оптической системы относительно плоскости зеркала. 

Поэтому комбинация линза—зеркало эквивалентна системе двух линз

Здесь мы опять сталкиваемся с проблемой изменения направления пучка на об-
ратное и должны использовать этот пример, для того чтобы понять, как поступать 
при отражении лучей. Основная идея заключается в том, что мы всегда движем-
ся вместе с лучом, глядя по направлению распространения. Мы можем зеркально 
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отобразить оптическую систему в плоскости зеркала и двигаться только вперед 
через всю оптическую систему. Этот метод показан на рис. 1.7. Система линза—
зеркало (расстояние между которыми равно L) может быть заменена двумя лин-
зами, разделенными двойным расстоянием. В обоих представлениях системы мы 
получаем тот же самый лучевой вектор в плоскости выхода. Лучевая матрица при 
прямом и обратном прохождениях луча с начальной точкой в плоскости линзы 
имеет вид:

Сравнение с матрицей сферического зеркала (1.21) показывает, что мы долж-
ны поместить линзу непосредственно в плоскости зеркала (L = 0), для того чтобы 
смоделировать кривизну зеркала � = f.

1.2.2. Элементы матрицы и теорема Лиувилля

Для того чтобы лучше понять смысл лучевой матрицы, обсудим значение матрич-
ных элементов с точки зрения преобразования луча. Такой подход очень полезен 
при первоначальном планировании оптической системы, потому что каждый ма-
тричный элемент представляет собой некоторое характеристическое свойство 
преобразования пучка. Самый эффективный путь для визуализации значения 
матричных элементов заключается в том, чтобы приравнять их к нулю и проана-
лизировать изменения в распространении луча, которые при этом возникают. Для 
того чтобы сохранить наибольшую общность рассуждений, мы используем следу-
ющую форму записи лучевой матрицы M:

где

 (1.26)

а) Если A = 0
Соотношение, связывающее входные и выходные параметры, записывается:

x2 = B�1, (1.27) 
�2 = Cx1 + D�1. (1.28)

Координата x2 луча не зависит от начальной координаты x1. Все лучи, проходя-
щие через систему под углом �1, заканчиваются при одном значении координаты 
x2. Это означает, что параллельный пучок будет фокусироваться (рис. 1.9a).

Пример. Определим, при каком расстоянии L все входящие параллельные 
лучи фокусируются линзой с фокусным расстоянием f.

Перемножая лучевую матрицу тонкой линзы и лучевую матрицу для свобод-
ного пространства, получаем для матричных элементов А, В:
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Матричный элемент A стремится к нулю при приближении к фокальной 
плоскости линзы (L = f). Этот случай соответствует параллельному пучку (см. 
рис. 1.9a), падающему на линзу под углом �1, который фокусируется в точке 
x2 = f�1. Это означает, что мы получаем информацию об угловом распределении 
лучей, если наблюдаем за характером интенсивности в фокальной плоскости фо-
кусирующей линзы. Мы фактически видим преобразование Фурье для входящего 
пучка (см. раздел 2.4).

б) Если B = 0
Параметры выходного луча записываются:

x2 = Ax1, (1.29) 
�2 = Cx1 + D�1. (1.30)

Все лучи, берущие начало в точке x1 под произвольными углами, снова сойдут-
ся в точке x2. Поэтому, полагая B равным нулю, мы создаем некоторую систему, 
строящую изображение (рис. 1.9б). В этом случае A является коэффициентом 
бокового увеличения.

Пример. Мы только что вывели условие построения изображения тонкой лин-
зой. Сделаем то же самое для толстой линзы (рис. 1.8), поскольку это важный оп-
тический элемент в физике лазеров. Все лазерные среды в первом приближении 
могут быть описаны толстой линзой из-за преломляющей способности, вызывае-
мой процессом накачки.

Вычислим вначале лучевую матрицу от плоскости на входе до выходной пло-
скости, как это показано на рис. 1.8, используя лучевую матрицу толстой линзы, 
представленную на рис. 1.5. Результирующая передаточная матрица запишется 
в виде:

 (1.31)

где 
.

Если мы положим матричный элемент B равным нулю, то получим:
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что эквивалентно следующему выражению:

где 

g� = g + h1, b� = b – h2. (1.32)

L

f f

bg

h1

n1 n1

H1 H2

h2

n2

Рис. 1.8. Построение изображения с помощью толстой линзы.  
Hi обозначает главные плоскости. Фокусное расстояние f  

измеряется от главных плоскостей. hj > 0, если главная плоскость  
расположена с правой стороны от поверхности

Таким образом, мы получаем то же самое условие построения изображения, 
как и для тонкой линзы, если расстояния до объекта и изображения отсчитывают-
ся от главных плоскостей Hi. Заметим, что h2 является отрицательной величиной 
(так как �1 — положительная величина)!

в) Если C = 0
На выходной плоскости луч имеет следующие параметры:

x2 = Ax1 + B�1, (1.33) 
�2 = D�1. (1.34)

Параллельные лучи продолжают оставаться параллельными после прохож-
дения через оптическую систему, но их угловые смещения изменились в D раз. 
Если мы смотрим через оптическую систему на удаленный объект, размер объ-
екта умножается на |D|. Все телескопические системы, такие как телескоп Галилея 
или астрономический телескоп, имеют нулевую C-компоненту лучевой матрицы. 
D является коэффициентом углового увеличения.

г) Если D = 0
На выходной плоскости луч имеет следующие параметры:

x2 = Ax1 + B�1, (1.35) 
�2 = Cx1. (1.36)



Лучевые матрицы   45

Мы видим, что оптические системы с D = 0 формируют коллимированный пу-
чок из расходящихся лучей. Мы можем взять тонкую линзу на рис. 1.6 в качестве 
примера. Условие D = 0 требует, чтобы g = f. Все лучи, берущие начало в точке 
x в передней фокальной плоскости, будут собираться в параллельный пучок под 
углом �2 по отношению к оси z.

Рисунок 1.9 показывает общий вид хода лучей для четырех случаев, обсуж-
денных выше. Читателю следует запомнить свойства матричных элементов, так 
как они оказываются очень полезными при конструировании оптических систем, 
обеспечивающих требуемые преобразования пучка. В общем случае необходимо 
варьировать оптические свойства отдельных компонентов (длины, фокусные рас-
стояния...) до тех пор, пока соответствующие матричные элементы не сделаются 
равными нулю. 
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Рис. 1.9. Преобразование лучей оптическими системами,  
имеющими один исчезающий элемент в лучевой матрице.  

Матрица преобразования описывает распространение луча  
слева направо между плоскостями,  

отмеченными вертикальными линиями
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Фазовое пространство и теорема Лиувилля

До сих пор мы обсуждали, каким образом отдельные лучи, испущенные ис-
точником света, проходят через оптическую систему. В общем случае световой ис-
точник будет испускать свет из некоторого отрезка с пространственным размером 
�x и с некоторым угловым распределением в каждой точке. Изящным способом 
визуализации влияния распространения пучка на пространственное и угловое рас-
пределение лучей является его представление в фазовом пространстве (рис. 1.10). 
Каждый луч с координатой начальной точки x и углом � может быть представлен 
некоторой точкой в фазовом пространстве, где угловая координата сопоставляется 
с пространственной координатой. Как показано на рис. 1.10, протяженный свето-
вой источник размером �x и угловой шириной �� представляется прямоугольни-
ком высотой �� и шириной �x. Распространение луча через оптическую систему 
к новой плоскости означает, что каждая точка внутри этой площадки будет перехо-
дить в новую точку на фазовой плоскости. Таким образом, площадка будет переме-
щаться и изменять свою форму при прохождении света через оптическую систему.
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Рис. 1.10. Представление светового источника  
в фазовом пространстве (верхний график).  

Площадка перемещается и изменяется в фазовом пространстве  
при прохождении света через оптическую систему

Можно доказать математически, что объем в фазовом пространстве не меняет-
ся при эволюции физической системы (теорема Лиувилля [1.7]). В нашем пред-
ставлении это означает, что площадь A в фазовом пространстве должна оставаться 




