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Ïðåäèñëîâèå

Óðàâíåíèå Íüþòîíà, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà,

óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, óðàâíåíèå Äèðàêà, óðàâíåíèÿ ßíãà�Ìèëëñà.

Êàæäîå èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿëîñü ïî-ñâîåìó ýïî-

õàëüíûì ñîáûòèåì â ôèçèêå. Óðàâíåíèå Íüþòîíà ïîëîæèëî íà÷àëî òåî-

ðåòè÷åñêîé ôèçèêå. Ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà ñâÿçàíî ââåäåíèå ïðèí-

öèïèàëüíî íîâîãî ôèçè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ ïîëÿ, îáúåäèíåíèå ýëåêòðè÷å-

ñêèõ è ìàãíèòíûõ ÿâëåíèé, ïðåäñêàçàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íûõ âîëí. Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ñîåäèíèëî âîåäèíî ñâîéñòâà ìàòåðèè è

ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñîçäàëî îñíîâó äëÿ îïèñàíèÿ Âñåëåííîé êàê åäè-

íîãî ôèçè÷åñêîãî îáúåêòà. ÓðàâíåíèåØðåäèíãåðà ïðèâåëî ê ïîíèìàíèþ

âåðîÿòíîñòíîãî õàðàêòåðà ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Óðàâíåíèå Äèðàêà, âåð-

øèíà êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ñîçäàëî

îñíîâó äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ïðåäñêàçàëî ñóùåñòâîâàíèå íîâîãî

âèäà ìàòåðèè (àíòè÷àñòèö). Óðàâíåíèÿ ßíãà�Ìèëëñà ëåæàò â ôóíäàìåí-

òå åäèíîé òåîðèè ñëàáûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé, òåîðèè

êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé. Âûâîä îá îãðîìíîé çíà÷èìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé â

îòûñêàíèè è îáúÿñíåíèè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ ïðèðîäû î÷åâèäåí. Êðîìå

óðàâíåíèé Íüþòîíà è Øðåäèíãåðà, âñå îíè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ðåëÿ-

òèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèå Äèðàêà ïîñëóæèëî îäíî-

âðåìåííî è ïðèìåðîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ

óðàâíåíèé â ìàòðè÷íîé ôîðìå (ÐÂÓ), îñíîâîé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âçàèìî-

ñâÿçü óðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû Ëîðåíöà.

Òåîðèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàïè-

ñàííûõ â ìàòðè÷íîé ôîðìå, ïðåäïîëàãàåò â ñâîåé èñõîäíîé ôîðìóëèðîâ-

êå âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ òîëüêî îäíîé, ñïèíîâîé, âíóòðåííåé ñòåïåíè

ñâîáîäû ýëåìåíòàðíûõ÷àñòèö.Ìàòåìàòè÷åñêèìîòðàæåíèåì ýòîãî îáñòî-

ÿòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìèíèìàëüíîãî íàáîðà íåïðèâîäèìûõ
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ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà, êîòîðûé íåîáõîäèì äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòè-

öû ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì ñïèíà (óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ñïèíà 1/2, óðàâ-

íåíèÿ Äàôôèíà�Êåììåðà äëÿ ñïèíîâ 0 è 1, óðàâíåíèå Ôèðöà�Ïàóëè äëÿ

ñïèíà 3/2). Îäíàêî â 1955�1957 ãã. Ïåòðàøåì è Óëåãëîé áûëî ïîñòðîåíî

óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 è àíîìàëüíûì ìàãíèòíûì ìîìåí-

òîì, êîòîðîå âîçíèêàåò çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïî îòíî-

øåíèþ ê áèñïèíîðó íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâ-

ëåíèé âîëíîâîé ôóíêöèè ÷àñòèöû. Åùå ðàíåå, â 1928 ãîäó, àíãëèéñêèì

ôèçèêîì Äàðâèíîì áûëî ïðåäëîæåíî óðàâíåíèå (âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èâ-

øåå íàçâàíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà�Êýëåðà), êîòîðîå ñîäåðæèò äâóêðàòíûå

ñêàëÿðíóþ è âåêòîðíóþ êîìïîíåíòû. Äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò òðàê-

òîâêó êàê ÐÂÓ äëÿ ñïèíà 1/2 è äîïîëíèòåëüíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ

ñâîáîäû. Óðàâíåíèÿ Äèðàêà�Êýëåðà è Ïåòðàøà�Óëåãëû ìîæíî ñ÷èòàòü

ïåðâûìè ÐÂÓ, êîòîðûå âûõîäÿò çà ðàìêè ñòàíäàðòíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè

ïîëÿ. Îíè ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî â ïîäõîäå òåîðèè ÐÂÓ ïðè îòêàçå

îò óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè èñïîëüçóåìîãî íàáîðà ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû

Ëîðåíöà ìîæíî îïèñûâàòü âíóòðåííþþ ñòðóêòóðó ÷àñòèö, âêëþ÷àÿ äî-

ïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ñ êîíöà 1960-õ � íà÷àëà 1970-õ ãîäîâ

äàííîå íàïðàâëåíèå íà÷èíàåò àêòèâíî ðàçâèâàòüñÿ â íàøåé ðåñïóáëèêå

ñ ðàáîò àêàäåìèêà Ô. È. Ôåäîðîâà è åãî ó÷åíèêîâ À. À. Áîãóøà, Ñ. È.

Ëîáêî, Â. À. Ïëåòþõîâà, Â. È. Ñòðàæåâà, Â. Â. Êèñåëÿ, Ñ. È. Êðóãëî-

âà è äð. Çà ïðîøåäøèå äåñÿòèëåòèÿ áûë íàêîïëåí áîãàòûé ìàòåðèàë ïî

ðàçâèòèþ òåîðèè ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ ðàñøèðåííû-

ìè íàáîðàìè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà. Â ðàáîòå

áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îòêàç îò òðåáîâàíèÿ ìèíèìàëüíîñòè èñïîëüçóåìûõ

íàáîðîâ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿåò âîç-

ìîæíîñòè ìåòîäà ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî îïèñàíèÿ êàê âíóòðåííåé ñòðóêòóðû, òàê è

èçîñïèíîâûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷àñòèö. Ïîëó÷åíèå íîâûõ óðàâíåíèé ñ

áîëåå áîãàòîé ñòðóêòóðîé äëÿ ÷àñòèöû ñ çàäàííûì ñïèíîì s âîçìîæíî

ëèáî çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ ïðåäñòàâëåíèé ñ áîëåå âûñîêèìè ñïèíàìè, ëèáî

çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïîâòîðÿþùèõñÿ (êðàòíûõ) ïðåäñòàâëåíèé ãðóï-

ïû Ëîðåíöà. Êíèãà ïîäâîäèò îïðåäåëåííûé èòîã ðàáîòå, ïðîäåëàííîé â

ýòîì íàïðàâëåíèè áåëîðóññêîé øêîëîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, è ÿâëÿåòñÿ

äàíüþ ïàìÿòè íàøåìó ó÷èòåëþ àêàäåìèêó Ô. È. Ôåäîðîâó.



Ãëàâà 1.

Ðåëÿòèâèñòñêèå âîëíîâûå

óðàâíåíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì

íàáîðîì ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû

Ëîðåíöà

1.1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè ÐÂÓ

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ è îáùèõ ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ

òåîðèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé (ÐÂÓ), îñíîâû êîòîðîé áûëè

çàëîæåíû Äèðàêîì [1], Ôèðöåì è Ïàóëè [2, 3], Áàáà [4, 5], Õàðèø-×àíäðà

[6, 7], Ãåëüôàíäîì è ßãëîìîì [8, 9], Ôåäîðîâûì [10, 11].

Ñôîðìóëèðóåì â ñæàòîì âèäå îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äàííîé òåîðèè,

ñîäåðæàùèåñÿ â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ. Â äàëüíåéøåì òåîðèþ, áàçèðóþ-

ùóþñÿ íà ýòèõ ïîëîæåíèÿõ, áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíîé òåîðèåé ÐÂÓ. Åå

ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïèñàíèå ÷àñòèö (ïîëåé) êàê ñ íåíóëåâîé,

òàê è íóëåâîé ìàññîé âñåãäà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñèñòåìå äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè,

ïðåäñòàâèìîé â ìàòðè÷íîé ôîðìå

(Γµ∂µ + Γ0)ψ = 0 (µ = 1, ..., 4). (1.1)

Çäåñü ψ � ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ, Γµ è Γ0 � êâàäðàòíûå

9
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ìàòðèöû; âûáðàíà ìåòðèêà gµν = diag(1, 1, 1, 1), x4 = ict. Â ñëó÷àÿõ,

êîãäà ìàòðèöà Γ0 � íåîñîáåííàÿ (det Γ0 ̸= 0), ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1)

óìíîæåíèåì íàmΓ−1
0 ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

(Γµ∂µ +mI)ψ = 0, (1.2)

ãäåm � ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ ìàññîé, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

(êàê ïðàâèëî îíà îïóñêàåòñÿ).

Îáû÷íî íà ñèñòåìû (1.1) è (1.2) íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îáÿçà-

òåëüíûå òðåáîâàíèÿ:

(a) èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñîáñòâåííîé ãðóï-

ïû Ëîðåíöà;

(b) èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ îòðàæåíèé;

(c) âîçìîæíîñòü ëàãðàíæåâîéôîðìóëèðîâêè íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî

ïðèíöèïà.

Ñèñòåìû âèäà (1.2), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (a)�(c), íàçûâàþòñÿ

ðåëÿòèâèñòñêèìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè; ñèñòåìû âèäà (1.1), ãäå ìàò-

ðèöà Γ0 ìîæåò áûòü êàê íåîñîáåííîé, òàê è îñîáåííîé, â òîì ÷èñëå íóëå-

âîé, ïðè âûïîëíåíèè òåõ æå óñëîâèé (a)�(c) íàçûâàþòñÿ îáîáùåííûìè

ðåëÿòèâèñòñêèìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè. ÐÂÓ (1.2) îïèñûâàþò ÷àñòè-

öû ñ íåíóëåâîé ìàññîé, îáîáùåííûå ÐÂÓ (1.1) ìîãóò îïèñûâàòü ÷àñòèöû

(ïîëÿ) ñ íåíóëåâîé è íóëåâîé ìàññîé.

Â ñòàíäàðòíîé òåîðèè ÐÂÓ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà êàê

åäèíûé îáúåêò äîëæíà îïèñûâàòüñÿ íå ðàñïàäàþùèìèñÿ ïî ïîëíîé ãðóï-

ïå Ëîðåíöà óðàâíåíèÿìè. Òîãäà èç óñëîâèÿ (a) âûòåêàåò, ÷òî âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ äîëæíà ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïî íåêîòîðîìó ïðèâîäèìîìó ïðåä-

ñòàâëåíèþ T ãðóïïû Ëîðåíöà, ñîñòîÿùåìó èç çàöåïëÿþùèõñÿ íåïðèâî-

äèìûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Íàïîìíèì1, ÷òî íåïðèâîäèìûåïðåäñòàâëåíèÿ τ ∼ (l1, l2)èτ
′ ∼ (l′1, l

′
2)

íàçûâàþòñÿ çàöåïëÿþùèìèñÿ, åñëè l′1 = l1 ± 1/2, l′2 = l2 ± 1/2 (ïðè÷åì

çíàêè + è − ìîãóò íå êîððåëèðîâàòü). Èç óñëîâèÿ (b) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî

â ïðåäñòàâëåíèè T íàðÿäó ñ êàæäûì íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì τ ∼
(l1, l2) äîëæíî ïðèñóòñòâîâàòü ñîïðÿæåííîå ïðåäñòàâëåíèå τ̇ ∼ (l2, l1).

1Ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà, ïðèíÿ-

òûìè â [12]
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ÍàãëÿäíîåèçîáðàæåíèåïðåäñòàâëåíèÿT îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

òàê íàçûâàåìîé ñõåìû çàöåïëåíèé, â êîòîðîé çàöåïëÿþùèåñÿ íåïðèâîäè-

ìûå êîìïîíåíòû τ ñîåäèíÿþòñÿ ÷åðòîé, è ïðè ýòîìëþáûå äâà ïðåäñòàâëå-

íèÿ (êîìïîíåíòû T ) ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû öåïî÷êîé èç çàöåïëÿþùèõñÿ

ïðåäñòàâëåíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â T . Åñëè â èñïîëüçóåìîé ñõåìå çàöåïëå-

íèé õîòÿ áû îäíî íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå âñòðå÷àåòñÿ äâà èëè áîëåå

ðàç, òî ãîâîðÿò îá ÐÂÓ ñ êðàòíûìè (ïîâòîðÿþùèìèñÿ) ïðåäñòàâëåíèÿìè

ãðóïïû Ëîðåíöà.

Îñíîâíóþ ðîëü â ÐÂÓ (1.1), (1.2) èãðàþò ìàòðèöû Γ4 è Γ0; íàïîìíèì,

÷òî ìàòðèöû Γi (i = 1, 2, 3) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Γ4 è áóñòû J i4 ëîðåíöåâ-

ñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â ïðîñòðàíñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ T :

Γi = [J i4,Γ4]. (1.3)

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñïåêòðà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ìàññû è ñïèíîâûõ

õàðàêòåðèñòèê ÷àñòèöû, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (1.2), óäîáíî èñïîëü-

çîâàòü áàçèñ Ãåëüôàíäà�ßãëîìà, â êîòîðîì ìàòðèöà Γ4 èìååò âèä

Γ4 = ⊕
∑
s

C s ⊗ I2s+1. (1.4)

Çäåñü I2s+1 � åäèíè÷íàÿ êëåòêà ðàçìåðíîñòè 2s+ 1; Cs � òàê íàçûâàåìûé

ñïèíîâûé áëîê.

Áëîê Cs ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ csττ′ ; τ, τ
′ � íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëå-

íèÿ, êîòîðûå âõîäÿò â T ; âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ s óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

| l1 − l2 |≤ s ≤ l1 + l2, | l′1 − l′2 |≤ s ≤ l′1 + l′2. (1.5)

Ïðè ýòîì ýëåìåíòû csττ′ îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äëÿ çàöåïëÿþùèõñÿ ïðåä-

ñòàâëåíèé τ, τ′. Ïðî ïðåäñòàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.5),

ãîâîðÿò, ÷òî îíè ôîðìèðóþò ñïèíîâûé áëîê Cs. Î÷åâèäíî, ÷òî â èñïîëü-

çóåìîé ñõåìå çàöåïëåíèé ïðè îïèñàíèè ñïèíà s äîëæíî áûòü, êàê ìèíè-

ìóì, äâà çàöåïëÿþùèõñÿ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, ôîðìèðóþùèõ

áëîê Cs.

Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ìàññû ÷àñòèöûm
(s)
k âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð

m è êîðíè ±λ(s)k áëîêà Cs ñîãëàñíî ôîðìóëå

m
(s)
k =

m

| λ(s)k |
. (1.6)
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Òðåáîâàíèå (a) íàëàãàåò ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ýëåìåíòû csττ′ :

csττ′ = cττ′
√
(s+ l+ + 2)(s− l+ − 1), åñëè l′+ = l+ + 1, l′− = l−,

csττ′ = cττ′
√
(s+ l− + 1)(s− l−), åñëè l′+ = l+, l′− = l− + 1, (1.7)

csττ′ = cττ′ (s+
1

2
), åñëè l′+ = l+, l′− = l−,

ãäå

l+ = l1 + l2, l− =| l1 − l2 |, l′+ = l′1 + l′2, l′− =| l′1 − l′2 |;

çäåñü cττ′ � ïðîèçâîëüíûå (îòëè÷íûå îò íóëÿ) êîìïëåêñíûå ÷èñëà äëÿ

çàöåïëÿþùèõñÿ ïðåäñòàâëåíèé è íóëåâûå âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òðåáîâàíèå (b) èíâàðèàíòíîñòèÐÂÓîòíîñèòåëüíîîïåðàöèèïðîñòðàí-

ñòâåííîãî îòðàæåíèÿ íàëàãàåò íà ÷èñëà cττ′ îãðàíè÷åíèÿ:

csττ′ = csτ̇τ̇′ , åñëè τ̇ ̸= τ, τ̇′ ̸= τ′;

csττ′ = ±csτ̇τ̇′ , åñëè τ̇ = τ, τ̇′ ̸= τ′, (1.8)

ëèáî τ̇ ̸= τ, τ̇′ = τ′.

Çíàê (+) âî âòîðîì óñëîâèè (1.8) (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî τ̇ =

τ, τ̇′ ̸= τ′) áåðåòñÿ òîãäà, êîãäà îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâåííîãî îòðàæåíèÿ

P äåéñòâóåò â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Rτ, Rτ′ ïî ôîðìóëàì

Pξτsm = (−1)sξτsm, Pξτ
′

sm = (−1)sξτ̇′sm, (1.9)

à çíàê (−) âûáèðàåòñÿ, åñëè

Pξτsm = (−1)s+1ξτsm, Pξτ
′

sm = (−1)sξτ̇′sm. (1.10)

Ôàêòè÷åñêè, äâå âîçìîæíîñòè (±) ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïî âíóò-

ðåííåé ÷åòíîñòè òèïàìè ÷àñòèö. Ïðè τ = τ̇, τ′ = τ̇′ èìååì cττ′ ̸= 0 ëèøü

òîãäà, êîãäà îïåðàòîð P äåéñòâóåò îäèíàêîâî â ïðîñòðàíñòâàõ Rτ, Rτ′ .

Äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëà cττ′ â ýòîì ñëó÷àå íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Ïðè ïîñòðîåíèè ëàãðàíæèàíà

L = −ψ̄ (Γµ∂µ +m)ψ, (1.11)
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èç êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ÐÂÓ (1.2), èñïîëüçóåòñÿ ëîðåíö-èíâàðè-

àíòíàÿ âåùåñòâåííàÿ ôîðìà ψ̄ψ = ψ+ηψ, ãäå η � ìàòðèöà áèëèíåéíîé

ôîðìû. Â áàçèñå Ãåëüôàíäà�ßãëîìà ìàòðèöà η èìååò ñòðóêòóðó, àíàëî-

ãè÷íóþ (1.4):

η = ⊕
∑
s

ηs ⊗ I2s+1. (1.12)

Â áëîêàõ ηs îòëè÷íûìè îò íóëÿ ÿâëÿþòñÿ ëèøü ýëåìåíòû ηsττ̇, ïðè÷åì

ηsττ̇ = η
s
τ̇τ = −ηs±1

ττ̇ . (1.13)

Ïîñêîëüêó îáùèé ìíîæèòåëü ïðè ìàòðèöå η ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà íå èìå-

åò, òî, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî íîðìèðîâàòü åå òàê, ÷òî â áëîêàõ ηs

áóäóò âñòðå÷àòüñÿ òîëüêî ÷èñëà ±1.
Òðåáîâàíèå (c) âîçìîæíîñòè ëàãðàíæåâîé ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèÿ

(1.2) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

csττ′ η
s
τ′τ̇′ = (csτ̇′τ̇)

∗ ηsττ̇. (1.14)

Ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì ìàòðèöû Γ4 (à çíà÷èò, è âñåõ Γµ) â óðàâíåíèè

(1.2), îïèñûâàþùåì ÷àñòèöû ñ íåíóëåâîé ýíåðãèåé è íåíóëåâûì çàðÿäîì,

äîëæåí èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

Γn
4 (Γ2

4 − λ21) (Γ2
4 − λ22)... = 0, (1.15)

ãäå âñå λk � âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû, à n ìîæåò áûòü ëþáûì öåëûì

ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, âêëþ÷àÿ íóëü.

Äëÿ äåôèíèòíîñòè ýíåðãèè è çàðÿäà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîë-

íåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâ

(−1)n+1
[(
Sp (Γn+1

4 η)
)2 − (Sp (Γn

4η))
2
]
> 0, (1.16)

(−1)n
[(
Sp (Γn+1

4 η)
)2 − (Sp (Γn

4η))
2
]
> 0. (1.17)

Ìàòðèöà Γ0 ïðèâîäèìà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó è ïðè ýòîì ñîñòîèò èç

íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ áëîêîâ, îòâå÷àþùèõ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëå-

íèÿì τ. Â ñëó÷àå, êîãäà det Γ0 = 0, ÷àñòü ýòèõ áëîêîâ ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè.
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Èç óñëîâèÿ (b) ñëåäóåò, ÷òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû aτ ìàòðèöû Γ0 óäîâëå-

òâîðÿþò ðàâåíñòâó

aτ = aτ̇. (1.18)

Óñëîâèå (c) ïðèâîäèò îïÿòü-òàêè ê ñîîòíîøåíèþ (1.18). Âàæíî îòìåòèòü,

÷òî â ñòàíäàðòíîé òåîðèè ÐÂÓ óðàâíåíèå (1.1) ñ îñîáåííîé ìàòðèöåé Γ0

àññîöèèðóåòñÿ ñ îïèñàíèåì èñêëþ÷èòåëüíî áåçìàññîâûõ ÷àñòèö.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïðåäèñëîâèè, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþíàèáî-

ëåå èçâåñòíûõÐÂÓâèäà (1.2) (óðàâíåíèåÄèðàêà äëÿ ñïèíà 1/2, óðàâíåíèå

Äàôôèíà�Êåììåðà äëÿ ñïèíîâ 0 è 1, óðàâíåíèå Ôèðöà�Ïàóëè äëÿ ñïèíà

3/2) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ èñïîëüçóåòñÿ íàáîð íåïðèâîäèìûõïðåäñòàâëå-

íèé ãðóïïû Ëîðåíöà, ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûé äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè

äàííîãî ñïèíà.

Ïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ êðàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé â òåîðèè ÐÂÓ ïðåäïðè-

íèìàëèñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè. Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòàõ [3, 13] ñïîñîá

óñòðàíåíèÿ òðóäíîñòåé â òåîðèè Äèðàêà�Ôèðöà�Ïàóëè [1�3], êîòîðûé

çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè â ëàãðàíæèàí äîïîëíèòåëüíûõ ñïèí-òåíçîðîâ,

åñòü, ïî-ñóùåñòâó, íè ÷òî èíîå êàê ââåäåíèå êðàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Âïåðâûå ïðåäëîæåííîå Ãèíçáóðãîì [14], çàòåì ñïóñòÿ 10 ëåò ïåðåîòêðû-

òîå Áàáà [15] è ïîäðîáíî èçó÷åííîå âïîñëåäñòâèè Ôàéíáåðãîì [16] è

Ëîáêî [17] óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñ ïåðåìåííûì ñïèíîì 1/2, 3/2 áàçè-

ðóåòñÿ íà íàáîðå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà

2(0,
1

2
)⊕ 2(

1

2
, 0)⊕ (

1

2
, 1)⊕ (1,

1

2
). (1.19)

Çäåñü íåïðèâîäèìûå êîìïîíåíòû (0, 1/2) è (1/2, 0) èìåþò êðàòíîñòü, ðàâ-

íóþ äâóì2. Ýòîò æå íàáîð âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòèö

ñî ñïèíîì 3/2 Ôðàäêèíûì [13].

Â ðàáîòàõ [18, 19] èññëåäîâàëàñü ñõåìà çàöåïëåíèé

γ(0,
3

2
)− β(1

2
, 1)− β(1, 1

2
)− γ(3

2
, 0)

| | (1.20)

α(0,
1

2
)− α(1

2
, 0)

2Áëàãîäàðÿ ýòîìó îáîáùåíèþ, óäàåòñÿ ÷àñòè÷íî ðåøèòü ïðîáëåìó ðàñõîäèìîñòè â

ïåðâîì íåèñ÷åçàþùåì ïðèáëèæåíèè òåîðèè âîçìóùåíèé [16].
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íà ïðåäìåò ïîñòðîåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ÐÂÓ ñ îäíèì çíà÷åíèåì ñïèíà

1/2 èëè 3/2, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñòàíäàðòíûì ôèçè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì

(α,β,γ � êðàòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò â (1.20)).

Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëîñü 40-êîìïîíåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ ñïèíà 3/2.

Òîò æå ñïèí, îïèñûâàåìûé 52-êîìïîíåíòíîé âîëíîâîé ôóíêöèåé, èçó-

÷àëñÿ â ðàáîòå [20]. Óðàâíåíèå äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 2 è ðàñøèðåííûì

íàáîðîì íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé, âêëþ÷àÿ êðàòíûå, ïðåäëàãàëîñü

â [21].

Îáùåå èññëåäîâàíèå ñõåì çàöåïëåíèé ñ êðàòíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè

äëÿ ÷àñòèö ñ ïðîèâîëüíûì âûñøèì ñïèíîì â ïîäõîäå Ãåëüôàíäà�ßãëîìà

ïðîâîäèòñÿ â ðàáîòàõ Êàïðè [22, 23], Àìàðà è Äîööèî [24, 25].

Â ðàáîòå [22] òåîðèÿ ïîëóöåëîãî ñïèíà s + 1/2 ñòðîèòñÿ íà îñíîâå

íàáîðà íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé

(
s

2
,
s+ 1

2
)⊕ (

s+ 1

2
,
s

2
)⊕ (

s− 1

2
,
s

2
)⊕ (

s

2
,
s− 1

2
)⊕

⊕
s−2∑
j=0

[
αj(

j

2
,
j + 1

2
)⊕ αj(

j + 1

2
,
j

2
)

]
, (1.21)

ãäå êðàòíîñòèαj ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âíóòðåííþþ íåïðî-

òèâîðå÷èâîñòü óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè, äåôèíèòíîñòü ìåòðèêè ïðè êâàí-

òîâàíèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ÐÂÓäëÿ ñïèíà 3/2 ñα0 = 2.

Â [23] òîò æå ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÐÂÓ ñ çàäàííûì ñïåê-

òðîì ìàññ è ñïèíîâ, ïðè÷åì â îòëè÷èå îò ìåòîäà Áàáà [4] áåç æåñòêîé

âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïîñëåäíèìè. Äëÿ öåëîãî ñïèíà àíàëîãè÷íûå èññëå-

äîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ â ðàáîòàõ [24, 25].

Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäèêà Êàïðè, Àìàðà è Äîööèî îá-

ëàäàåò ÷ðåçìåðíîé îáùíîñòüþ, çàòðóäíÿþùåé åå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíå-

íèå. Îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî êîíêðåòíûå ðåêîìåíäàöèè äëÿ âûáîðà ÷è-

ñåë αj â (1.21), ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ÐÂÓ ñ çàäàííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

òðåáóåò óòîìèòåëüíîãî ïåðåáîðà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ.

Äëÿ ÷àñòèö ñ íèçøèìè ñïèíàìè çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ ÐÂÓ ñ ðàñøèðåí-

íîé ñòðóêòóðîé ïðåäñòàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ íå ìåíåå èíòåðåñíîé, ÷åì äëÿ

âûñøèõ, òåì áîëåå ÷òî íà òàêèõ óðàâíåíèÿõ ïðîùå èçó÷àòü ìåõàíèçì

âëèÿíèÿ êðàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé íà ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷àñòèö. Òåì íå

ìåíåå óêàçàííûõ óðàâíåíèé ñóùåñòâóåò ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñðàâíè-

òåëüíî íåìíîãî.
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Äëÿ ñïèíà 1/2, íàïðèìåð, îòëè÷àþùååñÿ îò óðàâíåíèÿ Äèðàêà ÐÂÓ ñ

íàáîðîì ïðåäñòàâëåíèé (1.19) áûëî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå Ïåòðàøà [26].

Åãî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ Óëåãëà [27] è Ôîðìàíå-

êà [28], ãäå óñòàíîâëåíî, ÷òî íîâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñ àíî-

ìàëüíûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì. Ïîçæå ýòî óðàâíåíèå ïåðåîòêðûâàåòñÿ â

ðàáîòå Õàëèëà [29], â êîòîðîé ïîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íåäèàãîíàëèçè-

ðóåìûé õàðàêòåð ìàòðèöû Γ4, âñå åãî ðåøåíèÿ âî âíåøíåì ýëåêòðîìàã-

íèòíîì ïîëå íîñÿò ïðè÷èííûé õàðàêòåð. ÐÂÓ, îïèñûâàþùåå ñïèí 1/2 íà

îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ

3(0,
1

2
)⊕ (

1

2
, 1)⊕ (1,

1

2
)⊕ 3(

1

2
, 0),

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [30].

Íåýêâèâàëåíòíûå óðàâíåíèÿì Äàôôèíà�Êåììåðà ÐÂÓ äëÿ ÷àñòèö ñ

îäíèì çíà÷åíèåì ìàññû è ñïèíàìè 0 è 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì êðàòíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà âïåðâûå áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [31, 32]. Â

ðàáîòå [33] ïðåäëîæåíû äâà óðàâíåíèÿ äëÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 0, îïèðà-

þùèåñÿ íà íàáîð ïðåäñòàâëåíèé

(0, 0)⊕ 2(
1

2
,
1

2
)⊕ (0, 1)⊕ (1, 0);

âòîðîå èç íèõ ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ, ðàññìîòðåííîìó â [31].

Â ðàáîòàõ [34, 35] ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå êëàññû ñõåì çàöåïëå-

íèé, ñîäåðæàùèõ äî ÷åòûðåõ íåýêâèâàëåíòíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèé ãðóïïû Ëîðåíöà ïðîèçâîëüíîé êðàòíîñòè, ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæ-

íîñòè ïîñòðîåíèÿ íà èõ îñíîâå ÐÂÓ ñ îäíèì íèçøèì ñïèíîì è îäíîé

ìàññîé. Òàì æå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé, áîëüøèí-

ñòâî èç êîòîðûõ óæå ðàññìàòðèâàëîñü â óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîòàõ äðóãèõ

àâòîðîâ. Ïîäõîäó, èñïîëüçóåìîìó â [34, 35], â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïðè-

ñóùè íåäîñòàòêè, ñâîéñòâåííûå ðàáîòàì [22�25].
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1.2. Ðåëÿòèâèñòñêèå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ

÷àñòèö ñ íèçøèìè ñïèíàìè

Ðàññìîòðèì ñõåìó çàöåïëåíèé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû

Ëîðåíöà

(0, 0)− (
1

2
,
1

2
), (1.22)

ãäå ïðåäñòàâëåíèå (0, 0) ñîîòâåòñòâóåò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ψ0, (1/2, 1/2)

� âåêòîðíîé ôóíêöèè ψµ. Ìàòðèöà Γ4 ÐÂÓ, ñòðîÿùåãîñÿ íà îñíîâå ñõåìû

(1.22), â áàçèñå Ãåëüôàíäà�ßãëîìà èìååò âèä

Γ4 =

(
C0

C1 ⊗ I3

)
. (1.23)

Çäåñü C0 è C1 � áëîêè, îòâå÷àþùèå ñïèíàì 0 è 1.

Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ îáîçíà÷åíèé íóìåðàöèþ íåïðèâî-

äèìûõ êîìïîíåíò, ñîäåðæàùèõñÿ â (1.22):

(0, 0) ∼ 1, (
1

2
,
1

2
) ∼ 2.

Òîãäà äëÿ ñïèíîâûõ áëîêîâ C0, C1 ïîëó÷èì

C0 =

(
0 c012
c021 0

)
, C1 = 0. (1.24)

Ïðè ýòîì íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ (1.8) � (1.10) íèêàêèõ îãðàíè÷å-

íèé, êðîìå âåùåñòâåííîñòè, íà ÷èñëà c012, c
0
21 íå íàêëàäûâàþò.

Ýëåìåíòû ηsij ìàòðèöû ëîðåíö-èíâàðèàíòíîé áèëèíåéíîé ôîðìû η,

êîòîðàÿ â áàçèñå Ãåëüôàíäà�ßãëîìà èìååò àíàëîãè÷íóþ (1.23) ñïèíîâóþ

ñòðóêòóðó

η =

(
η0

η1 ⊗ I3

)
, η0 =

(
η011 0

0 η022

)
, η1 = η122, (1.25)

âûáåðåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

η011 = η
0
22 = −η121 = 1. (1.26)
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Òàêîé âûáîð ïðè íàëîæåíèè óñëîâèÿ (1.14) ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèþ

c021 = c012, (1.27)

ãäå ó÷òåíî, ÷òî c012 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì. Ïîëàãàÿ åäèíñòâåí-

íûé íåçàâèñèìûé ïàðàìåòð ìàòðèöû Γ4 (1.23), (1.24) ðàâíûì 1 (c012 = 1),

ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî

C0 =

(
0 1

1 0

)
, Γ4 =


0 1 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 . (1.28)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìèíèìàëüíîå óðàâíåíèå ìàòðèöûΓ4 (1.28) èìååò

âèä

Γ4(Γ
2
4 − 1) = 0. (1.29)

Âèä îñòàëüíûõ ìàòðèö Γi (i = 1, 2, 3) íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (1.3).

Äëÿ äåôèíèòíîñòè ýíåðãèè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî â äàííîì ñëó÷àå

âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (ñì. (1.16))

(−1)2
[(
Sp (Γ2

4η)
)2 − (Sp (Γ4η))

2
]
> 0, (1.30)

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî àâòîìàòè÷åñêè âûòåêàåò èç âûðàæåíèé (1.25),

(1.26), (1.28) äëÿ ìàòðèö η è Γ4.

Èç óðàâíåíèé (1.28), (1.29) ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿì ñî ñïèíîì 0 ñî-

îòâåòñòâóåò îäíî (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà) çíà÷åíèå ìàññû, à ñîñòîÿíèÿ

ñî ñïèíîì 1 îòñóòñòâóþò. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå âûøå â ïîäõîäå

Ãåëüôàíäà�ßãëîìà ÐÂÓ îïèñûâàåò ÷àñòèöó ñ íåíóëåâîé ìàññîé è ñïèíîì

0. Â ëèòåðàòóðå åãî îáû÷íî íàçûâàþò óðàâíåíèåì Äàôôèíà�Êåììåðà äëÿ

ñïèíà 0 (ñì., íàïðèìåð, [36]), ïîñêîëüêó âïåðâûå áûëî ïðåäëîæåíî â ðà-

áîòàõ [37, 38].

Òåíçîðíàÿ ôîðìóëèðîâêà óðàâíåíèÿ Äàôôèíà�Êåììåðà äëÿ ñïèíà 0

èìååò âèä

∂µψµ +mψ0 = 0, ∂µψ0 +mψµ = 0. (1.31)
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