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Глава 1
Основные понятия линейной

эластодинамики

Эта глава имеет вводный характер; в ней вводятся классические поня-
тия теории упругости, которые будут постоянно встречаться в даль-
нейшем.

1.1. Смещения, деформации, напряжения

Смещение и напряжение — основные понятия теории упругости.

1.1.1. Вектор смещения и тензор деформации

Пусть x — точка в упругой среде (или, что то же самое, в упругом теле),
а x1, x2, x3 — ее декартовы координаты, x = (x1, x2, x3). Когда среда
подвергается деформации, координаты материальной точки, находив-
шейся в состоянии равновесия в x, изменяются и становятся равными
x+ u= (x1 + u1, x2 + u2, x3 + u3). Вектор смещения u зависит от x и
от времени t, u = u(x, t). Зависимость от t будет иногда опускаться.

Процесс деформирования характеризуется изменением расстояний
между близко расположенными точками среды x и x + dx = (x1 +
dx1, x2+dx2, x3+dx3). При деформации они переходят соответственно
в x+ u(x) и x+ dx+ u(x+ dx).

До деформации квадрат расстояния между x и x+ dx равнялся

dσ2 = (dx)2 = (dx1)
2 + (dx2)

2 + (dx3)
2,

dσ
x

x+ dx

dσ′
x+ u(x)

x+ dx+ u(x+ dx)

Рис. 1.1. Деформирование среды
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а после стал
dσ′2 = (dx+ u(x+ dx)− u(x))2.

Изменение квадрата расстояния равно, в старшем порядке по dxi,

dσ′2 − dσ2 =
3∑
i=1

(
dxi +

3∑
i=1

∂ui
∂xj

dxj

)2

−
3∑
i=1

(dxi)
2

=
3∑

i,j=1

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
3∑
l=1

∂ul
∂xj

∂ul
∂xi

)
dxidxj .

Считая, что все ∂ui

∂xj
малы, опустим (что соответствует гипотезе о геоме-

трической линейности среды) члены высшего порядка
∑l=3
l=1

∂ul

∂xj

∂ul

∂xi
,

и получим
dσ′2 − dσ2 = 2εij(u)dxidxj . (1.1)

Здесь и в дальнейшем по повторяющимся нижним латинским значкам
подразумевается суммирование от 1 до 3, а

εij(u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, i, j = 1, 2, 3. (1.2)

Очевидно,
εij(u) = εji(u). (1.3)

Cимметричная матрица ε = ∥εij(u)∥, называется тензором деформа-
ции (Коши)1. Тензоры деформаций и напряжений — одни из первых
тензоров в истории науки.

1.1.2. Тензор напряжений

Теперь введем напряжение, имеющее, в отличие от определяемых гео-
метрически смещения и деформации, механическую природу. Рассмот-
рим ориентированный элемент поверхности dS, т. е. будем считать за-
данным направление нормали n к нему. Пусть dS лежит внутри или
на границе упругого тела. По старинному обычаю, обозначим через
tndS силу, действующую на dS с той стороны, куда направлена n, см.
рис. 1.2, так что tn — поверхностная плотность этой силы. Отметим
очевидную формулу

t−n(u) = −tn(u), (1.4)

выражающую 3-й закон Ньютона.
1Такая трактовка тензора возможна до тех пор, пока мы ограничиваемся рас-

смотрением декартовых систем координат. Теория тензоров, приспособленная к
рассмотрению произвольных координат, намечена в приложении 8.4.
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n tn

Рис. 1.2. Сила, действующая на элемент поверхности

x3

x1

x2
t(3)dS(3)

t(2)dS(2)

t(1)dS(1)

tdS

n

Рис. 1.3. Поверхностные силы, действующие на тетраэдр

На рис. 1.3 изображен бесконечно малый тетраэдр, выделенный на-
шим воображением внутри среды. Применим к нему 2-й закон Нью-
тона mw = Φ, где m — его масса, w — ускорение его центра тяжести,
а Φ — результирующая сила, действующая на него. Тетраэдр подвер-
гается действию внешних по отношению к нему поверхностных сил со
стороны остальной части среды, а также действию объемных сил (та-
ких, например, как гравитация). Пусть длины ребер тетраэдра имеют
порядок O(h), тогда его объем порядка O(h3), а поверхность поряд-
ка O(h2). Таковы же порядки действующих на тетраэдр объемной и
поверхностных сил. Пусть три стороны нашего тетраэдра параллель-
ны координатным плоскостям, их площади пусть dS(1), dS(2) и dS(3),
а внешние нормали к ним направлены навстречу ортам координат-
ных осей e1, e2 и e3. Площадь четвертой грани и внешнюю нормаль к
ней обозначим через dS и n = (n1, n2, n3), см. рис. 1.3. Будем считать
вектор n единичным,

|n|2 = n21 + n22 + n23 = 1.

Сравнение членов порядка O(h2) во втором законе Ньютона дает

−te1dS(1) − te2dS(2) − te3dS(3) + tndS = 0.
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Замечая, что
dS(j) = njdS, (1.5)

мы имеем

tn = te1n1 + te2n2 + te3n3 =
3∑
j=1

njt
ej .

Величины tej

k можно рассматривать как элементы матрицы σ = ∥σkj∥,
которые мы обозначим через

σkj = tej

k . (1.6)

Матрица σ называется тензором напряжения. Очевидно,

tnk = tnk (u) = σkjnj . (1.7)

Теория упругости основана на предположении, что напряжение од-
нозначно определяются деформацией. В линейной теории упругости,
которую мы только и будем рассматривать, между ними предполага-
ется линейная связь (ее обсуждение мы отложим до п. 1.3.2).

Сейчас же мы напомним основы лагранжева подхода, который ис-
пользуем дальше для вывода уравнений эластодинамики. Лагранжев
подход заключается в том, что основные уравнения выводятся метода-
ми вариационного исчисления из принципа Гамильтона, т. е. условия
стационарности функционала действия.

1.2. Лагранжев подход к механическим системам

Вывод уравнений движения мы будем основывать на предположении,
что любой объем, выделенный в упругой среде, можно рассматривать
как механическую систему, движение которой описывается исходя из
принципа Гамильтона. Это предположение естественное и согласую-
щееся с принятой в теоретической физике точкой зрения, что фун-
даментальные физические законы могут быть представлены в виде
требования стационарности некоторого функционала (см., например,
лекции Фейнмана [10]). Это очень сильное предположение, поскольку
принцип Гамильтона приводит к уравнениям, имеющим уникальные
свойства. С гамильтоновостью уравнений связаны их самосопряжен-
ность и энергетические соотношения, в частности, такое фундамен-
тальное, как закон сохранения энергии, имеющий вид теоремы Умо-
ва— Пойнтинга.

Напомним сначала основные положения механики систем с конеч-
ным числом степеней свободы. Такую систему можно описывать в
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терминах функции Лагранжа L(q , q̇) 2. Во многих важных случаях
L представляет собой разность кинетической K(q̇) и потенциальной
W (q) энергий. Здесь q = (q1, q2, . . . , qm) — обобщенные координаты,
q̇ := dq/dt, а m — число степеней свободы. В линейной теории пред-
полагается, что K и W — квадратичные формы относительно q̇ и q ,

K =
1

2

i,j=m∑
i,j=1

Kij q̇iq̇j и W =
1

2

i,j=m∑
i,j=1

Wijqiqj ,

причем матрицы ∥Kij∥ и ∥Wij∥ — положительно определенные.
Движением системы в отсутствие внешних сил управляет принцип

Гамильтона. Он утверждает, что в течение произвольно выбранного
отрезка времени t1 ⩽ t ⩽ t2 изолированная система ведет себя так, что
функционал3

∫ t2
t1
Ldt стационарен, т. е. его вариация равна нулю,

δ

∫ t2

t1

Ldt = 0. (1.8)

Напомним на этом примере, что такое вариация. Дадим функциям
ql приращения δql, т. е. подставим в интеграл (1.8) вместо ql суммы
ql + δql. Здесь вариации координат δql — произвольные гладкие функ-
ции, обращающиеся в нуль в моменты t = t1 и t = t2,

δql|t=t1 = δql|t=t2 = 0, l = 1, 2, . . . ,m. (1.9)

В других задачах могут быть и другие предположения относительно
δql. По формуле Тейлора∫ t2

t1

L(q + δq , q̇ + δq̇)dt =
∫ t2

t1

L(q , q̇)dt+
∫ t2

t1

l=m∑
l=1

(
∂L

∂ql
δql +

∂L

∂q̇l
δq̇l

)
dt

+O

(∫ t2

t1

(
(δq)2 + (δq̇)2

))
dt,

(δq)2 + (δq̇)2 =
∑l=m
l=1 (δql)

2 +
∑l=m
l=1 ( ddtδql)

2. Вариацией функционала
(1.8) называется выражение

δ

∫ t2

t1

L(q , q̇)dt :=
∫ t2

t1

l=m∑
l=1

(
∂L

∂ql
δql +

∂L

∂q̇l
δq̇l

)
dt, (1.10)

2В этой связи см., например, Ландау и Лифшиц [4]
3Функционал — это отображение некоторого множества функций в

множество чисел. Сейчас мы задаем функции qi и получаем числа∫ t2
t1
L
(
q1(t), . . . , qm(t),

dq1(t)
dt

, . . . ,
dqm(t)

dt

)
dt.
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где

δq̇l =
d

dt
δql.

Это — линейный функционал от δql. Потребуем, чтобы в процессе дви-
жения системы для произвольных δql, для которых выполнено (1.9),
выражение (1.10) равнялось нулю. Интегрирование по частям дает

δ

∫ t2

t1

Ldt =

∫ t2

t1

l=m∑
l=1

(
∂L

∂ql
− d

dt

∂L

∂q̇l

)
δqldt+

l=m∑
l=1

∂L

∂ql
δql

∣∣∣∣t2
t1

,

и из (1.8) и (1.9) следует

δ

∫ t2

t1

Ldt =

∫ t2

t1

l=m∑
l=1

(
∂L

∂ql
− d

dt

∂L

∂q̇l

)
δqldt = 0.

Вследствие произвольности δql, пользуясь леммой Лагранжа4, полу-
чаем

∂L

∂ql
− d

dt

∂L

∂q̇l
= 0, l = 1, 2, . . . ,m. (1.11)

В случае неизолированной системы, когда внешние воздействия
описываются посредством обобщенных сил Fj , уравнения движения
принимают вид

∂L

∂ql
− d

dt

∂L

∂q̇l
= −Fl, l = 1, 2, . . . ,m. (1.12)

Для включения внешних сил в вариационное уравнение мы заменим
(1.8) на

δ

∫ t2

t1

Ldt+

∫ t2

t1

l=m∑
l=1

Flδqldt = 0. (1.13)

Вывод (1.12) из (1.13) совершенно аналогичен получению (1.11).
Выражение (1.13) можно было бы назвать основной аксиомой ла-

гранжевой механики (для случая линейных систем с конечным числом
степеней свободы).

1.3. Уравнения эластодинамики

Уравнения, описывающие динамику упругой среды, можно элементар-
ным образом получить из рассмотрения второго закона Ньютона для

4Пусть ψ(t) — фиксированная непрерывная при t1 ⩽ t ⩽ t2 функция, и для
любой гладкой функции η(t), такой что η(t1) = η(t2) = 0, интеграл

∫ t2
t1
ψ(t)η(t)dt

равен нулю. Тогда ψ(t) равна нулю тождественно на [t1, t2].
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бесконечно малого объема (как это делается, например, в прекрасных
классических учебниках Зоммерфельда [3], Лява [7] и др.). Мы сде-
лаем это на основе лагранжева подхода, использование которого даст
нам впоследствии значительные выгоды.

Будем рассматривать упругую среду как механическую систему,
правда, уже с континуальным числом степеней свободы. В русской ли-
тературе для таких задач принят удачный термин “системы с распре-
деленными параметрами”. Вектор смещения u будет аналогом обоб-
щенных координат; он “нумеруется”, вместо l = 1, 2, . . . ,m непрерыв-
ными переменными x1, x2 и x3. Поэтому суммирование по l придется
заменить на интегрирование по объему, занимаемому средой.

1.3.1. Кинетическая и потенциальная энергии
как квадратичные функционалы

Рассмотрим произвольно выбранный объем Ω внутри среды. Пусть
на Ω действуют внешние силы, как поверхностные, так и объемные.
Введем плотность функции Лагранжа как разность плотностей ки-
нетической и потенциальной энергии среды

L = K −W. (1.14)

Плотность кинетической энергии равна

K =
1

2
ρ

(
∂u

∂t

)2

=
1

2
ρu̇2, (1.15)

где ρ = ρ(x) обозначает объемную плотность массы, которая все-
гда будет предполагаться положительной. Мы делаем фундаменталь-
ное для теории упругости предположение: плотность потенциальной
энергии определяется в каждой точке тензором деформации W,

W = W(x, ε(x)). (1.16)

Поскольку мы собираемся заниматься только линейной теорий упруго-
сти, у нас W будет положительно определенной квадратичной формой
относительно компонент тензора деформации εij . Мы предположим,
что плотность потенциальной энергии (1.16) является квадратичной
формой от ε (т. е. выражением, однородным второго порядка относи-
тельно компонент ε)

W =
1

2
cijklεijεkl, cijkl = cijkl(x). (1.17)

Из (1.17) легко следует, что cijkl — тензор четвертого порядка. Он
называется тензором упругих модулей.
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1.3.2. Свойства упругих модулей

В силу симметричности тензора деформаций без ограничения общно-
сти можно считать, что тензор cijkl обладает свойствами симметрии5

cijkl = cjikl = cijlk = cklij . (1.18)

Тензор четвертого порядка, удовлетворяющий соотношениям симмет-
рии (1.18), характеризуется, как нетрудно подсчитать, 21 параметром.
Распространено описание упругих модулей с помощью симметричных
матриц Cpq 6 × 6, в котором принята следующая связь между пара-
ми ij и kl и числами p и q: 11 ↔ 1, 22 ↔ 2, 33 ↔ 3, 23 = 32 ↔ 4,
12 = 21 ↔ 5, 13 = 31 ↔ 6.

Весьма существенно естественное с физической точки зрения пред-
положение, что потенциальная энергия является положительно опре-
деленной квадратичной формой от тензора деформаций, т. е.

cijklεijεkl ⩾ const

i,j=3∑
i,j=1

(εij)
2 (1.19)

для любого симметрического вещественного εij и некоторой const > 0,
причем W = 0 только, если εij = 0 для всех i и j. Отсюда следует и
неравенство для комплексных симметричных εij ,

cijklεijε
∗
kl ⩾ const

i,j=3∑
i,j=1

|εij |2, (1.20)

которое потребуется нам в дальнейшем.

1.3.3. Вывод уравнений эластодинамики

Функцию Лагранжа для объема Ω мы определяем по формуле

L = K −W =

∫
Ω

Kdx−
∫
Ω

Wdx. (1.21)

Здесь K — кинетическая энергия объема Ω, а W — его потенциальная
энергия. Через dx мы обозначаем элемент трехмерного объема.

Рассмотрим динамику произвольного (не предполагаемого малым)
объема Ω в течение интервала времени

t1 ⩽ t ⩽ t2.

5Если cijkl ̸= cjikl, то симметрии cijkl по первой паре индексов можно добиться,
заменив cijkl и cjikl на 1

2
(cijkl + cjikl), что не изменит значения квадратичной

формы (1.17). Аналогично можно добиться и симметрии по второй паре индексов.
Если cijkl ̸= cklij , то cijkl и cklij следует заменить на 1

2
(cijkl + cklij).
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По аналогии с (1.13) мы рассмотрим принцип Гамильтона в форме

δ

∫ t2

t1

Ldt+

∫ t2

t1

dt

∫
Ω

Fiδuidx+

∫ t2

t1

dt

∫
∂Ω

fiδuidS = 0. (1.22)

Здесь F = (F1,F2,F3) — плотность объемных сил (т. е. сил, дей-
ствующих внутри Ω), f = (f1, f2, f3) — плотность поверхностных сил,
действующих извне на границу ∂Ω объема Ω, а dS — элемент площади
его поверхности, т. е. tn (u) = f . Внешние силы обоих типов рассмат-
риваются как заданные. Внешние силы (особенно объемные) часто на-
зываются источниками (колебаний). Напомним, см. (1.7), что

σkjnj = fk. (1.23)

В этом пункте мы подчиняем вариации аналогу условия (1.9)

δu|t1 = δu|t2 = 0. (1.24)

Мы понимаем (1.22) следующим образом:∫ t2

t1

dt

∫
Ω

(
ρu̇iδu̇i −

∂W
∂εij

δεij

)
dx+

∫ t2

t1

dt

∫
Ω

Fiδuidx+
∫ t2

t1

dt

∫
∂Ω

fiδuidS = 0,

где

δu̇i :=
∂

∂t
δui,

и
δεij =

1

2
δ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
=

1

2

(
∂

∂xj
δui +

∂

∂xi
δuj
)
.

Применим теорему Остроградского—Гаусса,∫
Ω

∂

∂xj
Ajdx =

∫
Ω

divAdx =

∫
∂Ω

n ·A dS(x) =

∫
∂Ω

Aj cos(n̂xj)dS,

(1.25)
где A = A(x) — произвольный гладкий вектор, cos(n̂xj) — направ-
ляющие косинусы внешней нормали n к границе ∂Ω, а dS — элемент
ее площади. Интегрируя по частям и пользуясь симметрией тензора
смещений εij (1.3), получаем∫ t2

t1

dt

∫
Ω

(
∂

∂xi

∂W
∂εij

− ρüj + Fj
)
δuidx+

∫ t2

t1

dt

∫
∂Ω

(
fi −

∂W
∂εij

nj

)
δuidS = 0.

(1.26)
Независимость вариаций δui, i = 1, 2, 3, дает

∂

∂xi

∂W
∂εij

− ρüj = −Fj , x ∈ Ω, j = 1, 2, 3, (1.27)
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и
∂W
∂εij

nj = fi, x ∈ ∂Ω, j = 1, 2, 3. (1.28)

Сравнивая (1.28) и (1.23), получаем(
∂W
∂εij

− σij

)
nj = 0, x ∈ ∂Ω, i = 1, 2, 3.

Вследствие произвольности Ω, отсюда следует

σij =
∂W
∂εij

, x ∈ Ω, i, j = 1, 2, 3. (1.29)

Из (1.29) и (1.17) следует, что

σij = cijklεkl. (1.30)

Среда, для которой выполняется закон Гука (1.30), называется физи-
чески линейной. Из (1.18) и (1.30) следует симметрия σ = ∥σij∥,

σij = σji, i, j = 1, 2, 3. (1.31)

Перепишем теперь (1.27), (1.29) и (1.23) в виде

ρüj =
∂σij
∂xi

+ Fj , x ∈ Ω, (1.32)

и
tn(u)|∂Ω = f , (1.33)

что согласуется с определением поверхностных сил.
Уравнения (1.32) — это уравнения движения упругой среды. Они

выражают второй закон Ньютона для произвольного объема среды.
Для этой системы трех уравнений второго порядка существует удач-
ный, хотя мало еще распространившийся в русскоязычной литературе
термин уравнения эластодинамики.

Краевые условия, являющиеся следствием вариационного принци-
па, в вариационном исчислении называют естественными граничны-
ми условиями. Таково условие (1.33).

1.3.4. Операторы Навье и Ламе

Уравнения эластодинамики (1.32) приобретают вид

L(u) = −F, (1.34)

19



где матричный дифференциальный оператор Навье L имеет компо-
ненты

Li(u) ≡ (Lu)i =
∂

∂xj

(
cijkl

∂ul
∂xk

)
− ρ

∂2ui
∂t2

. (1.35)

Запишем его также в виде

L = L− ρI
∂2

∂t2
, (1.36)

где I — единичная матрица 3× 3, а L — оператор Ламе,

Li(u) ≡ (Lu)i =
∂

∂xj

(
cijkl

∂ul
∂xk

)
. (1.37)

Выражение для плотности поверхностных сил (1.28) записывается в
виде

tni (u) = cijklnjεkl(u) = cijklnj
∂uk
∂xl

. (1.38)

1.4. Классические граничные условия

До сих пор мы оперировали с элементарным объемчиком внутри сре-
ды, окруженным произвольно выбранной воображаемой поверхно-
стью, которая целиком лежала внутри среды с непрерывно меняющи-
мися свойствами. Теперь перейдем к рассмотрению волновых процес-
сов на границе упругой среды и на границе между двумя физически
различными упругими средами. Сначала приведем несколько разум-
ных граничных условий, а затем посмотрим на них с лагранжевой
точки зрения.

1.4.1. Список граничных условий

Физическую границу упругой среды будем обозначать через S , см.
рис. 1.4. Мы сформулируем сейчас два типа граничных условий на гра-
нице S (предполагая ее достаточно гладкой).

Граница упругого тела

1. Контакт с абсолютно жестким телом вдоль S описывается усло-
вием

u|S = φ, (1.39)

где φ = φ(x, t) — заданный вектор, описывающий смещение поверхно-
сти под действием внешнего тела. Равенство (1.39) напоминает условие
Дирихле в теории скалярных волн. Частным случаем (1.39) является
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Ω

S

Рис. 1.4. Объем, прилегающий к границе тела

условие отсутствия смещений на границе,

u|S = 0. (1.40)

2. Контакт с абсолютно мягким телом описывается условием

tn(u)|S = f , (1.41)

где n — единичная внешняя (по отношению к нашей среде) нормаль,
а вектор f = f(x, t), описывающий внешние поверхностные силы, счи-
тается заданным, см. (1.33).

Важен частный случай условия (1.41),

tn(u)|S = 0, (1.42)

называемый случаем свободной от напряжений границы или просто
случаем свободной границы. Это условие описывает контакт с вакуу-
мом. Условия (1.41)–(1.42) похожи на условие Неймана.

Контакт двух упругих тел

Пусть B — граница раздела двух различных упругих тел, см. рис. 1.5.
Относящиеся к ним величины будем помечать значками I и II. Мы
сформулируем два вида граничных условий на B.

1. Условия жесткого контакта задаются в виде

uI|B = uII|B , tnI |B = tnII|B (1.43)

или, в эквивалентной форме,

[u]|B = 0, [tn]|B = 0. (1.44)

Здесь [ ]|B обозначает скачок соответствующей величины на B. Таким
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Рис. 1.5. Объем, разделенный поверхностью B

образом, (1.43) и (1.44) — это условия на скачки смещений и их первых
производных на B.

Заметим, что, как следует из п. 1.3, эти условия автоматически
выполняются на любых воображаемых поверхностях внутри упругого
тела.

2. Чтобы описать скользящий контакт (контакт с проскальзыва-
нием), разложим смещения и напряжения на границе на тангенциаль-
ные (T) и нормальные (N) к границе B между I и II составляющие:

u = uT + uN, uT · n = 0, uN × n = 0,

tn = tnT + tnN, tnT · n = 0, tnN × n = 0,
(1.45)

где n — как-либо выбранная единичная нормаль к B. Условия сколь-
зящего контакта имеют вид

uN
I = uN

II, tnN
I = tnN

II ,

tnT
I = tnT

II = 0,
(1.46)

причем на скачок uT никаких условий не накладывается. Эти условия
описывают контакт тел, проскальзывающих без трения вдоль беско-
нечно тонкого слоя невязкой жидкости.

Обсудим связь перечисленных выше условий с принципом Гамиль-
тона.

1.4.2. Принцип Гамильтона и граничные условия

Граница упругого тела

Условие (1.41) (в частности, (1.42)) возникло при рассмотрении прин-
ципа Гамильтона, см. (1.23), и является естественным. Условие же
(1.39)–(1.40) естественным не является.
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Контакт двух упругих тел

Рассмотрим теперь случай границы раздела B внутри упругого тела
и применим принцип Гамильтона к области Ω = I + II, см. рис. 1.5.
Интегрируя по частям и используя граничные условия (1.28) на B,
мы преобразуем тождество (1.26) к виду∫ t2

t1

dt

∫
B

[tnI(uI) · δuI + tnII(uII) · δuII] dS = 0, (1.47)

где nI — единичная нормаль к B, внешняя для I, а nII — единичная
нормаль к B, внешняя для II, так что nI = −nII. Используя (1.4),
получаем ∫ t2

t1

dt

∫
B

[tn(uI) · δuI − tn(uII) · δuII] dS = 0, (1.48)

где n = nI.
1. Сначала предположим, что части I и II жестко склеены, т. е.

смещения uI и uII на границе раздела B равны, и соответственно δuI =
δuII := δu, где вектор δu произволен. Тогда∫ t2

t1

dt

∫
B

[tn(uI)− tn(uII)] · δu dS = 0, (1.49)

и мы приходим к условиям жесткого контакта (1.44).
2. Теперь допустим проскальзывание частей I и II вдоль B без пе-

ресечения и без отрыва друг от друга. Это значит, что касательные
смещения uT

I и uT
II и их вариации δuT

I |B и δuT
I |B по обе стороны гра-

ницы независимы, тогда как нормальные смещения uN
I и uN

II, δu
N
I и

δuN
II совпадают.
Мы можем переписать(1.48) в виде∫ t2

t1

dt

(∫
B

[
tnN(uI)− tnN(uII)

]
· δuNdS

+

∫
B

tnT(uI) · δuT
I dS −

∫
B

tnT(uII) · δuT
IIdS

)
= 0.

Из независимости вариаций δuN, δuT
I и δuT

II следует исчезновение всех
трех интегралов по B. Это влечет обращение в нуль множителей при
вариациях, что и дает условия (1.46).

1.5. Изотропная среда

Рассмотрим очень специальный и, вместе с тем, очень важный класс
упругих сред. Среда называется изотропной в точке x, если ее упругие
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свойства одинаковы по всем направлениям. Упругая среда изотропна,
если она изотропна во всех своих точках. В противном случае она
анизотропна.

Исходя из инвариантности плотности потенциальной энергии отно-
сительно поворотов координатных осей вокруг рассматриваемой точ-
ки x, мы покажем сначала, что тензор упругих модулей изотропной
среды характеризуется двумя скалярными величинами. Далее будут
выведены содержащие эти величины неравенства, которые обеспечат
положительную определенность потенциальной энергии.

1.5.1. Следствия инвариантности W относительно вращений

Рассмотрим характеристический многочлен матрицы ε — многочлен
det(ε − ΛI) (I — единичная матрица) относительно числового пара-
метра Λ. Коэффициенты этого многочлена обладают замечательным
свойством не меняться при вращении системы координат (см., напри-
мер, Гельфанд [2]) и называются инвариантами матрицы ε.

Плотность потенциальной энергии должна зависеть в нашем слу-
чае только от инвариантов матрицы ε. Для любой матрицы 3× 3

ε =

ε11 ε12 ε13
ε21 ε22 ε23
ε31 ε32 ε33


инвариантами являются три величины: ее след

I1 = Tr(ε) = ε11 + ε22 + ε33, (1.50)

величина
I2 =

∣∣∣∣ε11 ε12
ε21 ε22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ε22 ε23
ε32 ε33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ε11 ε13
ε31 ε33

∣∣∣∣ (1.51)

и ее определитель I3 = det(ε). Поскольку W предполагается однород-
ной функцией второго порядка относительно εij , она должна быть ли-
нейной комбинацией I21 и I2. Принято параметризовать W следующим
образом:

W(ε,x) =
1

2

(
(λ+ 2µ)I21 − 4µI2

)
. (1.52)

Величины λ = λ(x) и µ = µ(x) называются (упругими) параметрами
Ламе.

Из (1.29) и (1.52) вытекает представление тензора напряжений в
виде

σij = 2µεij(u) + λδijεkk(u). (1.53)

Здесь δij — символ Кронекера,

δij = 1, если i = j, и δij = 1, если i ̸= j. (1.54)
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Формула (1.53) получается следующим образом. Рассмотрим сначала
случай совпадающих индексов i и j, например, i = j = 1. Из (1.29),
(1.50), (1.51) и (1.52) следует

σ11 =
∂W
∂ε11

= (λ+ 2µ)(ε11 + ε22 + ε33)− 2µ(ε22 + ε33)

= (λ+ 2µ)ε11 + λ(ε22 + ε33),

что совпадает с (1.53) при i = j = 1. Рассмотрим теперь различные
индексы. При i = 1, j = 2 имеем

σ12 =
∂W
∂ε12

= 2µε21 = 2µε12,

что снова согласуется с (1.53). Для других пар индексов вычисление
аналогично.

Выражение (1.53) можно также записать в виде

σij = µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ δijλdivu. (1.55)

Из (1.18) и (1.53) можно получить следующее выражение для тензора
упругих модулей изотропной среды:

cijkl = µ(δikδjl + δilδjk) + λδijδkl. (1.56)

Плотность поверхностной силы на границе, внешней нормалью к
которой служит n, принимает вид

tni (u) = µnj

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
+ λni divu, (1.57)

или
tn(u) = λndivu+ µ[n× rotu] + 2µ

∂u

∂n
, (1.58)

где ∂/∂n — производная по внешней нормали.
Уравнения эластодинамики (1.34)–(1.35), с учетом (1.53), можно

записать в виде
Lu = Lu− ρü = −F, (1.59)

где теперь

Lu := (λ+ 2µ) grad divu− µ rot rotu+ gradλdivu

+ [gradµ× rotu] + 2(gradµ · grad)u.
(1.60)

Здесь использованы обозначения

(p · grad)v = pj
∂v

∂xj
(1.61)
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