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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемаяѝвниманиюѝчитателяѝкнигаѝпродолжаетѝком-
плексѝучебныхѝпособийѝподѝобщимѝназваниемѝ«Индивидуаль-
ныеѝзаданияѝпоѝвысшейѝматематике».ѝОнѝнаписанѝвѝсоответст-
вииѝсѝдействующимиѝпрограммамиѝкурсаѝвысшейѝматематики
вѝобъемеѝ380–450ѝчасовѝдляѝинженерно-техническихѝспеци-
альностейѝ вузов.ѝ ѝ Этотѝ комплексѝ ѝ можетѝ бытьѝ использован
такжеѝвѝвузахѝдругихѝпрофилей,ѝвѝкоторыхѝколичествоѝчасов,
отведенноеѝ наѝ изучениеѝ высшейѝ математики,ѝ значительно
меньше.ѝ(Вѝпоследнемѝслучаеѝизѝпредлагаемогоѝматериалаѝре-
комендуетсяѝсделатьѝнеобходимуюѝвыборку.)ѝКромеѝтого,ѝон
вполнеѝдоступенѝдляѝстудентовѝвечернихѝиѝзаочныхѝотделе-
нийѝвузов.
Данныйѝ комплексѝ пособийѝ адресованѝ преподавателямѝ и

студентамѝиѝпредназначенѝдляѝпроведенияѝпрактическихѝауди-
торныхѝзанятий,ѝсамостоятельныхѝ(миниконтрольных)ѝработ
иѝвыдачиѝиндивидуальныхѝдомашнихѝзаданийѝпоѝвсемѝразде-
ламѝкурсаѝвысшейѝматематики.
Вѝтретьейѝкнигеѝкомплексаѝ«Индивидуальныеѝзаданияѝпо

высшейѝматематике»ѝсодержитсяѝматериалѝпоѝрядам,ѝкратным
иѝ криволинейнымѝинтеграламѝ иѝ элементамѝ теорииѝ поля.ѝ Ее
структураѝаналогичнаѝструктуреѝпервыхѝдвухѝкниг,ѝаѝнумера-
цияѝ глав,ѝ параграфовѝ иѝ рисунковѝ продолжаетѝ соответствую-
щуюѝ нумерацию.ѝ Вѝ Приложенияхѝ приведеныѝ двухчасовые
контрольныеѝработыѝдляѝблочныхѝэкзаменов.
Авторыѝвыражаютѝискреннююѝблагодарностьѝрецензентамѝ–

коллективуѝкафедрыѝвысшейѝматематикиѝ№ѝ1ѝБелорусскогоѝна-
циональногоѝтехническогоѝуниверситета,ѝвозглавляемомуѝдокто-
ромѝтехническихѝнаук,ѝпрофессоромѝН.А.ѝМикуликом,ѝиѝзаведу-
ющемуѝ отделомѝ теорииѝ чиселѝ Институтаѝ математикиѝ Нацио-
нальнойѝакадемииѝнаукѝБеларусиѝдокторуѝфизико-математиче-
скихѝнаук,ѝпрофессоруѝВ.И.ѝБерникуѝ–ѝзаѝценныеѝзамечанияѝи
советы,ѝспособствовавшиеѝулучшениюѝкниги.
Всеѝ отзывыѝ иѝ пожеланияѝ просьбаѝ направлятьѝ поѝ адресу:

издательствоѝ «Вышэйшаяѝ школа»,ѝ пр.ѝ Победителей,ѝ 11,
220048,ѝМинск.
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МЕТОДИЧЕСКИЕѝРЕКОМЕНДАЦИИ

Охарактеризуемѝструктуруѝпособия,ѝметодикуѝегоѝисполь-
зования,ѝорганизациюѝпроверкиѝиѝоценкиѝзнаний,ѝнавыковѝи
уменийѝстудентов.
Весьѝпрактическийѝматериалѝпоѝкурсуѝвысшейѝматематики

разделенѝнаѝглавы,ѝвѝкаждойѝизѝкоторыхѝдаютсяѝнеобходимые
теоретическиеѝ сведенияѝ (основныеѝ определения,ѝ формули-
ровкиѝтеорем,ѝформулы),ѝиспользуемыеѝприѝрешенииѝзадачѝи
выполненииѝупражнений.ѝИзложениеѝэтихѝсведенийѝиллюст-
рируетсяѝрешеннымиѝпримерами.ѝ(Началоѝрешенияѝпримеров
обозначаетсяѝсимволомѝ ,ѝаѝконецѝ–ѝ .)ѝЗатемѝдаютсяѝподбор-
киѝзадачѝсѝответамиѝдляѝвсехѝпрактическихѝаудиторныхѝзаня-
тийѝ(АЗ)ѝиѝдляѝсамостоятельныхѝ(миниконтрольных)ѝработѝна
10–15ѝминутѝвоѝвремяѝэтихѝзанятий.ѝИ,ѝнаконец,ѝприводятся
недельныеѝиндивидуальныеѝдомашниеѝзаданияѝ(ИДЗ),ѝкаждое
изѝкоторыхѝсодержитѝ30ѝвариантовѝиѝсопровождаетсяѝрешени-
емѝтиповогоѝварианта.ѝЧастьѝзадачѝизѝИДЗѝснабженаѝответами.
Вѝконцеѝкаждойѝглавыѝпредлагаютсяѝдополнительныеѝзадачи
повышеннойѝтрудностиѝиѝприкладногоѝхарактера.
Вѝприложенииѝприведеныѝдвухчасовыеѝконтрольныеѝрабо-

тыѝ(каждаяѝ–ѝпоѝ30ѝвариантов)ѝпоѝважнейшимѝтемамѝкурса.
НумерацияѝАЗѝсквознаяѝиѝсостоитѝизѝдвухѝчисел:ѝпервоеѝиз

нихѝуказываетѝнаѝглаву,ѝаѝвтороеѝ–ѝнаѝпорядковыйѝномерѝАЗѝв
этойѝглаве.ѝНапример,ѝшифрѝАЗ-12.1ѝозначает,ѝчтоѝАЗѝотно-
ситсяѝкѝдвенадцатойѝглавеѝиѝявляетсяѝпервымѝпоѝсчету.ѝВѝтре-
тьейѝчастиѝпособияѝсодержитсяѝ21ѝАЗѝиѝ10ѝИДЗ.
ДляѝИДЗѝтакжеѝпринятаѝнумерацияѝпоѝглавам.ѝНапример,

шифрѝИДЗ-12.2ѝозначает,ѝчтоѝИДЗѝотноситсяѝкѝдвенадцатой
главеѝиѝявляетсяѝвторым.ѝВнутриѝкаждогоѝИДЗѝпринятаѝследу-
ющаяѝнумерация:ѝпервоеѝчислоѝозначаетѝномерѝзадачиѝвѝдан-
номѝ задании,ѝ аѝ второеѝ –ѝ номерѝ варианта.ѝ Такимѝ образом,
шифрѝИДЗ-12.2ѝ:ѝ16ѝозначает,ѝчтоѝстудентѝдолженѝвыполнять
16-йѝвариантѝизѝИДЗ-12.2,ѝкоторыйѝсодержитѝзадачиѝ1.16,ѝ2.16,
3.16ѝиѝт.д.

5

ПриѝвыдачеѝИДЗѝстудентамѝномераѝвыполняемыхѝвариантов
можноѝменятьѝотѝзаданияѝкѝзаданиюѝпоѝкакой-либоѝсистемеѝили
случайнымѝобразом.ѝБолееѝтого,ѝможноѝприѝвыдачеѝИДЗѝлюбо-
муѝстудентуѝсоставитьѝегоѝвариант,ѝкомбинируяѝоднотипныеѝза-
дачиѝизѝразныхѝвариантов.ѝНапример,ѝшифрѝИДЗ-12.2ѝ:ѝ1.2;ѝ2.4;
3.6;ѝ4.1;ѝ5.15ѝозначает,ѝчтоѝстудентуѝследуетѝрешатьѝвѝИДЗ-12.2
первуюѝзадачуѝизѝвариантаѝ2,ѝвторуюѝ–ѝизѝвариантаѝ4,ѝтретьюѝ–
изѝвариантаѝ6,ѝчетвертуюѝ–ѝизѝвариантаѝ1ѝиѝпятуюѝ–ѝизѝварианта
15.ѝТакойѝкомбинированныйѝметодѝвыдачиѝИДЗѝпозволяетѝиз
30ѝвариантовѝполучитьѝбольшоеѝколичествоѝновыхѝвариантов.
ВнедрениеѝИДЗѝвѝучебныйѝпроцессѝпоказало,ѝчтоѝцелесо-

образнееѝ выдаватьѝИДЗѝ неѝ послеѝ каждогоѝ АЗѝ (которых,ѝ как
правило,ѝдваѝвѝнеделю),ѝаѝодноѝнедельноеѝИДЗ,ѝвключающее
основнойѝматериалѝдвухѝАЗѝданнойѝнедели.ѝ
Дадимѝ некоторыеѝ общиеѝ рекомендацииѝ поѝ организации

работыѝстудентовѝвѝсоответствииѝсѝнастоящимѝпособием.
1.ѝВѝвузеѝстуденческиеѝгруппыѝпоѝ25ѝчеловек,ѝпроводятсяѝдва

АЗѝвѝнеделю,ѝпланируютсяѝеженедельныеѝнеѝобязательныеѝдля
посещенияѝ студентамиѝ консультации,ѝ выдаютсяѝ недельные
ИДЗ.ѝПриѝэтихѝусловияхѝдляѝсистематическогоѝконтроляѝсѝвы-
ставлениемѝоценок,ѝуказаниемѝошибокѝиѝпутейѝихѝисправления
могутѝбытьѝиспользованыѝвыдаваемыеѝкаждомуѝпреподавателю
матрицыѝответовѝиѝбанкѝлистовѝрешений,ѝкоторыеѝкафедраѝза-
готавливаетѝдляѝИДЗѝ(студентамѝониѝнеѝвыдаются).ѝЕслиѝматри-
цыѝответовѝсоставляютсяѝдляѝвсехѝзадачѝизѝИДЗ,ѝтоѝлистыѝреше-
нийѝразрабатываютсяѝтолькоѝдляѝтехѝзадачѝиѝвариантов,ѝгдеѝваж-
ноѝпроверитьѝправильностьѝвыбораѝметода,ѝпоследовательнос-
тиѝ действий,ѝ навыковѝ иѝ уменийѝ приѝ вычислениях.ѝ Кафедра
определяет,ѝдляѝкакихѝИДЗѝнужныѝлистыѝрешений.ѝЛистыѝре-
шенийѝ(одинѝвариантѝрасполагаетсяѝнаѝодномѝлисте)ѝиспользу-
ютсяѝ приѝ самоконтролеѝ правильностиѝ выполненияѝ заданий
студентами,ѝприѝвзаимномѝстуденческомѝконтроле,ѝаѝчащеѝвсего
приѝ комбинированномѝ контроле:ѝ преподавательѝ проверяет
лишьѝправильностьѝвыбораѝметода,ѝаѝстудентѝпоѝлистуѝрешенийѝ–
своиѝвычисления.ѝЭтоѝпозволяетѝпроверитьѝИДЗѝѝ25ѝстудентов
заѝ15–20ѝминутѝсѝвыставлениемѝоценокѝвѝжурнал.

2.ѝВѝвузеѝстуденческиеѝ группыѝпоѝ15ѝ человек,ѝ проводятся
дваѝАЗѝвѝнеделю,ѝвѝрасписаниеѝдляѝкаждойѝгруппыѝвключены
обязательныеѝдваѝчасаѝвѝнеделюѝсамоподготовкиѝподѝконтро-
лемѝпреподавателя.ѝПриѝэтихѝусловияхѝорганизацияѝиндиви-
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МЕТОДИЧЕСКИЕѝРЕКОМЕНДАЦИИ

Охарактеризуемѝструктуруѝпособия,ѝметодикуѝегоѝисполь-
зования,ѝорганизациюѝпроверкиѝиѝоценкиѝзнаний,ѝнавыковѝи
уменийѝстудентов.
Весьѝпрактическийѝматериалѝпоѝкурсуѝвысшейѝматематики

разделенѝнаѝглавы,ѝвѝкаждойѝизѝкоторыхѝдаютсяѝнеобходимые
теоретическиеѝ сведенияѝ (основныеѝ определения,ѝ формули-
ровкиѝтеорем,ѝформулы),ѝиспользуемыеѝприѝрешенииѝзадачѝи
выполненииѝупражнений.ѝИзложениеѝэтихѝсведенийѝиллюст-
рируетсяѝрешеннымиѝпримерами.ѝ(Началоѝрешенияѝпримеров
обозначаетсяѝсимволомѝ ,ѝаѝконецѝ–ѝ .)ѝЗатемѝдаютсяѝподбор-
киѝзадачѝсѝответамиѝдляѝвсехѝпрактическихѝаудиторныхѝзаня-
тийѝ(АЗ)ѝиѝдляѝсамостоятельныхѝ(миниконтрольных)ѝработѝна
10–15ѝминутѝвоѝвремяѝэтихѝзанятий.ѝИ,ѝнаконец,ѝприводятся
недельныеѝиндивидуальныеѝдомашниеѝзаданияѝ(ИДЗ),ѝкаждое
изѝкоторыхѝсодержитѝ30ѝвариантовѝиѝсопровождаетсяѝрешени-
емѝтиповогоѝварианта.ѝЧастьѝзадачѝизѝИДЗѝснабженаѝответами.
Вѝконцеѝкаждойѝглавыѝпредлагаютсяѝдополнительныеѝзадачи
повышеннойѝтрудностиѝиѝприкладногоѝхарактера.
Вѝприложенииѝприведеныѝдвухчасовыеѝконтрольныеѝрабо-

тыѝ(каждаяѝ–ѝпоѝ30ѝвариантов)ѝпоѝважнейшимѝтемамѝкурса.
НумерацияѝАЗѝсквознаяѝиѝсостоитѝизѝдвухѝчисел:ѝпервоеѝиз

нихѝуказываетѝнаѝглаву,ѝаѝвтороеѝ–ѝнаѝпорядковыйѝномерѝАЗѝв
этойѝглаве.ѝНапример,ѝшифрѝАЗ-12.1ѝозначает,ѝчтоѝАЗѝотно-
ситсяѝкѝдвенадцатойѝглавеѝиѝявляетсяѝпервымѝпоѝсчету.ѝВѝтре-
тьейѝчастиѝпособияѝсодержитсяѝ21ѝАЗѝиѝ10ѝИДЗ.
ДляѝИДЗѝтакжеѝпринятаѝнумерацияѝпоѝглавам.ѝНапример,

шифрѝИДЗ-12.2ѝозначает,ѝчтоѝИДЗѝотноситсяѝкѝдвенадцатой
главеѝиѝявляетсяѝвторым.ѝВнутриѝкаждогоѝИДЗѝпринятаѝследу-
ющаяѝнумерация:ѝпервоеѝчислоѝозначаетѝномерѝзадачиѝвѝдан-
номѝ задании,ѝ аѝ второеѝ –ѝ номерѝ варианта.ѝ Такимѝ образом,
шифрѝИДЗ-12.2ѝ:ѝ16ѝозначает,ѝчтоѝстудентѝдолженѝвыполнять
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дуальной,ѝ самостоятельной,ѝ творческойѝ работыѝ студентов,
оперативногоѝконтроляѝзаѝкачествомѝэтойѝработыѝзначительно
улучшается.ѝ Рекомендованныеѝ вышеѝ методыѝ пригодныѝ иѝ в
данномѝ случае,ѝ однакоѝ появляютсяѝ новыеѝ возможности.ѝ На
АЗѝбыстрееѝпроверяютсяѝиѝоцениваютсяѝИДЗ,ѝвоѝвремяѝобяза-
тельнойѝ самоподготовкиѝ можноѝ проконтролироватьѝ прора-
боткуѝтеорииѝиѝрешениеѝИДЗ,ѝвыставитьѝоценкиѝчастиѝстуден-
тов,ѝпринятьѝзадолженностиѝпоѝИДЗѝуѝотстающих.
НакапливаниеѝбольшогоѝколичестваѝоценокѝзаѝИДЗ,ѝсамо-

стоятельныеѝ иѝ контрольныеѝ работыѝ вѝ аудиторииѝ позволяет
контролироватьѝ учебныйѝ процесс,ѝ управлятьѝ им,ѝ оценивать
качествоѝусвоенияѝизучаемогоѝматериала.
Всеѝ этоѝ даетѝ возможностьѝ отказатьсяѝ отѝ традиционного

итоговогоѝ семестровогоѝ (годового)ѝ экзаменаѝ поѝ материалу
всегоѝсеместраѝ(учебногоѝгода)ѝиѝввестиѝтакѝназываемуюѝрей-
тинг-блок-модульнуюѝ системуѝ (РБМС)ѝ оценкиѝ знанийѝ и
навыковѝстудентов,ѝ состоящуюѝвѝследующем.ѝМатериалѝсе-
местраѝ (учебногоѝ года)ѝ разбиваетсяѝ наѝ блокиѝ (модули),ѝ по
каждомуѝизѝкоторыхѝвыполняютсяѝАЗ,ѝИДЗѝиѝвѝконцеѝкаждо-
гоѝциклаѝ–ѝ двухчасоваяѝписьменнаяѝколлоквиум-контроль-
наяѝработа,ѝвѝкоторуюѝвходятѝ2–3ѝтеоретическихѝвопросаѝиѝ5–
6ѝ задач.ѝУчетѝоценокѝпоѝАЗ,ѝИДЗѝиѝколлоквиуму-контроль-
нойѝпозволяетѝвывестиѝобъективнуюѝобщуюѝоценкуѝзаѝкаж-
дыйѝблокѝ(модуль)ѝиѝитоговуюѝоценкуѝпоѝвсемѝблокамѝ(моду-
лям)ѝсеместраѝ(учебногоѝгода).ѝПоложениеѝоѝРБМСѝсм.ѝвѝч.ѝ1
данногоѝкомплексаѝучебныхѝпособийѝ(прил.ѝ5).
Вѝзаключениеѝотметим,ѝчтоѝусвоениеѝсодержащегосяѝвѝпо-

собииѝ материалаѝ гарантируетѝ хорошиеѝ знанияѝ студентаѝ по
соответствующимѝ разделамѝ курсаѝ высшейѝматематики.ѝ Для
отличноѝ успевающихѝ студентовѝ можноѝ разработатьѝ специ-
альныеѝзаданияѝнаѝвесьѝсеместр,ѝвключающиеѝзадачиѝнастоя-
щегоѝпособия,ѝаѝтакжеѝдополнительныеѝболееѝсложныеѝзада-
чиѝиѝтеоретическиеѝупражненияѝ(дляѝэтойѝцели,ѝвѝчастности,
предназначеныѝдополнительныеѝзадачиѝвѝконцеѝкаждойѝгла-
вы).ѝПреподавательѝможетѝ выдатьѝ этиѝ заданияѝ вѝначалеѝ се-
местра,ѝустановитьѝграфикѝихѝвыполненияѝподѝсвоимѝконт-
ролем,ѝ разрешитьѝ свободноеѝ посещениеѝ лекционныхѝ или
практическихѝ занятийѝ поѝ высшейѝ математикеѝ иѝ вѝ случае
успешнойѝработыѝвыставитьѝотличнуюѝоценкуѝдоѝэкзамена-
ционнойѝсессии.
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12.ѝРЯДЫ

12.1.ѝЧИСЛОВЫЕѝРЯДЫ.ѝПРИЗНАКИѝСХОДИМОСТИѝ
ЧИСЛОВЫХѝРЯДОВ

Выражениеѝвида

, (12.1)

гдеѝ ,ѝназываетсяѝчисловымѝрядом.ѝЧислаѝ ѝ...ѝназываютсяѝчле-

намиѝряда,ѝчислоѝ ѝ–ѝобщимѝчленомѝряда.

Суммы
,ѝ ,ѝ...,ѝ

называютсяѝчастичнымиѝсуммами,ѝ аѝ ѝ–ѝn-йѝчастичнойѝсуммойѝрядаѝ (12.1).

Еслиѝ ѝсуществуетѝиѝравенѝчислуѝS,ѝт.е.ѝSѝ=ѝ ,ѝтоѝрядѝ(12.1)ѝназы-

ваетсяѝсходящимся,ѝаѝSѝ–ѝегоѝсуммой.ѝЕслиѝѝ ѝѝнеѝсуществуетѝ(вѝчастнос-

ти,ѝбесконечен),ѝтоѝрядѝ(12.1)ѝназываетсяѝрасходящимся.ѝРяд

называетсяѝn-мѝостаткомѝрядаѝ(12.1).
Еслиѝрядѝ(12.1)ѝсходится,ѝто

.

Примерѝ1.ѝДанѝрядѝ .ѝУстановитьѝсходимостьѝэтогоѝрядаѝиѝнай-

тиѝегоѝсумму.
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Рядѝвида

(12.2)

представляетѝсобойѝсуммуѝчленовѝгеометрическойѝпрогрессииѝсоѝзнаменате-
лемѝq.ѝИзвестно,ѝчтоѝприѝѝ|qѝ|ѝ< 1ѝрядѝ(12.2)ѝсходитсяѝиѝегоѝсуммаѝSѝ=ѝa/(1–q).
Еслиѝ| q |ѝ≥ 1,ѝтоѝрядѝ(12.2)ѝрасходится.

Теоремаѝ1ѝ(необходимыйѝпризнакѝсходимостиѝряда).ѝЕслиѝчисловойѝрядѝ(12.1)

сходится,ѝтоѝ = 0.

Обратноеѝутверждениеѝневерно.ѝНапример,ѝвѝгармоническомѝряде

общийѝчленѝстремитсяѝкѝнулю,ѝоднакоѝрядѝрасходится.

Теоремаѝ2ѝ(достаточныйѝпризнакѝрасходимостиѝряда).ѝЕслиѝ = а ≠ 0,

тоѝрядѝ(12.1)ѝрасходится.

Сходимостьѝилиѝрасходимостьѝчисловогоѝрядаѝнеѝнарушается,ѝеслиѝвѝнем
отброситьѝлюбоеѝконечноеѝчислоѝчленов.ѝНоѝегоѝсумма,ѝеслиѝонаѝсуществует,
приѝэтомѝизменяется.

Примерѝ2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

Запишемѝобщийѝчленѝданногоѝряда:

.

Тогда

,

т.е.ѝрядѝрасходится.
Рассмотримѝнекоторыеѝдостаточныеѝпризнакиѝсходимостиѝчисловыхѝрядов

сѝположительнымиѝчленами.

Теоремаѝ3ѝ(признакиѝсравнения).ѝЕслиѝданыѝдваѝряда

(12.3)

(12.4)

иѝдляѝвсехѝ ѝвыполняютсяѝнеравенстваѝ ,ѝто:

1)ѝизѝсходимостиѝрядаѝ(12.4)ѝследуетѝсходимостьѝрядаѝ(12.3);
2)ѝизѝрасходимостиѝрядаѝ(12.3)ѝследуетѝрасходимостьѝрядаѝ(12.4).
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Вѝкачествеѝрядовѝдляѝсравненияѝцелесообразноѝвыбиратьѝряд,ѝпредставля-

ющийѝсуммуѝчленовѝгеометрическойѝпрогрессииѝ ,ѝаѝтакжеѝгармони-

ческийѝ(расходящийся)ѝряд.ѝ

Примерѝ3.ѝДоказатьѝсходимостьѝряда

. (1)

Дляѝустановленияѝсходимостиѝрядаѝ(1)ѝвоспользуемсяѝнеравенством

иѝсравнимѝданныйѝрядѝсоѝсходящимсяѝрядомѝ ,ѝ .ѝСогласно

признакуѝсравненияѝ(см.ѝтеоремуѝ3,ѝп.ѝ1)ѝрядѝ(1)ѝсходится.

Примерѝ4.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

Такѝкакѝ ѝдляѝлюбогоѝ ,ѝтоѝчленыѝданногоѝрядаѝбольшеѝсо-

ответствующихѝчленовѝрасходящегосяѝ гармоническогоѝряда.ѝ Значит,ѝ исход-

ныйѝрядѝрасходится.

Теоремаѝ4ѝ(признакѝД’Аламбера).ѝПустьѝдляѝрядаѝ(12.1)ѝ ѝ(начинаяѝсѝне-

которогоѝ )ѝиѝсуществуетѝпредел

.

Тогда:
1)ѝприѝqѝ<ѝ1ѝданныйѝрядѝсходится;

2)ѝприѝqѝ>ѝ1ѝрядѝрасходится.
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расходимостиѝряда:ѝонѝможетѝиѝсходиться,ѝиѝрасходиться.ѝВѝэтомѝслучаеѝсхо-

димостьѝрядаѝисследуютѝсѝпомощьюѝдругихѝпризнаков.

Примерѝ5.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .
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.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходится.

Теоремаѝ5ѝ(радикальныйѝпризнакѝКоши).ѝЕсли,ѝначинаяѝсѝнекоторогоѝ ,

ѝиѝ ,ѝтоѝприѝ ѝрядѝ(12.1)ѝсходится,ѝаѝприѝ ѝрасходится.

Приѝqѝ=ѝ1ѝрадикальныйѝпризнакѝКошиѝнеприменим.

Примерѝ6.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

ВоспользуемсяѝрадикальнымѝпризнакомѝКоши:

.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходится.

Теоремаѝ6ѝ(интегральныйѝпризнакѝКоши).ѝПустьѝчленыѝрядаѝ(12.1)ѝположи-

тельны,ѝмонотонноѝубываютѝиѝфункцияѝ ,ѝнепрерывнаяѝприѝ ,ѝта-

кова,ѝчтоѝ .ѝТогдаѝрядѝ(12.1)ѝиѝинтегралѝ ѝодновременноѝсходятся

илиѝрасходятся.

Например,ѝ посколькуѝ ѝ сходитсяѝ приѝ ѝ иѝ расходится

приѝ ,ѝтоѝрядѝДирихлеѝ ѝсходитсяѝприѝ ѝиѝрасходитсяѝприѝ .

Сходимостьѝмногихѝрядовѝможноѝисследоватьѝпутемѝсравненияѝихѝсѝсоот-

ветствующимѝрядомѝДирихле.

Примерѝ7.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .
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Положим,ѝчтоѝ .ѝЭтаѝфункцияѝудовлетворяетѝвсемѝтребо-

ваниямѝинтегральногоѝпризнакаѝКоши.ѝТогдаѝнесобственныйѝинтеграл

,

т.е.ѝсходится,ѝаѝзначит,ѝданныйѝрядѝтакжеѝсходится.
Числовойѝ рядѝ (12.1),ѝ членыѝ unѝ которогоѝ послеѝ любогоѝ номераѝNѝ (n>N)

имеютѝразныеѝзнаки,ѝназываетсяѝзнакопеременным.
Еслиѝряд

(12.5)

сходится,ѝтоѝрядѝ(12.1)ѝтакжеѝсходитсяѝ(этоѝлегкоѝдоказывается)ѝиѝназывается

абсолютноѝсходящимся.ѝЕслиѝрядѝ(12.5)ѝрасходится,ѝ аѝрядѝ(12.1)ѝсходится,ѝ то

рядѝ(12.1)ѝназываетсяѝусловноѝ(неабсолютно)ѝсходящимся.

Приѝисследованииѝрядаѝнаѝабсолютнуюѝсходимостьѝиспользуютсяѝпризна-

киѝсходимостиѝрядовѝcѝположительнымиѝчленами.

Примерѝ8.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

Рассмотримѝряд,ѝсоставленныйѝизѝабсолютныхѝвеличинѝчленовѝданного

ряда,ѝ т.е.ѝрядѝ .ѝТакѝкакѝ ,ѝ тоѝчленыѝисходного

рядаѝнеѝбольшеѝчленовѝрядаѝДирихлеѝ ,ѝкоторый,ѝкакѝизвестно,

сходится.ѝСледовательно,ѝнаѝоснованииѝпризнакаѝсравненияѝ(см.ѝтеоремуѝ3,
п.ѝ1)ѝданныйѝрядѝсходитсяѝабсолютно.ѝ

Рядѝвида

, (12.6)

гдеѝ ,ѝназываетсяѝзнакочередующимсяѝрядом.

Теоремаѝ 7ѝ (признакѝ Лейбница).ѝ Еслиѝ дляѝ знакочередующегосяѝ рядаѝ (12.6)

ѝиѝ ,ѝтоѝрядѝ(12.6)ѝсходитсяѝиѝегоѝсуммаѝSѝудов-

летворяетѝусловиюѝ .

Следствие.ѝ Остатокѝ rnѝ рядаѝ (12.6)ѝ всегдаѝ удовлетворяетѝ условию

.
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.

Следовательно,ѝданныйѝрядѝсходится.
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Например,ѝряд

сходится,ѝ такѝ какѝ выполненыѝ условияѝ признакаѝ Лейбница.ѝ Онѝ сходится

условно,ѝтакѝкакѝрядѝ ѝрасходится.

Абсолютноѝсходящиесяѝрядыѝ(вѝотличиеѝотѝусловноѝсходящихся)ѝобладают
свойствамиѝсуммѝконечногоѝчислаѝ слагаемыхѝ (например,ѝ отѝпеременыѝмест
слагаемыхѝсуммаѝнеѝменяется).

Вернаѝследующая

Теоремаѝ 8.ѝЕслиѝ числовойѝ рядѝ сходитсяѝ условно,ѝ то,ѝ задавѝ любоеѝ числоѝ а,
можноѝтакѝпереставитьѝчленыѝряда,ѝчтоѝегоѝсуммаѝокажетсяѝравнойѝа.ѝБолее
того,ѝможноѝтакѝпереставитьѝчленыѝусловноѝсходящегосяѝряда,ѝчтоѝряд,ѝполучен-
ныйѝпослеѝперестановки,ѝбудетѝрасходящимся.

Проиллюстрируемѝтеоремуѝ8ѝнаѝпримере.ѝРассмотримѝусловноѝсходящий-
сяѝряд

.

Переставимѝегоѝчленыѝтак,ѝчтобыѝпослеѝкаждогоѝположительногоѝчленаѝстоя-
лиѝдваѝотрицательных.ѝПолучим:

.

Сложимѝтеперьѝкаждыйѝположительныйѝчленѝсѝпоследующимѝотрицатель-
ным:

.

Очевидно,ѝчтоѝсуммаѝисходногоѝрядаѝуменьшиласьѝвдвое!

Примерѝ9.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝряд

. (1)

Такѝкакѝчленыѝданногоѝзнакочередующегосяѝрядаѝмонотонноѝубываютѝи

,ѝто,ѝсогласноѝпризнакуѝЛейбница,ѝрядѝ(1)ѝсходится.

Рассмотримѝтеперьѝряд,ѝсоставленныйѝизѝабсолютныхѝвеличинѝчленовѝря-

даѝ(1),ѝт.е.ѝряд
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общийѝчленѝкоторогоѝзадаетсяѝфункциейѝ ѝприѝxѝ=ѝn.ѝИмеем:

.

Следовательно,ѝрядѝ(2)ѝрасходится,ѝиѝпоэтомуѝрядѝ(1)ѝсходитсяѝусловно.ѝ

Примерѝ10.ѝВычислитьѝсуммуѝряда

сѝточностьюѝ

Всякаяѝn-яѝчастичнаяѝсуммаѝсходящегосяѝрядаѝявляетсяѝприближением
кѝ егоѝ суммеѝ сѝ точностью,ѝ неѝпревосходящейѝ абсолютнойѝ величиныѝостатка
этогоѝряда.ѝВыясним,ѝприѝкакомѝколичествеѝчленовѝn-йѝчастичнойѝсуммыѝвы-

полняетсяѝнеравенствоѝ .

Дляѝданногоѝряда

.

Такѝкакѝ ,ѝто

.

Путемѝподбораѝлегкоѝопределить,ѝчтоѝ ѝприѝnѝ=ѝ4.ѝСледова-

тельно,ѝсуммаѝданногоѝрядаѝ(сѝточностьюѝ )

.

Примерѝ11.ѝВычислитьѝсуммуѝряда

сѝточностьюѝ

Такѝкакѝданныйѝрядѝ–ѝ знакочередующийся,ѝ сходящийся,ѝ тоѝ величина

отброшенногоѝприѝвычисленииѝостаткаѝряда,ѝкоторыйѝтакжеѝявляетсяѝзнако-

чередующимся,ѝ неѝпревосходитѝпервогоѝотброшенногоѝчленаѝ (наѝоснова-

нииѝследствияѝизѝпризнакаѝЛейбница).ѝНужноеѝчислоѝчленовѝnѝнайдемѝпу-

темѝподбораѝизѝнеравенстваѝ .ѝПриѝnѝ=ѝ6ѝпоследнееѝнеравенство
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выполняется,ѝзначит,ѝеслиѝотброситьѝвѝданномѝрядеѝвсеѝчлены,ѝначинаяѝсѝшес-

того,ѝтоѝтребуемаяѝточностьѝбудетѝобеспечена.ѝСледовательно,ѝ

.

Приѝсравненииѝрядовѝчастоѝцелесообразнееѝиспользоватьѝнеѝтеоремуѝ3,ѝа
такѝ называемуюѝ теоремуѝ сравненияѝ вѝ предельнойѝ форме,ѝ котораяѝ является
следствиемѝтеоремыѝ3.

Теоремаѝ9.ѝЕслиѝрядыѝ(12.3)ѝиѝ(12.4)ѝсѝположительнымиѝчленамиѝтаковы,ѝчто
существуетѝпредел

,ѝ ,

тоѝобаѝрядаѝилиѝсходятся,ѝилиѝрасходятся.ѝ

Примерѝ12.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝряды

,ѝѝ .

СравнимѝданныеѝрядыѝсѝрядомѝДирихлеѝ .ѝ Тогдаѝпо-

лучим:

.

Следовательно,ѝданныеѝрядыѝведутѝсебяѝкакѝрядѝДирихле:ѝприѝ ѝсхо-
дятся,ѝприѝ ѝрасходятся.

АЗ-12.1

1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝиѝнайтиѝегоѝсумму:

(Ответ:ѝа)ѝ1/3;ѝб)ѝ5/4.)
2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ .
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3.ѝДоказать,ѝчто:

а)ѝ ; б)ѝ ѝприѝ .

4.ѝСѝпомощьюѝинтегральногоѝпризнакаѝКошиѝисследовать
наѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ .

Самостоятельнаяѝработа
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2.ѝ1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝ ѝиѝнай-

тиѝегоѝсумму.ѝ(Ответ:ѝ1/2.)

в)ѝ ; г)ѝ ;

д)ѝ ; е)ѝ .

ѝ
3n

2n
n 2+( )

-----------------------

n 1=

∞

∑ ѝ
1

2n
----- n 2+

n 1+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ n
2 2n+

n 1=

∞

∑

n tg
π

2n 1+
-------------

n 1=

∞

∑ n !

n
n

-----

n 1=

∞

∑

ѝ
a

n

n !
-----

n ∞→
lim 0= 2n( )!

a
n !

-------------
n ∞→
lim 0= a 1>

ѝ
1

n
2 2n 5+ +

---------------------------

n 1=

∞

∑ ѝ
n

n
2 1+

---------------

n 1=

∞

∑

ѝ
1

n ln
2

n
--------------

n 2=

∞

∑

3n 5n+

15n
-----------------

n 1=

∞

∑

n
2 1+

n
3

---------------

n 1=

∞

∑

1
2n 1–( ) 2n 1+( )

-----------------------------------------

n 1=

∞

∑



14

выполняется,ѝзначит,ѝеслиѝотброситьѝвѝданномѝрядеѝвсеѝчлены,ѝначинаяѝсѝшес-

того,ѝтоѝтребуемаяѝточностьѝбудетѝобеспечена.ѝСледовательно,ѝ

.

Приѝсравненииѝрядовѝчастоѝцелесообразнееѝиспользоватьѝнеѝтеоремуѝ3,ѝа
такѝ называемуюѝ теоремуѝ сравненияѝ вѝ предельнойѝ форме,ѝ котораяѝ является
следствиемѝтеоремыѝ3.

Теоремаѝ9.ѝЕслиѝрядыѝ(12.3)ѝиѝ(12.4)ѝсѝположительнымиѝчленамиѝтаковы,ѝчто
существуетѝпредел

,ѝ ,

тоѝобаѝрядаѝилиѝсходятся,ѝилиѝрасходятся.ѝ

Примерѝ12.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝряды

,ѝѝ .

СравнимѝданныеѝрядыѝсѝрядомѝДирихлеѝ .ѝ Тогдаѝпо-

лучим:

.

Следовательно,ѝданныеѝрядыѝведутѝсебяѝкакѝрядѝДирихле:ѝприѝ ѝсхо-
дятся,ѝприѝ ѝрасходятся.

АЗ-12.1

1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝиѝнайтиѝегоѝсумму:

(Ответ:ѝа)ѝ1/3;ѝб)ѝ5/4.)
2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ .

а)ѝ ; б)ѝ ;

S S5≈ 1
2
--- 1

16
------– 1

72
------ 1

256
---------– 1

800
---------+ + 0,449= =

ѝ
un

vn
------

n ∞→
lim a 0>= a ∞≠

ѝ
1

n
α β ln n±

-------------------------

n 1=

∞

∑ α,β const 0>=

un

n 1=

∞

∑ ѝ
1

n
α

------

n 1=

∞

∑=

ѝѝ
un

vn
------

n ∞→
lim n

α βln n±

n
α

-------------------------
n ∞→
lim 1 β ln n

n
α

--------
n ∞→
lim± 1 0≠= = =

α 1>
0 α< 1≤

1
3n 2–( ) 3n 1+( )

-----------------------------------------

n 1=

∞

∑ 5n 2n+

10n
-----------------

n 1=

∞

∑

ѝ
n

2

2n
3 1–

------------------

n 1=

∞

∑ ѝ
3n 1–

2( )
n

---------------

n 1=

∞

∑

15

3.ѝДоказать,ѝчто:

а)ѝ ; б)ѝ ѝприѝ .

4.ѝСѝпомощьюѝинтегральногоѝпризнакаѝКошиѝисследовать
наѝсходимостьѝследующиеѝряды:

а)ѝ ; б)ѝ ;

в)ѝ .
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2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .

3.ѝ1.ѝДоказатьѝсходимостьѝрядаѝ ѝиѝнай-

тиѝегоѝсумму.ѝ(Ответ:ѝ1/6.)

2.ѝИсследоватьѝнаѝсходимостьѝрядѝ .
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ныйѝряд.

3.ѝ Найтиѝ суммуѝ рядаѝ ѝ сѝ точностьюѝ .

(Ответ:ѝ0,58.)
4.ѝСколькоѝпервыхѝчленовѝрядаѝдостаточноѝвзять,ѝчтобы
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а)ѝ ; б)ѝ ?

(Ответ:ѝа)ѝnѝ=ѝ103;ѝб)ѝnѝ=ѝ106.)

Самостоятельнаяѝработа

1.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Найтиѝ приближенноеѝ значениеѝ суммыѝ ряда

,ѝограничившисьѝтремяѝегоѝчленами.ѝОценить

абсолютнуюѝ погрешностьѝ вычислений.ѝ (Ответ:ѝ Sѝ =ѝ 0,250,
.)

2.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Найтиѝ приближенноеѝ значениеѝ суммыѝ ряда

,ѝограничившисьѝтремяѝегоѝпервымиѝчленами.

Оценитьѝабсолютнуюѝпогрешностьѝвычислений.ѝ(Ответ:ѝSѝ=ѝ0,38,

.)

3.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости

рядѝ .

2. Сколькоѝ первыхѝ членовѝ нужноѝ взятьѝ вѝ ряде

,ѝчтобыѝихѝсуммаѝотличаласьѝотѝсуммыѝря-

даѝнаѝвеличину,ѝнеѝпревосходящуюѝ0,001?
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2. Найтиѝ приближенноеѝ значениеѝ суммыѝ ряда

,ѝограничившисьѝтремяѝегоѝчленами.ѝОценить

абсолютнуюѝ погрешностьѝ вычислений.ѝ (Ответ:ѝ Sѝ =ѝ 0,250,
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2.ѝ1.ѝИсследоватьѝнаѝусловнуюѝиѝабсолютнуюѝсходимости
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