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Предисловие

Более 60 лет назад в научной литературе появились постанов-
ки и решения конкретных экстремальных задач по анализу и син-
тезу управляемых динамических систем (Б. В. Булгаков — 1937 г.,
А.А. Фельдбаум — 1948 г. и др.). Затем были созданы и общие ме-
тоды решения таких экстремальных задач (Л. С. Понтрягин, В. Г. Бол-
тянский, Р. В. Гамкрелидзе — 1956 г., Р. Беллман — 1957 г. и др.).
Постепенно сформировалась новая область математики — оптималь-
ное управление динамическими системами, или теория оптимизации
управляемых систем. Число решённых конкретных задач и приложений
результатов этой теории на практике огромно и не поддаётся деталь-
ному описанию. Число монографий и учебных пособий, посвящённых
полностью или частично этим вопросам, также велико. Например,
хорошо известные монографии Н.Н. Красовского, А.М. Летова. Одна-
ко среди них отсутствует книга, где были бы изложены одновремен-
но и специфика различных экстремальных задач, возникающих при
построении многоуровневых систем управления движением сложных
объектов, и строгий подход к решению этих задач. Поэтому сотрудники
механико-математического факультета Московского государственного
университета им. М.В. Ломоносова и Математического института
им. В.А. Стеклова решили создать учебное пособие «Оптимизация
динамики управляемых систем» (изд-во Моск. ун-та, 2000) на ба-
зе тех книг, которые были написаны ими ранее: Болтянский В. Г.
Математические методы оптимального управления (М.: Наука, 1969);
Галеев Э.М., Тихомиров В.М. Краткий курс теории экстремальных
задач (М.: Изд-во Моск. ун-та, 1989); Александров В. В., Злочевский
С.И., Лемак С. С., Парусников Н.А. Введение в динамику управляе-
мых систем (М.: Мех.-мат. ф-т МГУ, 1993).

Данное учебное пособие состоит из двух частей. В первой части —
«Введение в динамику управляемых систем» — собраны сведения,
необходимые для математической постановки различных экстремаль-
ных задач по анализу и синтезу управляемых систем.

Во второй части — «Оптимизация динамики» — рассматриваются
экстремальные задачи, возникающие при аналитическом конструирова-
нии двух уровней управления динамической системой: верхнего уров-
ня — программного управления и нижнего уровня — позиционного
управления.

Во втором, переработанном издании этого учебного пособия, кото-
рое выходит под названием «Оптимальное управление движением», со-
хранена структура книги и в то же время улучшено изложение отдель-
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ных результатов. Это связано с тем, что математическое моделирование
управляемых динамических систем (УДС) требует гораздо больше уси-
лий, чем математическое моделирование неуправляемых систем, так
как математическая модель любой УДС описывает сложный процесс,
состоящий из двух взаимосвязанных процессов: движения управляе-
мого объекта и процесса формирования сил и моментов, управляющих
этим движением. При этом решение задач вариационного анализа
чередуется с решением задач оптимального синтеза. Поэтому более
подробно излагается постановка задач оптимизации, строгие подходы
по их решению и решение конкретных задач на основе этих подходов.

Первая глава написана В. В. Александровым, вторая и шестая —
В.В. Александровым, Н.А. Парусниковым и С.С. Лемаком, тре-
тья — Н.А. Парусниковым, четвёртая — В.М. Тихомировым, пятая —
В. Г. Болтянским, седьмая — В.В. Александровым, С. С. Лемаком
и В. Г. Болтянским.

Отзывы просьба направлять по адресу: 119 899, МГУ им. М.В. Ло-
моносова, механико-математический факультет.

В. В. Александров



Час т ь I

ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИКУ

УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМ





Гл а в а 1

УПРАВЛЯЕМЫЕ ДВИЖЕНИЯ И ПРОЦЕССЫ

§ 1. Математическая модель движущегося объекта
с терминальными элементами и многоуровневое

управление движением

В курсах теоретической механики и механики сплошных сред
изучаются статические и динамические системы. При этом вопросы
управления такими системами не рассматриваются. В то же время
и в природе, и в технике имеются динамические системы, снабжённые
исполнительными механизмами (двигателями), что позволяет изменять
позицию (состояние) этих систем, т. е. управлять ими. Будем говорить
в этом случае, что рассматривается движение управляемого объекта,
которое описывается дифференциальными уравнениями с функцио-
нальным включением

ẏ = f(y,u), (1.1)

u(·) ∈W. (1.2)

Здесь y — n-мерный вектор-столбец координат, описывающий состоя-
ние управляемого объекта, u — s-мерный вектор-столбец управляющих
воздействий, f(y,u) — дважды непрерывно дифференцируемая вектор-
функция своих координат, W — функциональное множество, описыва-
ющее имеющиеся ресурсы по управлению движением объекта.

Физический смысл управляющих воздействий может быть различ-
ным: это могут быть непосредственно управляющие силы и моменты,
в случае если исполнительные механизмы идеальны, или управляющие
сигналы, подающиеся на эти механизмы, когда необходимо учесть их
функционирование. Описание функционального множества W позво-
ляет представить разнообразные ограничения на управления u, встре-
чающиеся на практике, в компактном виде: ограничения на величину
или производную, ограничения на интеграл или ограничение в средне-
квадратичном (по энергии) и т. д.

П рим е р 1.1. Рассмотрим динамическую систему с конечным чис-
лом степеней свободы, которая является голономной и склерономной
(т. е. наложенные связи стационарны [45]). Тогда уравнения движения
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имеют вид
d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= Qi, i = 1, 2, ... ,m. (1.3)

Здесь qi — обобщённые координаты системы; L — лагранжиан систе-
мы, равный

L =
1

2
q̇⊤A(q)q̇ − V0(q),

где q — m-мерный вектор обобщённых координат qi, A(q) — матрица,
определяющая кинетическую энергию системы, V0(q) — потенциальная
энергия системы, верхний индекс ⊤ обозначает транспонирование.
Пусть Qi = Ci(q)r — обобщённые силы, где r — s-мерный вектор-
столбец координат, описывающих функционирование исполнительных
механизмов.

Предположим, что уравнения функционирования исполнительных
механизмов имеют вид

dlrj

dtl
= χj

(
uj , rj , ... ,

dl−1rj

dtl−1

)
, j = 1, 2, ... , s, (1.4)

где uj — управляющий сигнал и l > 1.
Уравнения (1.3) можно переписать в виде

Ai(q)q̈ + q̇⊤Bi(q)q̇ + Vi(q) = Ci(q)r, i = 1, 2, ... ,m, (1.5)

где Ai(q) — строки матрицы A(q),

Vi(q) =
∂V0(q)

∂qi
, Bi(q) =

(
∂A⊤

i (q)

∂q
− 1

2

∂A(q)

∂qi

)

— (m×m)-матрицы.
Так как матрица A(q) является положительно определённой, то си-

стему уравнений (1.5) и (1.4) можно записать в форме Коши (1.1), где

y⊤ =

(
q⊤, q̇⊤, r⊤, ... ,

dl−1r⊤

dtl−1

)
, n = 2m+ sl.

Можно было бы рассматривать и более сложные математические
модели динамических систем, чем модель (1.1), например уравнения
в частных производных при описании движения тех или иных сплош-
ных сред. Однако для простоты изложения ограничимся обыкновенны-
ми дифференциальными уравнениями. Часто такая модель использует-
ся как приближённая и для описания динамических систем с распре-
делёнными параметрами.

П рим е р 1.2. Рассмотрим изгибные колебания консоли центрифу-
ги, вращающейся с заданной скоростью ω(t) в горизонтальной плос-
кости. Пусть консоль представляет собой многозвенник со звеньями
длиной li и массой mi (i = 1, ... , k), расположенной на конце невесомо-
го звена. Там же расположены и спиральные пружины с жёсткостями
ci+1 (рис. 1.1.1). В качестве управления возьмём программную угловую
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скорость ω(t), предполагая, что двигатель, вращающий консоль, явля-
ется идеальным. Тогда уравнения (1.3) будут иметь вид

A(ϕ)ϕ̈+B(ϕ)ϕ̇2 + C0ϕ = −
(
ω̇A(ϕ) + ω2B(ϕ) + 2ωB(ϕ)ϕ̇

)
, (1.6)

где Aij = aij cos (ϕi − ϕj)
(
aij = lilj

k∑

τ>i,j

mτ

)
, i, j = 1, ... , k,

Bij = aij sin (ϕi − ϕj), (ϕ̇2)⊤ = (ϕ̇2
1, ... , ϕ̇

2
k),

⊤
= (1, ... , 1),

C0 = {cij}, cij =





lj + lj+1 при j = i (lk+1 = 0),

−lj при j = i+ 1,

−li при j = i− 1,

0 при |j − i| > 1,

ϕi — обобщённые координаты, описывающие движение звеньев отно-
сительно оси, жёстко связанной с двигателем.

Рис. 1.1.1

1.1. Первый уровень управления. Перейдём теперь к постанов-
ке задачи позиционного управления движением объекта (1.1), (1.2).
Заданы желаемое движение, которое в дальнейшем будем называть
программным, yп(t), t ∈ [t0, t1), t0 < t1 6 ∞, и программное управление
uп(t), реализующее это движение в силу тождества

{
ẏп(t) ≡ f(yп(t),uп(t)),

uп(·) ∈W , t ∈ [t0, t1).
(1.7)

Совокупность, состоящую из трёх элементов yп(·), uп(·), [t0, t1), будем
называть программным управляемым процессом {yп(·),uп(·), [t0, t1)}.
При этом различаются три ситуации:

1) программный управляемый процесс задан в явном виде;
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2) программный управляемый процесс задан в неявном виде, напри-
мер как решение экстремальной задачи;

3) программный управляемый процесс неизвестен.
Если программный процесс задан в явном виде, то можно рас-

смотреть задачу позиционного управления, заключающуюся в реали-
зации программного движения yп(t). Для того чтобы осуществить эту
постановку, необходимо знать отклонения реального движения y(t)
от программного yп(t). Предположим, что имеется m измерительных
устройств, с помощью которых можно получить первичную информа-
цию о реальном движении. Обработав эту информацию, можно оценить
текущие отклонения x(t) = y(t) − yп(t) и построить алгоритмы форми-
рования управляющих сигналов.

Систему, в которой реализуется информационный процесс от обра-
ботки первичной информации до передачи управляющих сигналов на
исполнительные механизмы естественно назвать системой управления
движением [2, 3, 60, 99]. Определим управляемую динамическую
систему (УДС) как совокупность, состоящую из движущегося объ-
екта, системы управления движением этого объекта и терминальных

Система управления

Исполнительные
механизмы

Измерительные
устройства

Движущийся объект

6

6 ?

?

Рис. 1.1.2

элементов (измерительных
устройств и исполнительных
механизмов), соединённых
в соответствии с функци-
ональной схемой, представ-
ленной на рис. 1.1.2 [3, 103].

Итак, ещё до матема-
тической постановки зада-
чи синтеза УДС становит-
ся ясным отличие управля-
емой динамической системы

от неуправляемой. В случае УДС имеют место два процесса, взаимно
влияющих друг на друга:

— механический процесс — движение управляемого объекта;
— информационный процесс — процесс формирования управляю-

щих сигналов.
Информационный управляющий процесс состоит из получения пер-

вичной информации о движении с помощью измерительных устройств,
обработки этой информации и формирования на основе результатов
этой обработки управляющих сил и моментов. Осуществляемая таким
образом связь между движением объекта и управляющими силами
и моментами получила название обратной связи.

Для постановки задачи позиционного управления ограничимся про-
стейшей моделью, описывающей получение первичной информации z:

z = ϕ(y) + γ(t), (1.8)

где γ(t) — инструментальные погрешности измерительных устройств.



§ 1. Математическая модель движущегося объекта 13

Если y(t0) = yп(t0), то при u(t) ≡ uп(t) движение объекта (1.1),
(1.2) будет совпадать с программным. К сожалению, почти всегда
существуют начальные отклонения (возмущения) x(t0) 6= 0. Таким об-
разом, имеет место следующая задача позиционного управления: ис-
пользуя первичную информацию (1.8), построить оператор управления
u = P [z, t], позволяющий уменьшить начальные отклонения. Иногда
такой оператор управления называют регулятором. Прежде чем пе-
реходить к математической постановке, отметим, что математическая
модель движущегося объекта и терминальных элементов дана: это
уравнения (1.1), (1.8) и включение (1.2). Кроме того, дан программный
процесс (1.7).

Требуется осуществить синтез системы позиционного управле-
ния и тем самым построить полную математическую модель УДС в

-

6
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O

9 i

ЦМ

ϕ v

ϑ
r

λ

rз

ωз

Рис. 1.1.3

соответствии с функциональной схемой,
представленной на рис. 1.1.2.

П рим е р 1.3. На практике часто воз-
никает ситуация, когда только часть про-
граммного движения задана в явном виде.
Для знакомства с такой ситуацией рас-
смотрим полёт аппарата на постоянной вы-
соте с постоянной скоростью.

Для определённости будем считать,
что в экваториальной плоскости Зем-
ли движется летательный аппарат (ЛА),
представляющий собой абсолютно твёрдую оболочку с плоскостью
симметрии, совпадающей с экваториальной плоскостью. Центр масс
(ЦМ) летательного аппарата расположен на продольной оси и не ме-
няет своего положения. При выгорании топлива создаётся реактивная
сила P , которая также направлена по продольной оси ЛА. Влияние
гравитационного поля учтём в виде гравитационной силы mg, а влия-
ние атмосферы — в виде силы лобового сопротивления X, подъёмной
силы Y и аэродинамического момента Mz (атмосфера предполагается
спокойной). Тогда уравнения (1.1) будут иметь вид [78, 80]

mv̇ = mω2
зr sinϑ+ P cosα−X −mg(r) sinϑ,

mvϑ̇ = m
((
ω2
зr +

v2

r

)
cosϑ− 2ωзv

)
+ P sinα+ Y −mg(r) cosϑ,

Jzω̇ = Mz, ϕ̇ = ω, λ̇ = −v

r
cosϑ,

(1.9)
ṙ = v sinϑ, ṁ = −u1.

Здесь r = rз + h, где rз — радиус Земли, h — высота полёта; λ —
долгота; ϕ — угол тангажа (угол между горизонтом и продольной
осью ЛА); v — скорость центра масс ЛА относительно Земли; ωз —
угловая скорость вращения Земли; ϑ — траекторный угол (угол между
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горизонтом и вектором скорости центра масс); ϕ = α + ϑ, где α —
угол атаки (рис. 1.1.3); Jz — момент инерции ЛА; g — гравитационное
ускорение; u1 — скорость выгорания топлива; P = −νu1, где ν —
относительная скорость истечения газов из сопла двигателя (предпо-
лагается постоянной).

Таким образом, шесть первых уравнений описывают движение ме-
ханической системы с тремя степенями свободы, а седьмое — функци-
онирование реактивного двигателя.

Рассмотрим сначала возможность космического полёта, т. е. полёта
на постоянной большой высоте hп > 400 км, где атмосфера практически
отсутствует (X ≡ Y ≡ Mz ≡ 0). Так как hп ≡ const, то ϑп ≡ 0. Пусть
vп ≡ vк — космическая путевая скорость. Тогда из первого уравнения
(1.9) следует, что P ≡ 0, т. е. топливо тратить не надо. Последние пять
уравнений обращаются в тождество при u1 ≡ 0 и λ = λ0 − (vк/rп)(t−
− t0), ω ≡ 0, ϕ ≡ const . Чтобы задать программное движение в явном
виде, осталось определить vк. Из второго уравнения (1.9) следует, что
vк = ±

√
rпg(rп) + ωзrп, где rп = rз + hп и знак первого слагаемого

определяется в зависимости от направления орбитального полёта.
З а м е ч а н и е 1.1. Достижение космической скорости vк — само-

стоятельная задача, которая здесь не рассматривается.
Рассмотрим теперь возможность полёта с постоянной скоростью

на постоянной малой высоте hп < 10 км. Эта задача была решена
Н.Е. Жуковским [78]. Ограничимся следующим приближённым рас-
смотрением этой задачи: временной интервал [t0, t1) невелик, изме-
нением массы m пренебрегаем и vп ≪ vк, тогда g − ω2

зrп − v2п/rп −
− 2ωзvп ≈ g .

Пусть дана неполная программа полёта

h ≡ hп, v ≡ vп > vmin, ϑ ≡ 0, ϕ ≡ αп = ?,

ω ≡ 0, l = λrп = l0 − vп(t− t0).

Если аэродинамические силы и момент имеют вид

X =
ρ(hп)v

2
п

2
Scx(α), Y =

ρ(hп)v
2
п

2
Scy(α),

Mz =
ρ(hп)v

2
п

2
Sl1mz(α,ω, δ),

(1.10)

(где cx, cy,mz — аэродинамические коэффициенты, cx = c0x + Bc2y,
cy = c0y + cαyα,mz =m0

z +mα
zα+mω

z ω+mδ
zδ, S — характерная площадь

ЛА, l1 — средняя аэродинамическая хорда крыла ЛА, ρ — плотность

атмосферы, δ — угол поворота руля высоты), то vmin
∼=
√

2m

c0yρ(hп)S
.

Для программного управления полётом, т. е. для выполнения тожде-
ства (1.7), необходимо обеспечить следующие условия. Из первого
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уравнения находится потребная тяга

Pп =
1

cosαп
ρ(hп)

v2п
2
Scx(αп). (1.11)

Для реализации полёта необходимо выполнение включения (1.7) (по-
требная тяга должна быть располагаемой по Н. Е. Жуковскому). Под-
ставив значение тяги (1.11) во второе уравнение (1.9), получим транс-
цендентное уравнение для определения неизвестного угла атаки αп.
Это уравнение получило название балансировочного. При vп > vmin

балансировочное уравнение имеет решение. Например, в линейном
приближении по α уравнение принимает вид

c0y + (cαy + c0x + Bc0
2

y )α ∼= 2mg(hп)

ρ(hп)v
2
пS
. (1.12)

Решив уравнение (1.12), полностью зададим программное движение
в явном виде. Второе программное управление — поворот руля высоты
δп = u2 — определяется из третьего уравнения (1.9):

m0
z +mα

zα+mω
z ω +mδ

zδ = 0. (1.13)

Таким образом, программный управляемый процесс

{yп(·),uп, [t0, t1)}
задан полностью в явном виде. Для этого, как следует из (1.11),
(1.13), пришлось решить приближённо обратную задачу механики: по
заданному движению hп,ϑп, vп,ωп и решению балансировочного урав-
нения (1.12) найти необходимые управляющие силы и моменты.

1.2. Второй уровень управления. Более сложная процедура
управления возникает в случае, если программное управление и про-
граммное движение объекта, реализуемое с помощью этого управле-
ния, неизвестны заранее по тем или иным причинам. Пусть движение
управляемого объекта происходит на интервалах времени [tk−1, tk],
k = 1, 2, ... Известны функционалы χk(y(tk)), минимальные значения
которых определяют стратегию движения, т. е. оптимальный управляе-
мый процесс {y0(·),u0(·), [tk−1, tk]}. Предположим для простоты даль-
нейших рассуждений, что решения соответствующих экстремальных
задач существуют и единственны. Почти всегда оптимальные управле-
ния u0(t) и движения y0(t) на практике находятся приближённо. Эти
приближённые значения и будем называть программными управления-
ми и траекториями: {yп(·),uп(·), [tk−1, tk]}. Программный управляемый
процесс, таким образом, становится известным, и можно говорить о его
реализации с помощью измерений реального движения и организации
позиционного управления. Будем формировать управление u как сумму
программного и позиционного управления:

u = uп(t) + ũ(x̃, t),
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где x̃ — оценка отклонений x = y − yп, полученная с помощью алго-
ритма оценивания, позволяющего обработать первичную информацию.

Здесь координаты x̃i(t) описывают первый уровень управления,
координаты yпi (t) — второй уровень управления.

Выбор
программного
управляемого

процесса

Исполни-
тельный
механизм

Движущийся
объект

Измерительные
устройства

Оценивание
Выбор

позиционного
управления

- -
?

�

6

6

uп(t)
Σ

v(t)

z(t)

yп(t)

x̃

ũ(x̃, t)

1

2

u

Рис. 1.1.4

В силу наличия как инструментальных погрешностей измеритель-
ных устройств (1.8), так и возмущающих сил и моментов, действующих
на объект, на практике часто возникает именно такая ситуация. При
этом вместо математической модели (1.1) приходится рассматривать
более сложную модель

ẏ = f(y,u, v), (1.14)

где v — вектор-функция, описывающая влияние возмущающих сил и
моментов.

Поэтому на каждом временном интервале [tk, tk+1] приходится од-
новременно решать две задачи:

a) задачу нахождения программного управляемого процесса;
б) задачу реализации программного движения объекта (при этом

используются оставшиеся ресурсы управления),
т. е. мы имеем замкнутую УДС с двухуровневой системой управления
(рис. 1.1.4).

1.3. Два уровня полуавтоматического управления. В случае
полуавтоматического управления движением возникает ещё одна воз-
можная схема двухуровневого управления. Предположим, что второй
уровень управления представлен человеком (пилотом), который, ис-
пользуя в реальном времени собственные данные о движении объекта,
управляет им. Первый уровень (автоматического) управления вступает
в действие в экстремальной ситуации либо автоматически, либо по сиг-
налу от верхнего (второго) уровня. Таким образом система двухуров-
невого полуавтоматического управления имеет иную функциональную
схему, представленную на рис. 1.1.5 (более подробно см. § 2).

Возможно также и большее количество уровней управления, обра-
зующих иерархическую систему управления движением. Так в послед-
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Рис. 1.1.5

ней главе представлена трёхуровневая система управления тестирую-
щим динамическим стендом-тренажёром.

§ 2. Уравнения в отклонениях и постановка задач
синтеза позиционного управления

2.1. Для текущих отклонений x(t) = y(t) − yп(t) можно выписать
дифференциальные уравнения, определяющие их поведение при u(t) =
= uп(t) для t ∈ [t0,t1):

ẋ = ẏ − ẏп = f(y,uп) − f(yп,uп) =

= f(y − yп + yп,uп) − f(yп,uп) = f̃(x, t), (2.1)

где f̃(0, t) ≡ 0 ∀ t ∈ [t0, t1) и x(t0) 6= 0.
Таким образом, система дифференциальных уравнений (2.1) имеет

тривиальное решение, соответствующее программному движению yп(t)
управляемого объекта. Теоретической основой анализа текущих откло-
нений, т. е. нетривиальных решений системы (2.1), является теория
устойчивости, разработанная русским учёным А.М. Ляпуновым более
ста лет назад. Напомним определения устойчивости, необходимые для
постановки задач синтеза.

Ограничимся при этом частным, но важным для дальнейшего изло-
жения случаем — стационарным программным движением yп(t) = yc(t)
и условием t1 = ∞. Для этого определим понятие «циклической» ко-
ординаты. Координату yi (i = 0, 1, ... , k; 0 6 k < n) будем называть

«циклической», если
∂f(y,u)

∂yi
= 0 и

∂fi(y,u)

∂u
= 0. Движение yc(t) назы-

вается стационарным, если ẏc
i ≡ const, i = 1, 2, ... , k (k > 0), ẏc

j ≡ 0,
j = k + 1, ... ,n, где y1, ... , yk — циклические координаты. (При k = 0
«циклических» координат у объекта нет.)



18 Гл. 1. Управляемые движения и процессы

Для осуществления стационарного движения в соответствии с (1.7)
требуется, чтобы имели место k равенств

ẏc
i = fi(y

c
k+1, ... , y

c
n), i = 1, ... , k,

и n− k уравнений

fj(y
c
k+1, ... , y

c
n,u1, ... ,us) = 0, j = k + 1, ... ,n. (2.2)

Предположим, что n − k уравнений (2.2) с s неизвестными u1, ...
. . . ,us имеют хотя бы одно решение uc

1, ... ,u
c
s. Тогда определим

стационарный управляемый процесс {yc(t),uc, [t0,∞)} как тройку
{yп(t),uп, [t0, t1)}, где yп(t) = yc(t), uп(t) = uc — решение уравне-
ний (2.2). В случае управляемого стационарного процесса правая часть
уравнений (2.1) не зависит явным образом от t:

ẋ = f̃(x), (2.3)

где f̃(0) ≡ 0 и x(t0) 6= 0.
Определение 2.1. Тривиальное решение системы (2.3) называ-

ется устойчивым (по Ляпунову), если для любого положительного ε
существует δ = δ(ε) > 0, такое, что из выполнения в начальный
момент неравенства |x(t0)| 6 δ следует выполнение неравенства
|x(t)| < ε в любой текущий момент t > t0.

Определение 2.2. Тривиальное решение называется асимптоти-
чески устойчивым, если оно устойчиво по Ляпунову (см. определение
1) и существует открытая окрестность нуля X0 ⊂ R

n, такая, что
lim

t→∞
x(t) = 0 ∀ x(t0) ∈ X0.

Для анализа устойчивости большое значение имеют линейные урав-
нения в отклонениях (уравнения в вариациях)

ẋ = Ax, (2.4)

где A =
∂f̃(0)

∂x
=

∂f(yc,uc)

∂y
— постоянная матрица размера (n× n).

Рассмотрим корни λi характеристического уравнения матрицы A (соб-
ственные числа матрицы A):

det (λEn −A) = 0.

Тогда имеют место следующие теоремы А.М. Ляпунова [87].
Теорема 2.1 (об устойчивости по первому приближению). Ес-

ли все собственные числа λi матрицы A имеют отрицательные
действительные части (Reλi < 0, i = 1, 2, ... ,n), то тривиальное
решение системы (2.3) асимптотически устойчиво.

(Алгебраический критерий Гурвица выполнения условий теоре-
мы 2.1 приведён в гл. 2 (§ 2)).

Теорема 2.2 (о неустойчивости по первому приближению). Если
матрица A имеет хотя бы одно собственное число с положитель-
ной действительной частью, то тривиальное решение неустойчиво.
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Прим е р 2.1. Уравнение колебаний математического маятника от-
носительно вертикального положения в однородном поле силы тяжести
при наличии вязкого трения в точке подвеса (рис. 1.2.1) имеет вид

ϕ̈+ εϕ̇+ ω2 sinϕ = 0,

где ε > 0, ω2 = g/l > 0. Запишем линейные уравнения в отклонениях
x1 = ∆ϕ, x2 = (∆ϕ̇):

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −ω2x1 − εx2.

Характеристическое уравнение в этом случае имеет вид

λ2 + ελ+ ω2 = 0.

Так как ε > 0 и ω2 > 0, то Reλi < 0, i = 1, 2, и вертикальное положение
асимптотически устойчиво по теореме Ляпунова об устойчивости по
первому приближению.

Рис. 1.2.1 Рис. 1.2.2

Рассмотрим теперь перевёрнутый маятник, установленный на те-
лежке, перемещающейся с ускорением u1(t) (рис. 1.2.2). Запишем
уравнение в отклонениях от вертикального положения:

ϕ̈+ εϕ̇− ω2 sinϕ =
1

l
u1 cosϕ.

Если u1(t) ≡ 0, то линейные уравнения в отклонениях примут вид
ẋ1 = x2,

ẋ2 = ω2x1 − εx2.

Им соответствует характеристическое уравнение λ2 + ελ− ω2 = 0. Та-

ким образом, λ1,2 = − ε

2
±
√
ε2

4
+ ω2 . Следовательно, один из корней
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положителен. Поэтому вертикальное положение является неустойчи-
вым (в случае неподвижной тележки) и возникает необходимость
в разработке системы управления движением тележки для стабилиза-
ции вертикального положения перевёрнутого маятника.

В общем случае уравнений (2.1) при t1 6 ∞ воспользуемся опре-
делениями экспоненциальной устойчивости и устойчивости с оцен-
кой [65, 66].

Определение 2.3. Тривиальное решение называется устойчивым
с оценкой ν(t), если существует положительная конечная кусочно-
непрерывная функция ν(t) ( sup

t06t<t1

ν(t) < ∞), такая, что выполня-

ется неравенство
|x(t)| 6 ν(t)|x(t0)| (2.5)

∀ x(t0) ∈ X0, ∀ t ∈ [t0, t1) и при t1 = ∞ выполняется равенство
lim

t→∞
ν(t) = 0, а при t1 <∞ — неравенство ν(t1) < 1.

Определение 2.4. Тривиальное решение называется экспоненци-
ально устойчивым, если существуют положительные числа α и β,
такие, что выполняется неравенство

|x(t)| 6 β|x(t0)|e−α(t−t0) ∀ x(t0) ∈ X0, ∀ t ∈ [t0,∞). (2.6)

Если окрестность X0 совпадает со всем пространством состо-
яний R

n, то говорят об экспоненциальной асимптотической устой-
чивости тривиального решения в целом. Очевидно, что из экспонен-
циальной устойчивости следует асимптотическая устойчивость.

При t1 = ∞ и yп(t) = yc(t), uп(t) ≡ uc в случае выполнения условия
теоремы Ляпунова об устойчивости по первому приближению и усло-
вия принадлежности функции f̃(x) классу дважды непрерывно диф-
ференцируемых функций можно показать, что тривиальное решение
является и экспоненциально устойчивым [87].

2.2. Перейдём теперь к математической постановке задач синтеза
позиционного управления. Ограничимся при этом следующим описани-
ем функционального множества W : это множество кусочно-непрерыв-
ных функций, в каждый момент времени принадлежащих замкнутому
множеству Ω пространства управлений R

s,

W = {u(·) ∈ KC|u(t) ∈ Ω ⊂ R
s, t ∈ [t0, t1)}.

Предположим, что uп(t) ∈ intΩ при t ∈ [t0, t1). Физический смысл этого
предположения заключается в том, что исполнительный механизм об-
ладает ещё некоторыми дополнительными ресурсами для уменьшения
возможных текущих отклонений. Выберем линейную стратегию управ-
ления

u = uп(t) + ũ(z, t), (2.7)

где ũ — дополнительное (позиционное) управление. Рассмотрим урав-
нения, линейные по отклонениям x = y − yп в случае, когда правая
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часть исходных уравнений (1.1) имеет вид

f(y,u) = f0(y) +
s∑

i=1

f i(y)ui. (2.8)

Тогда уравнения, линейные по отклонениям, можно записать в матрич-
ной форме:

ẋ =
(
A(t) +

s∑

i=1

Ai(t)ũi

)
x+B(t)ũ, (2.9)

где

A(t) =
∂f(yп(t),uп(t))

∂y
+

s∑

i=1

∂f i(yп(t))

∂y
uп(t),

Ai =
∂f i(yп(t))

∂y
, B(t) =

(
f1(yп(t)), ... , fs(yп(t))

)
.

К уравнениям (2.9) добавим ещё линейную модель первичной инфор-
мации, используя (1.8):

z̃ = H(t)x+ γ(t), (2.10)

где
H(t) =

∂ϕ(yп(t))

∂y
, z̃ = z − ϕ(yп(t)).

Требуется найти однородный оператор

ũ = P [z̃(t)], (2.11)

такой, чтобы текущие отклонения удовлетворяли неравенству (2.5) при
γ(t) ≡ 0. Задачу (2.9)–(2.11) будем называть задачей стабилизации
программного движения. Это одна из основных задач синтеза по-
зиционного управления. Действительно, при t1 = ∞ имеем асимптоти-
ческое уменьшение начальных отклонений. При t1 <∞ (стабилизация
на конечном интервале) следует потребовать выполнения неравенства

ν(t1) < 1. (2.12)

В случае отсутствия ограничений на ресурсы дополнительного управ-
ления ũ и формирования его в виде линейной комбинации отклонений
(это возможно, например, если m = n, γ(t) ≡ 0 и detH(t) 6= 0 ∀ t ∈
∈ [t0, t1)) модель (2.9) может быть упрощена до вида

ẋ = Ax+Bũ. (2.13)

При использовании математической модели (2.13) будем говорить о
задаче линейного синтеза.

В случае модели (2.9) имеет смысл говорить о билинейном син-
тезе.

Если рассматривается задача стабилизации стационарного движе-
ния yc(t), t ∈ [t0,∞), и функция ϕ(y) является линейной по цикли-
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ческим координатам, то матрицы A, B, H постоянны, что значительно
облегчает решение задачи стабилизации.

П рим е р 2.2. Продолжая рассмотрение примера 1.2, сформули-
руем задачу стабилизации равномерного (стационарного) вращения
консоли центрифуги, или задачу активного демпфирования изгибных
колебаний в линейной постановке. Пусть

ω(t) = ω0 +

t∫

0

ũ1(τ )dτ ,

где ω0 ≡ const, и имеется полная и точная информация об обобщённых
скоростях z = ϕ̇. Тогда требуется найти такую скалярную однородную
функцию ũ1 векторного аргумента z, чтобы тривиальное решение урав-
нений малых изгибных колебаний

A0ϕ̈+ (C0 + ω2
0(G −A0))ϕ = −ũ1(z)A0 , (2.14)

где

A0 = {aij}, G = diag {g ii}
(
g ii =

k∑

j=1

aij

)
,

было асимптотически устойчиво.
2.3. Постановка задачи (2.9)–(2.11) синтеза УДС не является един-

ственно возможной. В качестве примера приведём постановку ещё од-
ной задачи линейного синтеза позиционного управления, получившей
название задачи слежения.

Предположим, что имеется нестационарное желаемое движение
yп(t), t ∈ [t0,∞). Соответствующее основное управляющее воздействие
uп(t) не существует или неизвестно, зато известно, что yп(t) = yc(t) +
+ ∆y(t), где yc(t) — реализуемое стационарное движение, т. е. изве-
стен стационарный управляемый процесс {yc(t),uc, t ∈ [t0,∞)}. Тогда,
воспользовавшись (2.7) и (2.13), где x = y − yc, получим следующую
задачу: требуется найти такое дополнительное управляющее воздей-
ствие ũ(·), чтобы текущее отклонение отслеживало со временем раз-
ность ∆y(t):

x(t) −→
t→∞

∆y(t). (2.15)

Задача линейного синтеза (2.15) называется задачей слежения, а УДС,
реализующая решение этой задачи, — следящей системой.

Следует отметить, что данные постановки задач синтеза УДС,
являясь простейшими, в то же время позволяют наиболее быстро
войти в круг проблем динамики управляемых систем. Оправданием
такой методики изложения служит тот факт, что линейная стратегия
управления (2.7) соответствует известному в теоретической механике
представлению движения как суммы двух движений — переносного
и относительного.
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2.4. Рассмотрим теперь несколько иную ситуацию — как возни-
кает многоуровневое управление, когда человек управляет движением
какого-либо объекта (самолёт, автомобиль и др.) Предположим, что
математическая модель управляемого объекта имеет следующий без-
размерный вид:

µ
dz

dτ
= ϕ(z, y,u1), z(τ0) = a, (2.16)

dy

dτ
= f(z, y,u2), y(τ0) = b. (2.17)

Здесь τ ∈ [τ0, τ1] — безразмерное время; z — вектор быстрых пе-
ременных движущегося объекта; y — вектор медленных перемен-
ных; u1,u2 — два скалярных управления; µ — малый параметр
(0 < µ ≡ const ≪ 1).

Зададимся вопросом: может ли человек (будем называть его пи-
лотом) успешно управлять движением такого объекта? Пусть до мо-
мента t0 (t — размерное время) была та или иная экстремальная
ситуация, которая привела к начальным условиям a по быстрым пере-
менным и возникла необходимость погасить нежелательные движения
по быстрым переменным и одновременно осуществлять необходимое
управление по медленным переменным. Например, снижение ЛА по
глиссаде при наличии ветровых возмущений или занос автомобиля
на скользкой дороге. Посмотрим, возможно ли в этом случае помочь
пилоту. Если раньше он должен был формировать оба управления: и u1,
и u2, то теперь оставим за ним верхний (второй) уровень и сформируем
управление u1 (нижний уровень) в автоматическом режиме. Пусть
τ0 = 0 и τ1 <∞.

Рассмотрим подсистему по z в быстром (компьютерном) времени
τ̃ = τ/µ (при µ→ 0, τ̃1 → ∞):

dz

dτ̃
= ϕ(z, y,u1). (2.18)

Зафиксируем вектор медленных переменных y и рассмотрим уравнение

ϕ(z, y,u1) = 0. (2.19)

Будем формировать управление нижнего уровня u1 в виде суммы
u1 = u01 + ∆u1, где u01 — основное управление нижнего (первого) уров-
ня выберем таким образом, чтобы уравнение (2.19) при u1 = u01(y)
имело один изолированный корень z0 = z0(y), т. е.

ϕ(z0(y), y,u01(y)) = 0. (2.20)

Будем считать, что поведение z0 = z0(y) является желаемым для целей
управления (см. пример в § 3). Займёмся теперь формированием до-
полнительного управления ∆u1 в виде отрицательной обратной связи
∆u1 = −k⊤(z − z0) таким образом, чтобы желаемый изолированный
корень z0 был асимптотически устойчивым и область его притяжения
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захватывала начальные условия z(τ0) = a. Для того чтобы первый уро-
вень функционировал, необходимы: бортовой компьютер, работающий
в машинном ускоренном времени τ̃ , сенсоры, дающие информацию
о текущих значениях z(τ̃), и информация с верхнего (второго) уровня
управления о медленных переменных y. При этом можно воспользо-
ваться теоремой А.Н. Тихонова [96], которая утверждает, что в этом
случае справедливы следующие асимптотические равенства:

lim
µ→0

z(τ ) = z̃(τ ), τ ∈ (τ0, τ1],

lim
µ→0

y(τ ) = ỹ(τ ), τ ∈ [τ0, τ1],

где z̃(τ ), ỹ(τ ) — решения вырожденной системы



ϕ(z̃, ỹ,u1(y, z̃ − z0)) = 0,
dỹ

dτ
= f(z̃, ỹ,u2).

(2.21)

Таким образом, создав первый уровень, работающий в автомати-
ческом режиме (автопилот), удаётся помочь пилоту и облегчить его
роль, так как теперь для формирования стратегии второго уровня
управления u2 необходимо знание только вырожденной системы (2.21).
Функциональная схема двухуровневого полуавтоматического управле-
ния представлена на рис. 1.2.3.

Персональная
навигационная

система и
система

управления
2-й уровень

Исполн. мех. 2
Исполн. мех. 1

Движущийся
объект

Сенсоры
Система

управления
1-й уровень

z
y

u2

u1

Рис. 1.2.3

Сформированное таким образом двухуровневое полуавтоматическое
управление даёт возможность эффективно нейтрализовать различного
рода возмущения. Например, во время заноса автобуса водителю по-
могает антиблокировочная система (ABS), которая вместе с человеком
составляет два уровня управления автобусом при заносе.

В § 3 будет рассмотрена реализация двухуровневого полуавтомати-
ческого управления в динамике полёта.
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§ 3. Управляемые процессы в механике полёта
и биотехнологии

3.1. Управляемый полёт по глиссаде. Как и в примере 1.3, будем
считать летательный аппарат (ЛА) имеющим плоскость симметрии,
совпадающую с вертикальной плоскостью. Тогда можно отдельно рас-
сматривать боковое движение ЛА и движение в вертикальной плос-
кости. Для полётов в районе аэродрома пренебрегаем сферичностью
и вращением Земли и полагаем v2/(gr) ≪ 1. Поскольку изменение
высоты невелико, можно считать r ∼= rз, g ∼= g0 и ρ ∼= ρ0. Так как вре-
мя посадки относительно невелико, то можно пренебречь изменением
массы самолёта. Тогда уравнения ЛА в вертикальной плоскости (1.9)
примут следующий вид:

mv̇ = P cosα−X(v,α) −mg sinϑ,

mvϑ̇ = P sinα+ Y (v,α) −mg cosϑ,

ϕ̇ = ω,

Jzω̇ = Mz(v,α,ω, δ),

l̇ = −v cosϑ,

ḣ = v sinϑ,

(3.1)

где l = rзλ — дальность полёта, h — высота полёта, v — скорость
ЛА, ω — угловая скорость поворота корпуса ЛА, α = ϕ − ϑ — угол
атаки, ϕ — угол тангажа, ϑ — траекторный угол, Jz — момент инерции
корпуса (рис. 1.3.1).

Аэродинамические силы X и Y и момент Mz вычисляются согласно
соотношениям (1.10). В рассматриваемом случае управляемый объект

Рис. 1.3.1

имеет три степени свободы и два
управляющих воздействия — вели-
чину тяги P и отклонение руля вы-
соты δ. Желаемым движением яв-
ляется полёт с постоянной скоро-
стью по наклонной прямой, задава-
емой с помощью радиолуча (такая
прямая называется глиссадой):

v(t) ≡ v0,
h(t)

l(t)
≡ tg ε0, (3.2)

где ε0 — угол наклона глиссады,
v0 — постоянная скорость полёта
по глиссаде.

Дополнительно потребуем, чтобы во время спуска корпус ЛА зани-
мал горизонтальное положение (спуск по комфортабельной глиссаде).
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В этом случае желаемое движение удовлетворяет условиям

ω(t) ≡ 0, ϕ(t) ≡ 0,

ϑ(t) ≡ −ε0, α(t) ≡ ε0.
(3.3)

Предположим далее, что система управления тягой ЛА работает
идеально, т. е. точно выполняется требование постоянства скорости
движения v(t) ≡ v0. Тогда аналогично (1.11) из первого уравнения (3.1)
находим требуемую величину тяги:

P =
1

cosα
[X(v0,α) +mg sinϑ]. (3.4)

Из (3.1)–(3.4) следует, что управляемый процесс спуска по заданной
комфортабельной глиссаде осуществим, если аэродинамические харак-
теристики ЛА, наклон глиссады ε0 и угол отклонения руля высоты δ0
удовлетворяют условиям

Y (v0, ε0) + tg ε0[X(v0, ε0) −mg sin ε0] −mg cos ε0 = 0, (3.5)

Mz(ε0, 0, δ0) = 0. (3.6)

Здесь первое соотношение следует из второго уравнения системы (3.1)
с учётом (3.4), а второе условие — из четвёртого уравнения (3.1).

Предположим, что имеет место равенство (3.5) и уравнение (3.6)
разрешимо относительно δ0, δ0 = M−1

z (ε0, 0).
Изменение глиссадного угла ε удовлетворяет кинематическому со-

отношению
ε̇ =

v0 sin ε

h
sin (ϑ+ ε),

которое получается дифференцированием второго равенства (3.2).
Таким образом, управляемый процесс снижения ЛА с учётом рас-

смотренных выше требований имеет вид

ḣ = v0 sinϑ, ε̇ = v0
sin ε

h
sin (ε+ ϑ),

mv0ϑ̇ = [X(v0,α) +mg sinϑ] tgα+ Y (v0,α) −mg cosϑ,

ϕ̇ = ω, Jzω̇ = Mz(v0,α,ω, δ), α = ϕ− ϑ,

(3.7)

{h(t) = h0 − v0(t− t0) sin ε0, ε(t) ≡ ε0,ϑ(t) ≡ −ε0, ϕ(t) ≡ 0,

ω(t) ≡ 0, δ0 ≡M−1
z (v0, ε0, 0), t ∈ [t0, t0 + h0/(v0 sin ε0))}.

(3.8)

Рассматриваемый программный управляемый процесс (3.8) для си-
стемы (3.7) имеет место, если только балансировочный угол δ0 =
= M−1

z (ε0, 0) является допустимым углом отклонения руля высоты.
В большинстве случаев это требование выполняется. Линейные урав-
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нения в отклонениях (2.8) в данном случае примут вид

(∆ḣ) = v0 cos ε0∆ϑ,

(∆ε̇) =
v0 sin ε0

h0 − v0(t− t0) sin ε0
(∆ϑ+ ∆ε),

(∆ϑ̇) = −cα∆ϑ+ cα∆ϕ,

(∆ϕ̇) = ∆ω,

(∆ω̇) = mα∆ϑ−mα∆ϕ−mω∆ω −mδ∆δ,

(3.9)

где ∆ϑ = ϑ + ε0, ∆δ = δ − δ0, ∆h = h − h0, ∆ε = ε − ε0, ∆ϕ = ϕ,
∆ω = ω. Величины cα,mα,mω,mδ — производные правых частей (3.7)
по соответствующим переменным — являются положительными аэро-
динамическими параметрами ЛА. При выводе (3.9) использовалось
условие, справедливое для комфортабельной глиссады,

cϑ = mg(tgα cosϑ0 + sinϑ0) = 0.

При ∆δ ≡ 0 нулевое решение уравнений в отклонениях (3.9) не яв-
ляется асимптотически устойчивым (проверьте!). Поэтому возника-
ет необходимость построения дополнительного управляющего воздей-
ствия ∆δ, такого, чтобы ∆h → 0, ∆ε → 0, ∆ϕ → 0, ∆ω → 0, ∆ϑ → 0
при t → t1. Таким образом, приходим к задаче синтеза, которая полу-
чила название задачи синтеза автопилота для спуска по глиссаде.

Для решения этой задачи нам нужно иметь информацию о теку-
щих отклонениях, следовательно, требуются соответствующие датчики
и алгоритмы обработки измерительной информации и формирования
управления ∆δ. Решение задачи синтеза автопилота будет рассмотрено
в следующей главе (§ 5).

3.2. Полуавтоматическое снижение ЛА. Рассмотрим первые че-
тыре уравнения системы (3.1) в предположении, что

Mz = Mz(v,α, δ) = −̺v2

2
Sb(m0

z +mδ
zδ +mα

zα).

Пусть время спуска ЛА ≈ 30 секунд. Введём новые (безразмерные)
переменные: v = ṽv∗, ω = ω̃ω∗, t = τT∗, где v∗ = 300 м/c, T∗ = v∗/g .
Для определения ω∗ возьмём полупериод собственных колебаний ЛА
относительно центра масс (при mα

z = 1)

T 2
1 =

π2

ω2
0

=
2Jzπ

2

mα
z ̺v∗Sb

≈ 4 c2

— характерное время для ЛА определённого класса. Определим
ω∗ = 1/T1, а вторую компоненту управления как u2 = P = pp∗, где p —
безразмерно (управление u1 = δ уже является безразмерным). Так как
время спуска небольшое, то пренебрежём расходом массы топлива, т. е.
будем считать m ≡ const .
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Осуществим замену переменных и управления u2:

v∗m

T∗

dṽ

dτ
= p∗p cosα− v2∗

̺ṽ2

2
Scx(α) −mg sinϑ,

v∗m

T∗
ṽ
dϑ

dτ
= p∗p sinα+ v2∗

̺ṽ2

2
Scy(α) −mg cosϑ,

1

T∗

dϕ

dτ
= ω∗ω̃,

Jz
ω∗
T∗

dω̃

dτ
= −(mz(α, δ)v

2
∗
̺

2
Sb)ṽ2.

(3.10)

Обычно для характерного значения тяги p∗ выполняются соотношения

p∗ = mg =
̺v2∗
2
S. Тогда уравнения (3.10) можно записать в виде двух

подсистем
µ
dϕ

dτ
= ω̃ (µ =

T1

T∗
≪ 1),

µ
dω̃

dτ
= −mz(α, δ)ṽ

2,

dṽ

dτ
= −p cosα− cx(α)ṽ2 − sinϑ,

dϑ

dτ
= −p

ṽ
sinα+ cy(α)ṽ − cosϑ

ṽ
.

(3.11)

Таким образом, можно рассмотреть ситуацию полуавтоматического
управления, имеющего два уровня: нижний (первый) уровень — режим
автоматической стабилизации и верхний (второй) уровень — режим
пилотирования. Для формирования алгоритма автоматической стабили-
зации введём быстрое, или компьютерное, время τ̃ = τ/µ. Перепишем
первую подсистему (3.11) в быстром времени и назовём её присоеди-
нённой

dϕ

dτ̃
= ω̃,

dω̃

dτ̃
= −mα

z (ϕ− ϑ)ṽ2 −mδ
zδṽ

2 −m0
z ṽ

2.

(3.12)

Зафиксируем медленные переменные ϑ и ṽ и будем их рассматривать
как параметры. Алгоритм автоматической стабилизации представим в
виде δ = δ0 + ∆δ и выберем

δ0 =
mα

z

mδ
z

ϑ− m0
z

mδ
z

.

Тогда спуск, как и в предыдущем пункте будучи комфортабельным
(ϕ ≡ 0, ω ≡ 0), является единственной особой точкой. Дополнитель-
ный сигнал автоматической стабилизации выбираем таким, чтобы эта
изолированная особая точка была асимптотически устойчивой для под-
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системы (3.12). Понятие асимптотической устойчивости здесь понима-
ется в компьютерном времени (τ̃1 → ∞ при µ→ 0). Предположим, что
имеется точный датчик угловой скорости; тогда для асимптотической
устойчивости достаточно взять ∆δ = k1ω = (k1ω∗)ω̃, k1 > 0. Таким
образом алгоритм автоматической стабилизации имеет вид

δ =

(
mα

z

mδ
z

ϑ− m0
z

mδ
z

)
+ (k1ω∗)ω̃.

Одновременно, в данном случае можно утверждать, что выполнены
все условия теоремы Тихонова [96] и поэтому можно ограничиться
рассмотрением вырожденной системы для верхнего уровня:

dṽ

dτ
= −p cosϑ− cx(−ϑ)ṽ2 − sinϑ,

dϑ

dτ
=
p

ṽ
sinϑ+ cy(−ϑ)ṽ − cosϑ

ṽ
.

(3.13)

Естественно от скалярных уравнений (3.13) перейти к уравнениям в
исходных переменных и в векторном виде:

m
dv

dt
= P + A +mg (3.14)

Если ввести понятие перегрузки

n =
A + P

mg0
=

1

g0

(
dv

dt
− g

)
,

то можно говорить о системе персональной навигации пилота, одним из
основных элементов которой являются отолитовы органы вестибуляр-
ного аппарата человека, реагирующие на кажущееся ускорение g0n.
Таким образом, вырожденная система (3.13), приближённо описываю-
щая движение центра масс ЛА, является очень важной для пилота,
так как по своим ощущениям, благодаря реакции механорецепторов на
перегрузку n, он может составить правильное представление о полёте
и соответственно изменить его в случае необходимости.

Полукружные каналы вестибулярного аппарата реагируют на уг-
ловое ускорение ω̇ и поэтому в принципе можно говорить и о воз-
можности реакции на переменную угловую скорость. Однако эта ре-
акция в основном используется для стабилизации взгляда и, кроме
того, запаздывание этой первичной информации об угловом движении
составляет 0,1–0,5 c. Поэтому реакция пилота, в том числе и его глазо-
двигательного аппарата (ещё одной из основных частей персональной
навигации), на быстро меняющееся угловое движение ЛА не явля-
ется своевременной. В случае, когда период собственных колебаний
ЛА составляет секунды, пилоту предъявляются жёсткие требования
по функционированию его системы персональной навигации. Поэтому
несколько десятилетий тому назад для улучшения качества пилотиро-
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вания стали переходить с ручного управления на полуавтоматическое
двухуровневое управление полётом.

Аналогичная ситуация сейчас происходит в автомобильной про-
мышленности, где всё большее значение находят антиблокировочные
и антизаносные системы, которые функционируют в экстремальных
ситуациях вождения автомобиля, когда управление движением стано-
вится двухуровневым и полуавтоматическим.

3.3. Управление ростом биомассы. Одна из бурно развивающих-
ся в последнее время областей прикладной науки — биотехнология.
Это связано, в частности, с новыми методами производства лекарств,
среди которых важное место занимает управляемое культивирование
микроорганизмов.

В настоящем пункте исследуется возможность управления ростом
массы микроорганизмов на примере процесса культивирования бакте-
рии Escherichia coli для получения α-интерферона. Приведём сначала
краткие сведения о бактериях вообще. Большинство видов бактерий
представлены одноклеточными формами размером до 0,001 мм. Одни
бактерии являются причиной многих болезней, другие, наоборот, помо-
гают людям, например, приготавливать сыр, простоквашу и т. д. Каким
же образом удаётся бактериям выполнить такую работу? Ответ на этот
вопрос следующий. Внутри бактериальных клеток находятся фермен-
ты — биологические катализаторы, с помощью которых происходит
химическое превращение веществ.

Бактерии размножаются делением, причём очень быстро: при бла-
гоприятных условиях спустя всего 10 ч из одной бактериальной клетки
появляется свыше 4 млрд потомков. При этом они потребляют дешёвые
питательные вещества (субстраты).

Получение большой массы бактерий — биомассы — поставлено
в настоящее время на промышленную основу с помощью биотехноло-
гии. Благодаря биотехнологии были разработаны новые методы произ-
водства лекарств с помощью управляемого культивирования микроор-
ганизмов. Рассмотрим процесс роста колибактерий в зависимости толь-
ко от субстрата. Процесс происходит в ёмкости, в которой в начальный
момент t0 имеется объём V0 питательной среды с концентрацией s0
субстрата S. В эту среду засевают определённое количество X0 биомас-
сы (микроорганизмов), при этом концентрация биомассы x0 = X0/V0.
Затем в ёмкость начинают подавать питательную среду с постоянной
концентрацией sin со скоростью v = dV/dt, где V — текущий объём
в ёмкости. Выхода из ёмкости нет. Предполагается, что поступающий
субстрат мгновенно перемешивается с помощью мешалки-мотора и все
физические и химические условия постоянны и благоприятны для
жизни микроорганизмов.

В этих условиях механизм роста биомассы подчиняется следующе-
му закону [82]: скорость роста биомассы пропорциональна её количе-
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ству, т. е.
dX

dt
= µX. (3.15)

Коэффициент пропорциональности µ зависит от концентрации суб-
страта в среде. Функция µ(s) полностью определена, если задан вид
микроорганизмов и субстрат. Мы рассмотрим случай, когда

µ(s) =
µms

Km + s+ s/Ki
, (3.16)

где µm, Km, Ki — положительные постоянные параметры.
Для построения математической модели роста биомассы введём

понятие экономического коэффициента 1/K1 = −dX/dS, выражающего
количественную потребность микроорганизмов в пище; в указанных
условиях экономический коэффициент постоянен [82].

Учитывая, что в ёмкость поступает субстрат с концентрацией sin,
уравнение баланса субстрата можно записать в виде

dS = −K1dX + sindV ,

откуда получаем уравнение изменения субстрата

dS

dt
= −K1µ(s)X + sin

dV

dt
. (3.17)

Перепишем уравнения (3.15), (3.17) в терминах концентраций, под-
ставляя X = V x, S = V s и вводя обозначение

u =
1

V

dV

dt
.

Из (3.15) следует

V
dx

dt
= µ(s)V x− dV

dt
x ⇐⇒ dx

dt
= (µ(s) − u)x. (3.18)

Из (3.17) получим

V
ds

dt
= −K1µ(s)V x+ sin

dV

dt
− dV

dt
s ⇐⇒

⇐⇒ ds

dt
= −K1µ(s)x+ (sin − s)u. (3.19)

Предположим, что имеется измерительное устройство, поставляющее
первичную информацию

z = K2µ(s)x, (3.20)

где K2 > 0.
Тогда система уравнений, описывающая процесс роста биомассы

и поступающую информацию о нём, согласно (3.18)–(3.20) имеет вид




ẋ = (µ(s) − u)x,

ṡ = −K1µ(s)x+ (sin − s)u,

z = K2µ(s)x.

(3.21)
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Величина

u =
1

V

dV

dt
= v

/(
V0 +

t∫

t1

v dτ

)
> 0

находится в нашем распоряжении, так как можно задавать нужную
скорость поступления питательной жидкости в ёмкость. Таким обра-
зом, u — управление.

Рассмотрим поведение функции µ(s) при положительных значени-
ях s:

µ(s) =
µms

Km + s+ s2/Ki

.

В этой полуплоскости µ(s) имеет только один экстремум — макси-
мум в точке sп =

√
KmKi (рис. 1.3.2).

-

6µ

s0 sп
-

6

0 t

x0

x∗

xп(t)

Рис. 1.3.2 Рис. 1.3.3

Поставим задачу о нахождении управления, при котором скорость
роста биомассы максимальна. Из (3.15) получаем, что эта задача сво-
дится к поддержанию концентрации субстрата постоянной и равной sп.
При этом предполагается, что sin > sп.

Следовательно, требуется найти такое управление uп(t), при кото-
ром имеет место процесс

Pп = {xп(t); sп(t) ≡ sп; t ∈ [t0, t1)}.
Процесс Pп назовём желаемым (программным) процессом.

Положим в системе (3.21) x = xп(t), s ≡ sп(t), u = uп(t), откуда

uп(t) =
µ(sп)

x∗
xп(t),

где x∗ = (sin − sп)/K1 и xп(t) удовлетворяет дифференциальному урав-
нению

dxп
dt

=
(
µ(sп) − µ(sп)

x∗
xп(t)

)
xп(t).

Это частный случай уравнения Риккати. Напишем решение с началь-
ным условием xп(t0) = x0:

xп(t) =
x∗x0

(x∗ − x0)e
−µ(sп)(t−t0) + x0

.
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Будем предполагать, что x0 мало, т. е. выполняются неравенства
0 < x0 < x∗ (рис. 1.3.3).

Желаемый процесс принимает вид

Pп = {xп(t) =
x∗x0

(x∗ − x0)e
−µ(sп)(t−t0) + x0

; sп(t) ≡ sп; t ∈ [t0,∞)}.
(3.22)

Рассмотрим теперь вопрос об устойчивости этого процесса. Вначале
получим представление о фазовом портрете системы (3.21). Из первого
и второго уравнений вытекает, что

K1ẋ+ ṡ = −K1ux+ (sin − s)u ⇐⇒

⇐⇒ d

dt
(K1x+ s− sin) = −u(K1x+ s− sin).

Отсюда следует, что точки прямой K1x + s = sin не покидают её,
и в силу того, что u > 0, точки, лежащие вне этой прямой, двигаются
приближаясь (когда u > 0) или параллельно (когда u = 0) к ней.

В самом деле, обозначив через d =
|K1x+ s− sin|√

K2
1 + 1

расстояние от точки

(s,x) до прямой K1x+ s = sin, получим

ḋ = −ud.
Так как xп(t) монотонно возрастает и lim

t→∞
xп(t) = x∗, то

γ(t) = µ(Sп) − uп(t) =
µ(sп)

x∗
(x∗ − xп(t))

монотонно стремится к нулю при t→ ∞ (рис. 1.3.4).
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Рис. 1.3.4 Рис. 1.3.5

Рассмотрим сколь угодно малое отклонение от желаемого процесса
s = sп + ε, ε > 0, и обозначим δ(ε) = µ(sп) − µ(sп + ε). Пусть t доста-
точно большое и выполняется неравенство

µ(sп + ε) − uп(t) = γ(t) − δ(ε) < 0.

Для простоты предположим, что точка (s,x) оказалась на прямой
K1x + s = sin. Из того что точка не покидает этой прямой, следует,

2 Оптимальное управление
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что движение на фазовой плоскости определяется изменением только
одной из переменных: s или x.

Так как ẋ = (µ(sп + ε) − uп(t))x < 0, то точка (s,x) движется в
сторону возрастания s, при этом δ(ε) = µ(sп) − µ(sп + ε) возрастает,
а γ(t) монотонно убывает. Следовательно, неравенство

µ(sп + ε) − uп(t) = γ(t) − δ(ε) < 0

сохраняется в дальнейшем, т. е. точка движется вниз по прямой к точке
(sin, 0) (рис. 1.3.5).

Таким образом, на этом примере показана неустойчивость нестаци-
онарного процесса (3.16), когда u = uп(t), т. е. необходима стабилиза-
ция с помощью управления u = uп + ũ.
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СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ

И ЛИНЕЙНЫЙ СИНТЕЗ

§ 1. Критерии управляемости и наблюдаемости

В гл. 1 была поставлена задача стабилизации динамической систе-
мы путём введения в систему обратной связи. Было сказано, что во
многих случаях допустима линеаризация относительно программного
движения, и тогда задача сводится к следующему.

Вводится вектор рассогласования — вектор состояния x, поведение
которого описывается уравнениями в вариациях

ẋ = Ax+Bu+ q, (1.1)

z = Hx+ r.

Здесь A,B,H — известные, зависящие, вообще говоря, от времени
матрицы, u — вектор входа (управления) системы, z — вектор выхода
(измерения), q и r — немоделируемые возмущения. Мы полагаем, что
параметры моделируемых возмущений включены в вектор состояния x.

Систему (1.1) будем называть стабилизируемой, если существует
такой оператор L[z] (L[0] = 0), что при u = L[z] и равных нулю q и r
тривиальное (нулевое) решение уравнения

ẋ = Ax+BL[Hx] (1.2)

асимптотически устойчиво.
Точно так же вектор x⋆ = Gx (G — некоторая матрица) будем

называть стабилизируемым, если существует управление u = L[z], при
котором в отсутствие возмущений q и r x⋆ → 0 при t → ∞, где x —
решение уравнения (1.2).

При rang G < dim x будем говорить о стабилизируемости системы
относительно части переменных.

Как уже говорилось, одна из интерпретаций задачи стабилизации
состоит в её расщеплении на две подзадачи. Первая из них — постро-
ение при помощи измерения z оценки x̃ = L1[z], вторая — построение
управления u = L2[x̃].

Возможность решения каждой из этих подзадач тесно связана
с двумя характеристиками внутренних свойств системы, введёнными
Калманом, — управляемостью и наблюдаемостью. К изучению резуль-

2*
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татов, связанных с указанными характеристиками, мы сейчас и присту-
паем. Заметим только, что соответствующая теория оказывается шире,
чем просто ответ на вопрос о стабилизируемости.

Особое внимание будет уделено частному стационарному случаю
(A, B и H — константы), для которого получены наиболее глубокие
и конструктивные результаты.

Прежде, чем излагать теорию, опирающуюся на понятия управля-
емости и наблюдаемости, рассмотрим два примера, поясняющих суть
обсуждаемых далее вопросов.

П рим е р 1.1. Рассмотрим систему с управлением u

ẋ1 = λ1x1 + u,

ẋ2 = λ2x2 + u.

Пусть величины x1 и x2 доступны измерению. Тогда управление u
можно организовать в виде линейной обратной связи u = c1x1 + c2x2.
Характеристическое уравнение системы будет иметь вид

λ2 − (λ1 + λ2 + c1 + c2)λ+ λ1λ2 + c1λ2 + c2λ1 = 0.

Пусть целью управления является построение системы с заданным пе-
реходным процессом, что эквивалентно заданию характеристического
уравнения

λ2 + aλ+ b = 0.

Эта цель достигается при c1 и c2, удовлетворяющих системе уравнений

c1 + c2 = −a− λ1 − λ2,

λ2c1 + λ1c2 = b− λ1λ2.

Решение однозначно при λ1 6= λ2. Если a > 0, b > 0, система асимпто-
тически устойчива и, значит, стабилизируема.

При λ1 = λ2 = λ0 сделаем замену переменных

y1 =
x1 + x2

2
, y2 =

x1 − x2
2

.

Имеем

ẏ1 = λ0y1 + u,

ẏ2 = λ0y2.

Из полученного следует, что в рассматриваемом случае можно управ-
лять переходным процессом только частично.

Заметим, что при λ0 < 0 система стабилизируема.
П рим е р 1.2. Рассматривается система с измерением z

ẋ1 = λ1x1, z = x1 + x2,

ẋ2 = λ2x2.


