
Гантмахер Ф.Р.

Теория матриц

МОСКВА
ФИЗМАТЛИТ ®



УДК 512.83
ББК 517.1

Г 19

Га н т м а х е р Ф. Р. Теория матриц. — 5-е изд., — М.: ФИЗМАТЛИТ, 2010. — 560 с. —
ISBN 978-5-9221-0524-8.

Книга посвящена матричному исчислению. В ней наряду с собственно теорией матриц
содержится изложение ряда математических проблем, решение которых достигается примене-
нием развитой матричной техники. Большое внимание уделяется вопросам интегрирования и
проблеме устойчивости систем дифференциальных уравнений.

Четвертое издание — 1988 г.
Для студентов старших курсов и аспирантов (математиков, механиков, физиков и др.),

а также для математиков, программистов, механиков, физиков и инженеров, использующих
матричный математический аппарат.

О т в е т с т в е н ный р е д а к т о р:

В. Б. Лидский

Ил. 11. Библиогр. 302 назв.

ISBN 978-5-9221-0524-8

c© ФИЗМАТЛИТ, 2004, 2010

c© Ф.Р. Гантмахер, 2004, 2010



����������

��������	�� 
	���
 � ��	��� ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��������	�� ���
����
 �� 	������ ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������

�	���
 ������

����� I� ������� � �	
���� ��� ����

x ��  
���!"� #���	�"� �$���
%���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
x '� ���(���� � ����(���� �&���)��*�"+ �
���! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,
x ,� -	
��
��"� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''
x .� ����!����	
��"� �
���!"�  ����" �$�
���/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � '�
x 0� #$�
1���� �&���)��*�"+ �
���!� ���	���$�
��
& �
���!
 � � � � � � � � � � � ,�

����� II� �������� ������ � �	������	 	�� ����	�	��

x ��  ���� �����%���& 2
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,3
x '�  �+
��%���
& ��������
!�& 
�)�����
 2
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .,
x ,� 4�������
����� ��(����	� ���*	����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .0
x .� �
���(���� �	
��
���/ �
���!" �
 ����)��*�"� ���(����� � � � � � � � � � � � .�
x 0� �
�$����� �
���!" �
 $����� ��+���
 ������	
��& � $��%�"�� �
���!
���

#$�$1���"/ 
�)����� 2
���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0,

����� III� ���	
��	 ��	������ � n��	���� �	�������
�����������	

x �� ��������� �����
���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 5,
x '� 6���/�"/ ���
���7 ���$�
(
�1�/ n8������ �����
���	� 	 m8������ � � � 5�
x ,� ���(���� � ����(���� ����/�"+ ���
����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 53
x .� ����$�
��	
��� �������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
x 0� 9�	�	
�����"� �
���!"� �
�) ���
���
� :��
	����	
 ���*	����
 � � � � � � � �'
x 5� 6���/�"� ���
���"7 ���$�
(
�1�� n8������ �����
���	� �
�� 	 ��$& � � � �5
x �� ;
�
��������%����� %���
 � ��$��	���"� 	�����" ����/��)� ���
���
 � � � �3
x <� 6���/�"� ���
���" �����/ ��������" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <�

����� IV� ������	������	���
 � ����������
 �������	��
�������

x �� ���(���� � ����(���� �
���%�"+ ���)�%����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <.
x '� ��
	�� � ��	�� ������& �
���%�"+ ���)�%����	� #$�$1���
& ������
 =��� � <5
x ,� ;
�
��������%����/ ���)�%��� �
���!"� ������������
& �
���!
 � � � � � � <3
x .�  ���� 4�-� >
����	
 ����	�������)� 	"%������& ��?@@�!�����	 +
�
������8

��%����)� ���)�%���
 � ������������/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3,
x 0�  ����
�*�"/ ���)�%��� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 30

����� V� ������� �������

x �� #��������� @���!�� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 33
x '� A������&!����"/ ���)�%��� 6
)�
�(
B���*	����
 � � � � � � � � � � � � � � � � ��,
x ,� 4��)�� @���" ���������& fCAD� -�������" �
���!" A � � � � � � � � � � � � � ��5
x .� ������
	����� @���!�/ �
���! �&�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
x 0� :������"� �	�/��	
 @���!�/ �� �
���! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��.



� ����������

x 5� ���������� @���!�/ �� �
���!" � ����)����	
��� ������" ����/�"+ ��@8
@����!�
�*�"+ ��
	����/ � ����&��"�� ��?@@�!����
�� � � � � � � � � � � � � ��3

x �� E���/%�	���* �	�(���& 	 ���%
� ����/��/ ������" � � � � � � � � � � � � � � � � � �'0

����� VI� �������	����	 ��	���������� �������	����
������� ��������	��� �	��� ��	�	������� �	���	�	


x �� 9������
��"� ���$�
��	
��& ���)�%�����/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � �,�
x '� -
����%����/ 	�� �8�
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �,,
x ,� A�	
��
���"� ���)�%���" � ?������
��"� �������� ���)�%�����/ �
���!" �,�
x .� 9�	�	
��������* ����/�"+ �	�%����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.'
x 0� -������/ ���$�& �
���! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �..
x 5� :���
�*�"� @���" �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.0
x �� 9������
��"� �������� �
���!" fCAD � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �.3
x <� #$1�/ ����� ��������& ���$�
���1�/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0'
x 3� �����/ ����� ��������& ���$�
���1�/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � �05

����� VII� ��������� ���	
���� ��	������ � n��	����
�����������	 ��	��	����	��� �	��� ��	�	�������

�	���	�	
�

x ��  ����
�*�"/ ���)�%��� 	�����
7 �����
���	
 C���������*�� �
�
���)� ��8
��/��)� ���
���
D � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �50

x '� �
�1������ �
 ��	
��
���"� �������
���	
 � 	�
���� ����"�� ����8
�
�*�"�� ���)�%���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �5�

x ,� ��
	����&� :
������
���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �53
x .� �
�1������ �����
���	
 �
 !����%����� ��	
��
���"� �������
���	
 � ���
x 0� :���
�*�
& @���
 �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��0
x 5� A�	
��
���"� ���)�%���"� 9������
��"� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��<
x �� :���
�*�
& (���
��	
 @���
 �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �<�
x <�  ���� ��:� -�"��	
 ���$�
��	
��& 	���	�)� ��
	����& � � � � � � � � � � � � � � �<,

����� VIII� ��������	 �����	��

x �� E�
	����� AX F XB � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �3,
x '� �
���"/ ���%
/G A F B� ������
��	�%�"� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � �3�
x ,� E�
	����� AX �XB F C � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '��
x .� ��
�&���� ��
	����� fCXD F � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '��
x 0�  
���%��� ���)�%������ ��
	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�'
x 5� A�	��%���� ����& m8/ ������ �� ��	"��(�����/ �
���!" � � � � � � � � � � � � '�0
x �� A�	��%���� ����& m8/ ������ �� 	"��(�����/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � '�<
x <� 6�)
��@� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�'

����� IX� ���	
��	 ��	������ � ��������� �����������	

x �� #$1�� ���$�
(���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�0
x '�  �����
!�& �����
���	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�0
x ,� -������/ 2�
�
 ����/��/ �
	�������� 	������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�<
x .� #���)��
�*��� ��������	
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''�
x 0� 2�������%����/ ��"�� ����������& 2�
�
 � �������"� ���
	����	
 � � � � � '''
x 5� #���)��
���
!�& �&�
 	������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ''0
x �� #����������	
��"/ $
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ',�
x <� ���&(���"/ ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ','
x 3� :���
�*�"� ���
���" 	 ����
���� �����
���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ',0
x ��� ����� ����
�*�"+7 ?�����	"+7 ����
��"+ ���
����	 � � � � � � � � � � � � � � ',�
x ��� :�����!
���*�"� � ���(����*�� ���������"� ?�����	" ���
���" � � � � � '.�
x �'� ���&���� �
���(���� ����/��)� ���
���
 	 ����
���� �����
���	�� >��8

���" -?�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '.'
x �,� 6���/�"� ���
���" 	 �	�����	�� �����
���	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '.5
x �.� ���&���� �
���(���� ���
���
 � @�����" -?�� 	 �	�����	�� �����
���	� '0'



���������� �

x �0� -���������1�� ����
�*�"� ���
���" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '00
x �5� ���	���$�
��"/ ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '0�

����� X� �����������	 � �������� �����

x �� ����$�
��	
��� �������"+ 	 �	
��
��%��/ @���� � � � � � � � � � � � � � � � � � '03
x '� ���	������ �	
��
��%��/ @���" � ����� �	
��
��	� H
��� ����!�� � � � � � '5�
x ,�  ���� 6
)�
�(
 ��	�����& �	
��
��%��/ @���" � ����� �	
��
��	� >��8

���
 ���$� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '5,
x .� ����(����*�"� �	
��
��%�"� @���" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '5<
x 0� ���	������ �	
��
��%��/ @���" � )�
	�"� ��&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � '��
x 5� ��%�� �	
��
��%�"+ @��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '�'
x �� 9������
�*�"� �	�/��	
 +
�
��������%����+ %���� ��)��&���)� �%�
 @��� '��
x <�  
�"� ����$
��& ������" � n �����&�� �	�$��" � � � � � � � � � � � � � � � � � � '<.
x 3� 9�����	" @���" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '<<
x ��� 2
�����	" @���" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � '3,

����� ��#���

	�������
� ����	
 � ���������

����� XI� �����	����	 ����	����	���	 ��������	����	���	
� ������������	 �������

x �� :������"� @�����" ��& ��������"+ ����)��
�*�"+ � ����
��"+ �
���! � ,��
x '� ���&���� �
���(���� ���������/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�0
x ,� :���
�*�
& @���
 ���������/ ��������%����/ �
���!" � � � � � � � � � � � � ,��
x .� :���
�*�
& @���
 ���������/ ������������%����/ �
���!" � � � � � � � � � ,�3
x 0� :���
�*�
& @���
 ���������/ ����)��
�*��/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � ,�.

����� XII� ���������	 ����� ������

x �� �	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�<
x '� ��)��&��"/ �%�� �
���! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�3
x ,� ���)��&��"� �%��� ������
 � ��	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,'�
x .� -
����%���
& @���
 ���)��&���)� �%�
 �
���! � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,'5
x 0�  ����
�*�"� ������" �%�
� -������/ ����)�/ ?�	�	
��������� �%��	 � � ,'<
x 5� ���)��&��"� �%�� �	
��
��%�"+ @��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,,�
x �� �����(���& � ��@@����!�
�*�"� ��
	����&� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,,.

����� XIII� ������� � �	�������	������ ��	�	�����

x �� #$1�� �	�/��	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,,�
x '� �����
�*�"� �	�/��	
 ���
���(��"+ ������!
���*�"+ �
���! � � � � � � � � ,,3
x ,� �
���(��"� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,.3
x .� :���
�*�
& @���
 �
���(���/ �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,05
x 0� �������	�"� � ��������	�"� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,5�
x 5� ���+
���%����� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,5.
x �� ������*�"� 	���&������ ��& ���������/ !��  
���	
 � ����%�"� %�����

�����&��/ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,5<
x <� ����� ������!
���*�"� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,�5
x 3� #�!���&!����"� �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,<�

����� XIV� ��������	 ����	��� �	��������� � ����������
������	���� ����	��


x �� -������/ ��)��&������ ��
�
�
 � �)� �$�$1���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,<�
x '� :���
 �
���!" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,3�
x ,� �
������
����� �������& ��
�
�
 �
 $��%�"� �
���!" � � � � � � � � � � � � � ,3'
x .� -������/ ��)��&������ >�����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,3.
x 0� -��)� 2��I)����
 � ���)�� �$�
��� ���
���
!�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,30



� ����������

����� XV� �����!	�� �	���� ������ � ����	������" ����	�
���	
��� ����	�	��������� �����	��


x �� ������" ����/�"+ ��@@����!�
�*�"+ ��
	����/ � �������"�� ��?@@�!�8
���
��� #$1�� ��&��& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ,33

x '� ����$�
��	
��� 6&���	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .�'
x ,� ���	����"� ������" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .�,
x .� -
����%���
& @���
 ��	�����/ ������"� ������
 ���)��
 � � � � � � � � � � � .�0
x 0�  
���!
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .�<
x 5�  ��*�����
��	�"/ ����)�
�� A�@��������
�*��� ��%������� ���*����
 � � .�'
x �� 4�@@����!�
�*�"� ������" 	 ���������/ �$�
���� #$1�� �	�/��	
 � � � � � .�5
x <�  ��*�����
��	�"/ ����)�
� 	 ���������/ �$�
��� � � � � � � � � � � � � � � � � .�<
x 3� A������	
��
& ���$
& ��%�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .''
x ��� ��)��&��
& ���$
& ��%�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .'�
x ��� ���	����"� 
�
����%����� ������" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .,3
x �'� ��
����%����� @���!�� ���)�+ �
���! � �+ ��������� � �������	
���

��@@����!�
�*�"+ ������� �
$��" A� �� 6
�84
����	���)� � � � � � � � � � � ..'

����� XVI� �����	�� �����#������� � ��	!��	 �������

x �� �	������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ..0
x '� A�����" -�I� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ..5
x ,� ��)����� �
��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ..3
x .� #��$"� ���%
�� ������" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .0'
x 0� ������
 6&���	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .00
x 5� ������
 �
��
82��	�!
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .03
x �� >�����
 #��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .5.
x <� #��$"� ���%
� 	 ������� �
��
B2��	�!
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .55
x 3�  ���� �	
��
��%�"+ @���� #��������� %���
 �
���%�"+ 	�1���	���"+ ���8

��/ ���)�%���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .53
x ��� =������%�"� )
�����	" �
���!" ����%��)� �
�)
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � .��
x ��� #��������� ������
 ����	��*��/ �
!���
�*��/ ���$� %���� ��?@@�!����"

%�������� � ��
���
���& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .�,
x �'� ������ ���
�
���*��	� ������" �
��
B2��	�!
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .<�
x �,� :������"� ��������& � ������� �
��
B2��	�!
� -������/ ����/%�	���� 6*�8

�
�
 � J�
�
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .<,
x �.� :������"� �	�/��	
 ���)�%���
 2��	�!
� ������
 �����*��
� ������
	�����

���)�%����	 2��	�!
 �� ���1� �����"	�"+ ���$�/ � � � � � � � � � � � � � � � .<�
x �0� #$�
��* ����/%�	����� �
�
����"  
���	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .3,
x �5� �	&�* � ��$����/ �������	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � .35
x ��� �	&�* ��(�� ����������&�� 2��	�!
 � ����������&��  
���	
 � � � � � � � .33
x �<� ������"  
���	
 � ��$"I�	
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0��
x �3� #$�$1���
& �
�
%
 �
��
B2��	�!
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0��

������	
�	� �	���	����� �� ������	���� � ����������
���	� ��� �� ������	�

x ��  
(������1�� ������	
���*����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�3
x '� :��
	����	
 :�/�
�
B;���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�'
x ,� :��
	����	
 ��/�& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�5
x .�  
����
�*��8�����
�*�"� �	�/��	
 ���� � ����	�����/ ��$��	���"+ %�8

��� ?�����	"+ ���
����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0�<
x 0� :��
	����	
 ��& ��$��	���"+ � ���)��&��"+ %���� ���� � ����	�����/ ��8

�
����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0'.
x 5� 4��)
& ���
��	�
 �
�
%� � ������ ����" � ����	�����& ?�����	"+ ��8

�
����	 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0'�

�����%
��& � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0,,

����� �����
���" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0,3

��������"/ ��
�
���* � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 000



����	����� ������ � ������ �������

� ����	
��� ���
 �������	� ���������� ���	�	 ������
���
  ���������
	�����
� ����������� ��������� ��	��������	� ������� ��	��������	� ������	�
������� � ��  � � �	 !� ���
 ��  �	����	�� ��  ��	������	� �������"�� ���
���#�� �	�	��
  	����	��	 �	��	 	������ �� ��� 	��	�� ��	��� �����$� ���
� ����		������� �� ����	!���
� %����
 ���#� ��� ����
�� �	�	� �	����" 	��
�	����& ��	� ��	���  ������������	� �������"��� � 	��	� ���#� ��!�� �"���
���$�� �	 ��	��� �����$ � �� ����	!���
�� �������� ��	�	�  ����	� ���
 ��
��	�
!���� �	��� ��� '( ���  )	��	��	� *	�" �������	� "���������� ���
)� �� +	�	�	�	��  ,�������	� *	�" �������	� "���������� �  )	��	��	�
�����	����������	� ������"���

-��#� ���������� �� �	�&�	 �� ���������	 .��" ���	� ��������	� ��"����
���	����	/� �	 � �� ���$������	  ���!��� 	�����
� .�����	� ��!����	�
����� 	������/� �������"0����
 ���������	� � �� ����	!���
��� 1	��	�" ��
�	� ��������
 � ����& ���	!���� ��������� 	��	!�	 �	���  	��"����� ��� �	�
��#�
 " �������
 �	�&�	 ����	���	 � ��	���� 	��� �������� � �"��	� �����
����������  	�2��� ��	#����� �"��� +��& 	� ��&��� ����#����  �	��� �
��� #���� ���#� ����"0�  	�	������&��� �������������� ������ " �������
�
-�	�� �	#	� ��	� �������
 � ����& ���	!���� 	� ��&��� #�� 	��	!�	 �	���
����������  �"# 	�  �"#�� ,��� ��������� #��� V 34"��$�� 	� �����$�5 ��
	�������
 �� ��������� �	��������  #���� II � III� � ��� !� ������ #��� V�
# � ����� ���	�&�"0��
 	��	��� �	�
��
� � �����  #��� IV� ���0��

�		�����"0��� ������� ,���� 	����	�� �������&� "!� ����	��� � ���������
�� ��	��� �����$� ����� 	��	!�	��& ���	��� �����	 �����"���& � �����0
�������"0��� �#	 #�� ���#��

-��#� �	��	�� ��  "� ������� �	 ��!���� '� #���
� #���� I � III ���	 
��
 ���	�����&��� �� ���
 	 �����$�� � ��������

	�����	��� � "�����������
 �
�& ��! " 	�����	���� � �����$����

� #��� II ����#�0��
 ��	���������� 	��	� ���	 � ����0����
 *�"��� �
�
������ � ��� ���������� ���	 	 ������
 ������� n �������� "�������
��� �	�&�	� n� � ��	� !� #��� �������& ����	����
 � ������	� 	�����	���

� �����$���� ��������� �� ��
�	"#	�&��� 3������5 ��� 3��	��5�

� #��� VI 	 
��
 ���0��� �"� �������&�	� �������� 3����������������
���5 � 3�������&���5 ��	#	����� �� ����	� �����$�� 3����	� ������
5 �
3���� ����
 ����	� ������
5 �����$��

� #��� V� �	�
����	� �"��$�
� 	� �����$��  �0��
 ���	� 	���� 	��� ��
����� � �	�������� ��	�	�� ��������
 f.A/� # � f.�/ 6 �"��$�
 ����
��	#	
��#"����� �� � A 6 �� �����
 �����$�� 1	�
��� �"��$�� 	� �����$� ���	�&�
�"���
  x � � x � ��	� #���  �
 ���	! ���
 � �	��	#	 ����� 	���
 ������

������� ��������  �������$���&��� "������� ���	#	 �	�
 �� � �	��	
����
�� �	����$�������� -�� �	�
��� 	 �"��$�� 	� �����$�� ��� � �
����	� � ���
����� 	���� ������� ��������  �������$���&��� "������� � �	��	
�����
�	����$������� ���	#	 �	�
 �� 	����0��
 �	�&�	 �� �	�
��� 	 �������&�	�
��	#	����� �����$� � �� ���	�&�"0� . 	������ 	� 	����	#	 ���	!���
/ ��� ���
�����	� 3��	��� ������������  ��������5� �	�	��
 ����#����
  �	��� "0���



7 	
�������� ���
� � ��
��� �������

#���� VI � VII�

1���� �
�& #�� 	�����0� ���	�	��� $��� �� ���� 	 �����$�� � ��
���������
�� 8	��� #�"�	��� 	��	�� ��	��� �����$ �
���� � ���� �����
�����$� � �	����&�	� �	���� 9�	 ���� ���� ��		 ���
 �� 	��	� ��	��� ����
���������  �������� ������������� �� " �!�	��� ��	� ��	���  ���#�  ���
 � �� ���	!���
: �����������	� 6  #��� VI � #�	���������	� 6  #��� VII�
;������� ������� �������
 �� x ( � x 7 #��� VI�  �	�	��� ����������0��
�
 ���������� ���	 � ���	! ���
 �����$�� ���	����"0���  ���"0 ������
$" � �	����&�	� �	���� � x 7 #��� VII �	 �	��	 ����� "���
 ���	 ��� � <�
=� -���	�  �
 ����������	#	 ��������
 �	����$����	 ����������������	#	
��	#	������

� #��� VIII ����0��
 ��������� "������
 ���	�	��� ���	� > ��& !� ����
����������
 �� ��� 	� 	��� ������ ��� �����$� ��������		���� �  ���	�� �
 ����&�	 ��"��0��
 ��	#	������� �"��$�� 	� �����$� mpA� lnA�

*��� IX � ? �	�
���� ��	��� �������� 	�����	�	  "������	� ��	������
��� � ��	��� �� �������� � �����	�� �	��� 9�� #��� �� 	����0��
 ��
��	��0 ������������  �������� ������������ � ���	�&�"0� �� ��� � "��#	
��������� ���& 	��	��� �� ���
 	 �����$�� � �������� 	�����	���� ���	�
!�����  ����� ���� #���� ���#�� � x @ #��� ?  ����
 ����	!���� ��	���
�	�� � ����� 	���0 #����� �	������� ������� � n ������
�� �	�	 �� � x 'A
��	� !� #��� ���� ��� �	���� ����� 	���
 4�	����"�� �	 ��	��� #��������
�	��� 9�� ����� 	���
 ������
0��
   ��&������  #��� XV ��� �����	����
��� 	�	��� ��"���  ��	����� B�"��C*"��$��

1	��� ��� �
�& #�� �	����
0� �	�"0 ����& ���#�� � #��� XI 	��� ��
0��
�
 �	����&��� �	���  �
 �	��������� ��������������� �	�	��������������
� 	��	#	���&��� �����$ � "��������0��
 ���������� �
�� ���� �����$ �
����������� �����$��� ��� !� �����	 � � "��������� �����$����

� #��� XII ����#����
 	���
 ��	��
 �"��	 �����$ � � AD �B� # � A
� B 6 ��	��	�&��� ��
�	"#	�&��� �����$� 	 ��� � ��� !� ������	� 1	 	��	
�	�" ��� ����� 	���� ��#"�
���� �"��	 �����$ AD �B ��		 ���
 �� 	��	�
� ��	��� ������������  �������� ������������� ��"����� ���#"�
���� �"��
�	 	�������
 �� ��	��0 �������&��� �� ���	 -�	������� �	�	��
 
�
���

��� ��  ��&������ �������� ��	��� ������������  �������� �������������
E �	�	�&0 ��	��� -�	������ .��	�" ��!���
� ��	 ��" " ��	�& "��	����& ���
�	!���� ��	� ��	���/  #��� XII "�����������
 ���	�������
 �	��� �"���
�����$ AD �B  ���	� 	���� ��"���� 1	�"������ ���"�&���� ������
0��
 �
����� 	���0 ������� ��������  �������$���&��� "������� � �	��	
�����
�	����$��������

� #��� XIII ����#�0��
 ���������&��� ��������&��� �	���� �����$ � ���
	���$����&���� ���������� � ����������0��
  � �!��� 	������ ��������
��� �����$ ��	#	 ������: '/ 	 �	�	 ��� $��� )���	�  ��	��� ��	
��	���� �
F/ 	�$���
$�	���� �	���� "��"#�� �	�������  ��������� )�������� ���	 
����� 	���
 	 �	�	 ��� $���� )���	� �	�"��� �	� �������  ���	���
�� G� B	���	��	#	 HF@J � 	�������
 �� �	� ����� ��	 �����$� �����	 ��� ��
�	
��	����  	 �	�	 �	� $��� )���	� � �	������ ����	� �	��	
��� 
�
���

�����$�� � ��	���$����&���� ���������� ���$���&�	#	 ���� .3��	����������

�����$�5/�

;�$���
$�	���� �	���� "��"#�� �	������� �
���� �  �"#�� �!��� �����
�	� ��	���$����&��� �����$ 6 � 3	�$���
$�	����� �����$���5� 9�� �����$�
� �� ����	!���
 ���� ����� 	��� )� *� -����	� �	�����	 � ��	�	� ����	�



	
�������� ���
� � ��
��� ������� @


��� ���#�� � #��� XIII ���	!��� �	�&�	 ���	�	��� 	��	��� ���"�&���� ��
��	� 	������� 1	 �	��	� !� ���	!���� ��#	 ��	#	 ��������� �������& ��� �� 
�	�	#����� H(J�

� #��� XV �	����� ����	!���
 ��	��� �����$ � ��������  �������$���&�
��� "������� � ����������� �	����$�������� � ��	� #��� $������&�	� ����	
.x �C@/ ������0� ��	��
 �"�&����������	#	 ����#���� � �
����	� � ��� ���
�����������&�	� ���������� �	�&������ 9�� 	��	�� �	��� �	��� �� 	������
 �	����	� ������������	� �������"��� � ����� ����#����� �  x '' ��"���
0��
 ���	 ���� .�	 +
�"�	"/ �������  �
�� � �� ���� 	� "��	���	���
 �!���
 � ���	 
��
 ���	�	��� ���"�&���� =� 1� K�"#���� xx @C'' 	��	�
��
�
 � �����������	� ��	��� ������  �������$���&��� "�������� > ��& �
��
�
���
 	���	��	��& 	��	�	� ��	���� 8���#	���� �	�	�"0 	����	 ���	�&�"0�
 �
 ����� 	���
 ������
 �������  �������$���&��� "�������  	������	���
	�	�	� �	���� � "�����������
 ���	�������� � ������
  ��"��� ��#"�
��	�
	�	�	� �	����

� x 'F #��� XV  	��	��	� �	�
 �� ����#�0��
 ���	�	��� ���"�&���� �"� ��
������&��� ����� 	���� G� <� +���	�%�������	#	 �	 ������������� �"��$�
�
	� ��	#�� �����$ � �� ���������
� �  �������$���&��� ���������

1	��� �

 #��� .XVI/ �	�
���� ���������
� ��	��� �� �������� �	��
.��  �����	���� #�������� �	��/ � ��	����� B�"��C*"��$� 	� 	��� ������
����� �	���� ��	#	������ ��!����  ���	� �	�"��	��	��� .�z � A/� � �����
����#����� ��	� #��� ���	 ���
 �����������
 �����	�� 	��	��� � x �  ��
�� ��	���� <� )� +
�"�	��  �	�	�	� "�����������
 �������� "��	���	��
��� ����������� �������0 B�"��C*"��$�� =��
 " � ��������� "��	���	���
B�"��C*"��$�  x '' ��	� #��� �	 ���
 ��������&�	 ���	 �������� ������
��� +&����� � L������  �	�	�	� ����	  ������������� �������� �������	
 	� ���&��� ��!���  �������� B�"��C*"��$��

� �	�$� #��� XVI �	������ �����
 �
�& � �� ����� "��	���	���  "� ���
�������&��� ��	��� <� <� )���	� � 1� +� M������� �	�	��� ���� �	�"����
����������� ��	���� �� 	��	� ��	��� ����	!���
  �
 �	 "���0��� ����
���
� ��#"����� ���	�	��� ����������  �	��� ���$���&�	#	 ����� > ��& !�
 ����
 �������	�  	�������&��	 ���� ��	����

,��	 ������� �������& �	 ��!���
 ����	
��� ���#��
� ����0����� ��	� ����	��� �	0 �������00 ���#	 ���	��& %� -� 4�  ��"�

�� 1� 1	���	" � %� )� -	���
���	�"� ��	������� �"�	���& ���#� � � ������
��	#	 �"��������� ���������� �	�	��� ���� "����� ��	�	� ��� �	 #	�	�
�� ���#� � ������� <�	� ���!��� ���!� �	0 ���#	 ���	��& )� *� -����" �
<� G� N��	" �� $����� �	���� ���	�&�	����� ��	�	� ��� ��������� ���#��



����	����� ��������� �� ������� �������

E�� � �"����"0��� �������"�� �	 ��	��� �����$ �	�	#����
 4� B� *����
������ �������� 	�����������	 	 �	 �� �"���� ����� 9�	 	�2
��
���
 ��������
����	��&0� ���	�	� �����	������� 	��	�	 � ����	��&0 ���	!���
� 1��	�
�� ���� ��	� ���#�� ��� ���  '@�OC'@�� ##�� ���	 ����� ����� ��	 �� ����$�
��� � ��#������� 
�����

� �	��� ��� #	 � �	�� !���� 4� B� *�������� 	���& ��	#	 ������ " ��
��� ������	��" � ���������0 ��	� ���#�� G�������
� � ������� ��� �������	
����0��
 ����
 .���� ���� ���	�	��� ������	  �		������� � �	��� ����
 �$�
��� "�"������ 	� ��&���  	�������&�� � ��  �/� ; ���	 �	���	 ��	#	 ���
�	  	�����	 ��	#	 �		#	 ���������� #����� 	����	� 	 �	�	�� ���$���&�	��
����� ���#�� ;� ��&��
 �	�
 #��� XIV .3B�������� �������� ��#"�
��	���
� �	������$�
 �	�������� ��������5/ �	�
���� ��������� ���	 �� �������
!���	#	 	�������
 �	�������� ��������� %	������ ���!� x � #�� V .3=��	�	�
��� �	���� �"��$�� 	� �����$5/� x '( #�� XVI .3E
�& ��! " 	��� ������
��
*"��$� � 	��� ������
�� )���	�5/ �  � ����#���� .x � #�� I� x '� #�� IX/ 	
��� 		������� 	�����	��� � �����$���

G�����	� ��	 ��	� ��� ������� ��0���&  �	0 ���#" �
 �� ��	 ����
���	������ 	��	�	� �
������ � �	������	���	� �	�������� ��������  ���
#���� �����$� - ���� 	��	��� 	��	����
�  �����	���� �� ��� 	 ������ ������
�	�������� �������� �"��� � ��	��� ���
  "� �����$� � ���!� ��������
��������� ����
 � �� 	�	�����
� � ����	
��� �� ���� �		�����"0���  	�
������� ���	 �������	 �� 8� +� ����� �	�	�	�" ����� ��!�� 	 �� �� �����
���	�  ��	� ����������� �� 8� +� ���� ���!� �������� "������  �	 #	�	��
� �� �����	���� �	�	#	 �� ���
 ��	� ���#��

)	!�	 �� �
�&�
� ��	 ���	�	�	� "�������� 	�2��� ���#� �� ����" ��� ��
�����
� �	� ����	���  	����� �������
� ��	#	 ��������	� � $���	� ���	��
��$���

�� �� ������	
�

����	����� ��������� � ���������� �������

=���	
��� ������	� �� ���� �	�	#����� 4� B� *��������� 3,�	��
 �����$5
�	��	��&0 �	�� ��� �	 �	��� �� ����� .'@�� #�/� =���	��
 �� ��������	� ����
���� ��	��� �����$ � �	
�����  �	��� ���  ��
������
 �	�� ���������&���
���# �	 �� 	��	�� � ���$���&��� ���������
�� �	�	#����
 4� B� *���������
� �	���� �� "������� �	�#	 � �0��#	�
 �������
� 1������ ��	#	 �� �	�&�	 
�	#����� � ��� �	 �  ��	 	�	��	� ���	�&�	���� ��������� ���	 	  �� ��
��� ��������� ��� ����#���	���� ���#"�
����  �������$���&��� "��������
 ��	����� "��	���	��� �  �"#�� �!��� ��� ���� �����������

*����� 	����	�  �
 �	�	�����
 ������ �������"��  �	�$� ���#� � ����
	��	� �	��  	���!���� �	 	� ��&��� 	��	����

�� �� ���
��



����� ���	�


������ ����		

*+<�< I

������
 � ���	���� ��� ����

x �� ����� !� �"#$%#!& $'$(#�)&#�*

'� 1"��&  ��	 ���	�	�	� ����		� �	�� K �/�
; � � �  � � � � � � '� 1�
�	"#	�&�"0 �����$" ����� �� �	�
 K�������

a�� a� � � � a�n
a� a � � � an
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am � � � amn

������� .'/

�" �� ������& ��������� K��� m P n� �	 �����$� ��������
 
������	��� �
����	 m� ���	� n� 6 �� �����
��� � 	���� !� ��"��� �����$� ��������
 ����
�������	�� .������� m� n/ ��� m� n������$��� M����� �	����
0��� �����$"�
�����0��
 �� �����	�����

; � 	 � � � � � � � �� 1��  "��� ����	� 	�	�������� �������	 ����� �� ���
��# � "������� �	��� ���	��� � �	�	� �� ��� 6 �	��� ��	��$�� �� �����������
�	�	��� ��	��  ����� ��������

=��
 " � 	�	�������
�� �����$� .'/ �" �� "�	�����
�& � �	�������	�
	�	�������� kaikk .i P '� F� ����mQ k P '� F� ���� n/�

M���	 �����$" .'/ �" �� 	�	������& ���!� 	 �	� �"�	�� ��������� �����$� A�
K��� A 6 �� �����
 �����$� �	�
 �� n� �	 �" �� �����& A P kaikkn� � ;��� ��
�����& �� ����	� �����$� A P kaikkn� �" �� 	�	������& jaik jn� ��� jAj�

�� �� �	��������� 	�	�������
  �
 	��� ��������� �	��������� �� ����
����	  ���	� �����$�:

A

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
P

�������
ai�k� ai�k� � � � ai�kp
ai�k� ai�k� � � � ai�kp
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
aipk� aipk� � � � aipkp

������� � .F/

;��� ������& .F/ ��������
 ��	���� p�#	 �	�
 �� �����$� A� ���� ' � i� �
� i � ��� � ip � m � ' � k� � k � ��� � kp � n�

m� n������$� A P kaikk ����� Cp
mC

p
n ���	�	 p�#	 �	�
 ��

A

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
.' � i� � i � ��� � ip � m� ' � k� � k � ��� � kp � n� p � m�n/�

.F�/

)��	�� .F�/� " �	�	��� i� P k�� i P k� ���� ip P kp� �����0��
 ����	����

�D ��� ������� ���� ����
�� ��$�� ��	�������* %����7 	 �����
+ ������/
	��)�
 	"�����" � ������
%�" %��"�� ���
!��G ���(����7 	"%��
���7 ����(���� �
������� �
 %����7 ����%��� �� ���&�
������
�� %����	"+ ���/ ��)�� ���(��* ��	�������* 	��+ �
!���
�*�"+ %����7

��	�������* 	��+ ��/��	����*�"+ %���� ��� ��	�������* 	��+ ��������"+ %�����
������
)
���&7 %�� 	�� 	����%
�1���& 	 �
�*��/I�� %���
 ���
���(
� �
�����

��+������ %����	��� ����



'F ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

� 	�	�������
� .F/ 	��� ������& �� ����	� �����$� A P kaikkn� ��������
�
 ���:

jAj P A

�
' F ��� n
' F ��� n

�
�

=���	�&��� �� �	�
 �	 	������� 	� �"�
 ���	�	� �	�	! ����� �����$���
��������
 ��	��� �����$�� K��� r 6 ���# ��
�	"#	�&�	� �����$� A ������
�� m� n� �	� 	��� �	� r � m�n�

1�
�	"#	�&�"0 �����$"� �	��	
�"0 �� 	 �	#	 ��	��$��������
x�
x
���
xn

������� �
�� �" �� ������& ���������� � 	�	������& ���: .x�� x� ���� xn/�

1�
�	"#	�&�"0 �����$"� �	��	
�"0 �� 	 �	� ���	��

kz� z ��� znk�
�� �" �� ������& ���� 	�� � 	�	������& ���: Hz�� z� ���� znJ�

-� ����"0 �����$"� " �	�	�	� �� ��������� ����	�	!����� �� #���	�
 ��#	����� ���� �"�0� �������

d� A � � � A
A d � � � A
� � � � � � � � � � � � � � � �
A A � � � dn

�������
�� �" �� ������& �����	���	�� � 	�	������& ���: kdi�ikkn� / ���

fd�� d� ���� dng�
�� �� ��� ���$���&��� 	�	�������
  �
 ���	� � ��	��$	 m� n�������

$� A P kaikk� 8" �� 	�	������& i�0 ���	�" �����$� A ����� ai �� � j�� ��	��
��$ 6 ����� a� j :

ai � P Hai�� ai� ���� ainJ� a� j P Ha�j � aj � ���� amj J

.i P '� ����mQ j P '� ���� n/�
.O/

1"��& m ������ y�� y� ���� ym ���!�0��
 ������	 � 	 �	�	 �	 ����� n  �"�
#�� ������ x�� x� ���� xn:

y� P a��x� D a�x D � � � D a�nxn�
y P a�x� D ax D � � � D anxn�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
ym P am�x� D amx D � � � D amnxn�

.�/

����  �	�������	� �������

yi P

nX
k��

aikxk .i P '� F� ����m/� .��/

1��	����	���� ������ x�� x� ���� xn  ������� y�� y� ���� ym ��� �	�	�� �	��
�"� .�/ ��������
 ��	��	�� �������!���	���� -	����$����� ��	#	 ���	����	�
���
 	����"0� m� n������$" .'/� >� ���� ������	#	 ���	����	���
 .�/ 	 �	�
�����	 	��� ��
�� �����$" .'/ � ��	�	�	��

� ��� "0��� ����#����� ���	 
 �� �	��� �������� ���	����	���� .�/� ��
	��� ���� 	��	��� 	����$�� �� ��
�	"#	�&���� �����$����

�D H���* �ik K ���	�� -�������
G �ik F

�
� Ci F kD�
� Ci �F kD�



��� �� ���� � ��� ���� �
�����!��" ���
�� 'O

x +� 	,$-&#�& � ./#$-&#�& 0�*/$.1$,2#!3 /���� 

;��� ���� 	��	��� 	����$�� �� �����$���: ��	!���� �����$� "��	!����
�����$� �� ����	 � "��	!���� �����$�

�� 1"��& ������� y�� y� ���� ym ���!�0��
 ����� ������� x�� x� ���� xn ���
�	�	�� ������	#	 ���	����	���


yi P

nX
k��

aikxk .i P '� F� ����m/� .�/

� ������� z�� z� ���� zm 6 ����� �� !� ������� x�� x� ���� xn ��� �	�	�� ���	��
���	���


zi P
nX

k��

bikxk .i P '� F� ����m/� .�/

,	# �

yi D zi P

nX
k��

.aik D bik/xk .i P '� F� ����m/� .(/

� �		������� � ���� �� "����������

;� � �  � � � � � � F� "����� ���# ����������	�# ������ A P kaikk � B P kbikk
	 ����	�� ������	 m� n ��������
 �����$� C P kcikk �	#	 !� ��������
�������� �	�	�	� ���� �"���� �		�����"0��� �������	  ���	� �����$�:

C P ADB�

����
cik P aik D bik .i P '� F� ����mQ k P '� F� ���� n/�

;����$�
 ���	! ���
 �"���  ����� �����$ ��������
 ���$�	��� �������

1 � �� ������� a� a a�
b� b b�

����D ���� c� c c�
d� d d�

���� P

���� a� D c� a D c a� D c�
b� D d� b D d b� D d�

���� �
E	#����	 	��� �����0 F� ���� ���& �	!�	 �	�&�	 ��
�	"#	�&��� �����$�

	 ����	�� ������	�
� ���" ��	#	 !� 	��� �����
 �����$� �	����$����	  ���	����	���� .(/

���& �"��� �����$ �	����$����	  ���	����	���
� .�/ � .�/�
G� 	��� �����
 ��	!���
 �����$ ���	��� �����	 ��� "��� ��	 ��� 	����$�


	��� ��� � � � �� � � � � � � � & ��� � � 	 � � � � � � � & ��� �	������:

'�/ ADB P B DAQ

F�/ .ADB/ D C P AD .B D C/�

> ��& A� B� C 6 ��	��	�&��� ��
�	"#	�&��� �����$� 	 ����	�� ����
���	�

;����$�
 ��	!���
 �����$ ����������� 	����	� �����	�����
���
 �� ��"�
��� �0�	#	 ����� ���#������

+� N��	!��  ���	����	���� .�/ ������� y�� y� ���� ym �� ���	�	�	� ����
�	 � �� K� ,	# �

�yi P

nX
k��

.�aik/xk .i P '� F� ����m/�

� �		������� � ���� ����� ����	



'� ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

;�� �  � � � � � � O� ����!����	��� ������� A P kaikk .i P '� F� ����mQ k P
P '� F� ���� n/ 	�  ���� � �� K ��������
 �����$� C P kcikk .i P '� F� ����mQ
kP'� F� ���� n/� �������� �	�	�	� �	�"��0��
 �� �		�����"0��� �������	 ����
��$� A "��	!����� �� ����	 �:

C P �A�
����

cik P �aik .i P '� F� ����mQ k P '� F� ���� n/�

;����$�
 ���	! ���
 ��	��� ���
 �����$� �� ����	 ��������
 ��	�$�	��
�� ������� 	�  �����

1 � �� ���

�

���� a� a a�
b� b b�

���� P

���� �a� �a �a�
�b� �b �b�

���� �
+�#�	 � ��&� ��	:

'�/ �.ADB/ P �AD �BQ

F�/ .�D 	/A P �A D 	AQ

O�/ .�	/A P �.	A/�

> ��& A� B 6 ��
�	"#	�&��� �����$� 	 ����	�� ������	� �� 	 6 �����
�� �	�
 K�

%�!	���� A�B  "� ��
�	"#	�&��� �����$ 	 ����	�� ������	 	��� ��
�
���
 ������	�

A�B P AD .�'/B�
K��� A 6 �� �����
 �����$� �	�
 �� n� � � 6 ����	 �� K� �	 �/

j�Aj P �njAj�
4� 1"��& ������� z�� z� ���� zm ���!�0��
 ����� ������� y�� y� ���� yn ���

�	�	�� ���	����	���


zi P

nX
k��

aikyk .i P '� F� ����m/� .7/

� ������� y�� y� ���� yn ���!�0��
 ����� ������� x�� x� ���� xq ��� �	�	��
�	��"�

yk P

qX
j��

bkjxj .k P '� F� ���� n/� .@/

,	# �� �	 ����

 ��� ���!���
  �
 yk .k P '� F� ���� n/  �	��"�� .7/� �� ��
����� z�� z� ���� zm ����� x�� x� ���� xq ��� �	�	�� 3�	����	#	5 ���	����	���
:

zi P

nX
k��

aik

qX
j��

bkjxj P

qX
j��

� nX
k��

aikbkj

�
xj .i P '� F� ����m/� .'A/

� �		������� � ���� ����� ����	
; � � �  � � � � � � �� ����!����	��� ���# ����������	�# ������

A P

�������
a�� a� � � � a�n
a� a � � � an
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am � � � amn

������� � B P

�������
b�� b� � � � b�q
b� b � � � bq
� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
bn� bn � � � bnq

�������
�D H���* ���	��" jAj � j�Aj �$���
%
�� ����������� �
���! A � �A C��� �� ��D�



��� �� ���� � ��� ���� �
�����!��" ���
�� '�

��������
 �����$�

C P

�������
c�� c� � � � c�q
c� c � � � cq
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
cm� cm � � � cmq

������� �
" �	�	�	� ������� cij � ��	
��� �� ����������� i�� ���	�� � j�#	 ��	��$�� ���
�� 3��	��� ���05 i�� ���	�� ���	� �����$� A �� j�� ��	���$ �	�	� ������
$� B �/:

cij P

nX
k��

aikbkj .i P '� F� ����mQ j P '� F� ���� q/� .''/

;����$�
 ���	! ���
 ��	��� ���
  ����� �����$ ��������
 ��	�$�	���
�������

1 � �� ������� a� a a�
b� b b�

����
������
c� d� e� f�
c d e f
c� d� e� f�

������ P

P

��������
a�c� D acD

Da�c�

a�d� D adD
Da�d�

a�e� D aeD
Da�e�

a�f� D afD
Da�f�

b�c� D bcD
Db�c�

b�d� D bdD
Db�d�

b�e� D beD
Db�e�

b�f� D bfD
Db�f�

�������� �
1	 	��� �����0 � �����$� �	����$����	  ���	����	���� .'A/ ���� ��	�

��� ���0 �����$� �	����$����	  .7/ �� �����$" �	����$����	  .@/�
>������� ��	 �������� ��	�$�	�� ���# ����������	�# ������ �����	���

��&� � ��� ��� ��' 
����  ���� �������� � ������ ���	�$����� ���	�  ����
����
 �� ������� � �����	���� "��	!���� ��# � ��	����	� ���� 	�� �	��	�
!����
 6 �� ������ �����$� 	 �	#	 � �	#	 !� �	�
 ��� ;������ �������
�������
 � �� �	� ��	  �!�  ��	� �����	� ��"��� "��	!���� �����$ �� 	��� ��
�� ������������&��� �	���	�� ,��� ������������� ' F

O �

���� ���� F A
O �'

���� P

���� 7 �F
'7 ��

���� � ���� F A
O �'

���� ���� ' F
O �

���� P

���� F �
A F

���� �
K��� AB P BA� �	 �����$� A � B �����0��
 �������	��� 	��� ���


��������()��� ��! " �	�	��

1� �� ��� )����$�

A P

���� ' F
�F A

���� � B P

���� �O F
�F ��

����
��������		��� ��! " �	�	�� ��� ���

AB P

���� �( ��
� ��

���� � BA P

���� �( ��
� ��

���� �
+�#�	 ��	��
���
 �	�������&�	� �	���	 "��	!���
 �����$� � ���!� ����

��� ������&�	� �	���	 "��	!���
 	��	�����&�	 ��	!���
:

�D ��� ����	������� �	�+ �&��	 %���� a�� a�� ���� an � b�� b�� ���� bn �" ����
�� �����

����	�����/ ����	����	��1�+ %���� ?��+ �&��	G

nX
i��

aibi�



'� ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

'�/ .AB/C P A.BC/Q

F�/ .ADB/C P AC DBCQ .'F/

O�/ A.B D C/ P AB DAC�

;����$�
 "��	!���
 �����$ ����������� 	����	� �����	�����
���
 �� ��"�
��� ����	�&��� �	��	!�������

5� K��� 	��	�&�	��&�
 ��	��� ����� ��
�	"#	�&��� �����$� �	 ������	�
���	����	����

y� P a��x� D a�x D � � � D a�nxn�
y P a�x� D ax D � � � D anxn�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
ym P am�x� D amx D � � � D amnxn�

.'O/

�	!�	 �������& 	 ��� ��������� ������	��������
y�
y
���
ym

������� P

�������
a�� a� � � � a�n
a� a � � � an
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am � � � amn

�������
�������
x�
x
���
xn

������� �
���  �	�������	� ������:

y P Ax� .'O�/

> ��& x P .x�� x� ���� xn/� y P .y�� y� ���� yn/ 6 ��	��$��� �����$�� A P
P kaikk 6 ��
�	"#	�&��
 �����$� ������� m� n�

B������ .'O/ ���!�0� �	�	� �	� ����� ��	 ��	���$ y 
�
���
 ������	�
�	�����$��� ��	��$	 �����$� A � �	����$������� x�� x� ���� xn:

y P x�a� � D xa�  D ���D xna� n P
nX

k��

xka� k� .'O��/

�������
 �����& � �������� .''/� �	�	��� ���������� 	 �	�" �������	�
�" ������"

C P AB� .'�/

9�� ������� �	#"� ���& ��������  � �

c� j P

nX
k��

bkja� k .j P '� F� ���� q/ .'��/

���  � �

ci � P
nX

k��

aikbk � .i P '� F� ����m/� .'���/

,���� 	����	�� �0�	� j�� ��	���$ �����$����	��� ���
 C P AB 
�
���
 ���
����	� �	�����$��� ��	��$	 ���	#	 �	��	!����
� �� �� �����$� A� ������
�	����$����� ��	� ������	� ������	��� 	����"0� j�� ��	���$ 	 �	�	� �	�
��	!����� B� <���	#���	� �0��
 i�
 ���	��  �����$� C 
�
���
 ������	�
�	�����$��� ���	� �����$� B� � �	����$������� ��	� ������	� ������	���

�
0��
 �������� i�� ���	�� �����$� A �/�

�D �����	
���*��7 �
���%�"� ��
	����& AX F C7 )�� A � C K �
�
��"� ����8
	����	���� m� n8�
���!
 � m� q8�
���!
7 
 X K �����
& n� q8�
���!
7 �����
��I���� 	 ��� � ���*�� ��� ���%
�7 ��)�
 ����$!" �
���!" C &	�&���& ����/�"��
���$��
!�&�� ����$!�	 �
���!" A� 4�& ��
	����& XB F C ���$+������ � ����
8
��%��� ����	�� ��1���	�	
��& ��I���& X ������� 	 ���7 %�� ������ �
���!" C ���(8
�" $"�* ����/�"�� ���$��
!�&�� ����� �
���!" B�



��� �� ���� � ��� ���� �
�����!��" ���
�� '(

;����	���
 ��� �� �	� �����	� ��"���� �	# �  ��	��� ���� C P AB �	�
�	� �	��	!����& 
�
���
 �� ����	� � ����	�  ��#	���&�	� �����$�� B P
P fd�� d� ���� dng� ,	# � �� �	��"� .''/ ��� "��

cij P aijdj .i P '� F� ����mQ j P '� F� ���� n/�

�� ���������
a�� a� � � � a�n
a� a � � � an
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am � � � amn

�������
�������
d� A � � � A
A d � � � A
� � � � � � � � � � � � � � � �
A A � � � dn

�������P
�������
a��d� a�d � � � a�ndn
a�d� ad � � � andn
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am�d� amd � � � amndn

������� �
<���	#���	�������
d� A � � � A
A d � � � A
� � � � � � � � � � � � � � � � �
A A � � � dm

�������
�������
a�� a� � � � a�n
a� a � � � an
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am � � � amn

������� P

P

�������
d�a�� d�a� � � � d�a�n
da� da � � � dan
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
dmam� dmam � � � dmamn

������� �
,���� 	����	�� ��� ��	�$�	�� ����������	�� ������� A ������ .�����/ 	�

�����	���	�( ������� fd�� d� ���g ��� ������� .�����������		� ����
�/ ������
�� A ��	�$�(��� 	�  ���� d�� d� ���

6� 1"��& 
������	�� �����$� C P kcijkm� 
�
���
 ��	��� �����  "� ��
�	�
"#	�&��� �����$ A P kaikk � B P kbkjk �		��������	 ������	 m� n � n�m:������

c�� � � � c�m
� � � � � � � � � � � � � � �
cm� � � � cmm

������ P

������
a�� a� � � � a�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am� am � � � amn

������
�������
b�� � � � b�m
b� � � � bm
� � � � � � � � � � � � � �
bn� � � � bnm

������� � .'�/

�� ��

cij P
nX

���

ai�b�j .i� j P '� F� ����m/� .'��/

N����	�� �!�"0 �	 ��" �" 8�� � C-	��� ���!�0�"0 	��� ����
���& jCj ����� ���	�� �����$ A � B:������
c�� � � � c�m
� � � � � � � � � � � � � � �
cm� � � � cmm

������ P

P
X

��k��k������km�n

������
a�k� � � � a�km
� � � � � � � � � � � � � � � � �
amk� � � � amkm

������
������
bk�� � � � bkm�
� � � � � � � � � � � � � � � � �
bk�m � � � bkmm

������ � .'�/

���  ���$���&��� 	�	�������
� .��� �� ''/:

C

�
' F � � � m
' F � � � m

�
P

P
X

��k��k������kn�n

A

�
' F � � � m
k� k � � � km

�
B

�
k� k � � � km
' F � � � m

�
� .'��/



'7 ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

E	#����	 ��	� �	��"�� ������������ ������� C ����	 ����� ����!����	��
�����!��$	�# ��	���� ��
������	��� .m���/ �����
� �/ ������� A 	� ��������
����()�� ��	��� ���� $� �����
� ������� B�

��  	  � 	 ��" �� 8�� � C-	��� =� 	��	���� �	��"�� .'��/ 	��� ����
���& �����$� C �	!�	 ��� �����&  � �

������
c�� � � � c�m
� � � � � � � � � � � � � � �
cm� � � � cmm

������ P
������������

nX
����

a���b��� � � �

nX
�m��

a��mb�mm

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
nX

����

am��b��� � � �

nX
�m��

am�mb�mm

������������
P

P

nX
��������m��

������
a���b��� � � � a��mb�mm
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am��b��� � � � am�mb�mm

������ P
P

nX
��������m��

A

�
' F � � � m
�� � � � � �m

�
b���b�� ��� b�mm� .'���/

K��� m � n� �	 ��� � ����� ��� �� ���� �m ��# � ��� "��
 ����� ��! "
�	�	� ����� �� ��� 	����&�	� ��! 	� ���#���	�  ���	� ����� ������� .'���/
�" �� ���	 �"�0� >������  ��	� ��"��� jCj P A�

1"��& �����& m � n� ,	# �  �"���� ��	
���  ���	� ����� ������� .'���/�
�" "� ���� �"�0 �� ���#������ " �	�	��� �	�
 ��  � �� �� ���	 ��� �� ���� �m
���� ��! " �	�	�� ��� !� 	����&��� ���#����� ��	� �"��� �	!�	 ������&
�� #�"��� �	 mR ���#�����  ��! 	�� 	�2� ��

  	 �" #�"��" �� ���#������
�	�	��� 	�����0��
  �"# 	�  �"#� �	�&�	 �	�
 �	� �� ���	 ��� �� ���� �m .���
 ���� ��� �� ���� �m  ��� ���� ��! 	� #�"��� ���#����� ���0� 	 �" � �" !�
�		�"��	��& ��������/� ,	# �  ��� ���� 	 �	� ���	� #�"��� �"��� �		��
����"0��� ���#����� �" �� ���� �/X


.��� �� ���� �m/A

�
' F � � � m
k� k � � � km

�
b���b�� ��� b�mm P

P A

�
' F � � � m
k� k � � � km

�X

.��� �� ���� �m/ b���b�� ��� b�mm P

P A

�
' F � � � m
k� k � � � km

�
B

�
k� k � � � km
' F � � � m

�
�

1	��	�" �� .'���/ �	�"���� .'��/�

1� �� �� '��������
a�c� D ac D ���

���D ancn

a�d� D ad D ���
���D andn

b�c� D bc D ���
���D bncn

b�d� D bd D ���
���D bndn

������� P

���� a� a � � � an
b� b � � � bn

����
��������
c� d�
cd d
���

���
cn dn

�������� �
�D ���� m � n7 �� �
���!" A � B �� ����� ������	 m8)� ��&��
� � ?��� ���%
�

�
	"� %
��� @����� C�5D � C�5�D ������� �
�����* ���&���
�D H���* k� � k� � ��� � km K ����
�*��� �
����(���� �������	 ��� ��� ���� �m7 


�C��� ��� ���� �mD F C��DN 7 )�� N K %���� ��
�����!�/ �������	7 ���$+����"+ ��& ��8
�$�
��	
��& �����
��	�� ��� ��� ���� �m � ����
�*���� �
����(���� k� � k� � ��� � km�



��� �� ���� � ��� ���� �
�����!��" ���
�� '@

1	��	�" �	��"�� .'�/  ��� ��� �������	� � 	! � � �  	 - 	���������
a�c� D ac D ���

���D ancn

a�d� D ad D ���
���D andn

b�c� D bc D ���
���D bncn

b�d� D bd D ���
Dbndn

������� P
X

��i�k�n

���� ai ak
bi bk

���� ���� ci di
ck dk

���� �
1	��#�
  ��	� �	! ���� ai P ci� bi P di .i P '� F� ���� n/� �	�"�������� a� D a D ���D an a�b� D ab D ���D anbn

a�b� D ab D ���D anbn b� D b D ���D bn

����� P X
��i�k�n

���� ai ak
bi bk

���� �
� ��"���� �	# � ai � bi .i P '� F� ���� n/ 6 ���������� ������ 	��0 � ��� "��

������	� ��������	

.a�b� D ab D ���D anbn/
 � .a� D a D ���D an/.b


� D b D ���D bn/�

1�� ��	� ���� ������� ����� ����	 �	# � � �	�&�	 �	# �� �	# � �� ����� ai
��	�	�$�	���&�� �		�����"0��� ������ bi .i P '� F� ���� n/�

1� �� �� F�������
a�c� D b�d� � � � a�cn D b�dn
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
anc� D bnd� � � � ancn D bndn

������ P

�������
a� b�
���

���
an bn

�������
���� c� � � � cn
d� � � � dn

���� �
1	��	�" �/ ��� n � F������

a�c� D b�d� � � � a�cn D b�dn
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
anc� D bnd� � � � ancn D bndn

������ P A�

B����	���� ������� ��"���� �	# � A � B 6 �� ������ �����$� 	 �	#	 �
�	#	 !� �	�
 �� n� � �	�	!��  .'��/ mP n� ,	# � ����	 �� � ������	� ��	����
	� "��	!���� 	��� ��������

C

�
' F � � � n
' F � � � n

�
P A

�
' F � � � n
' F � � � n

�
B

�
' F � � � n
' F � � � n

�
�

����   �"#�� 	�	�������
��

jCj P jABj P jAj � jBj� .'(/

,���� 	����	�� ������������ ����!����	�� ���# 
������	�# ������ ����	
����!����	�( ������������� �����	�$����# �������

7� 4	��"�� 8���C-	��  ��� 	��	!�	��&  ���	� 	���� ��"��� ������&
���	�� ��	��� ���
  "� ��
�	"#	�&��� �����$ ����� ���	�� �	��	!�������
1"��&

A P kaikk� B P kbkjk� C P kcijk
.i P '� F� ����mQ k P '� F� ���� nQ j P '� F� ���� q/

�

C P AB�

	D ��� ������ �
 �� �<�



FA ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

B����	���� ��	��	�&��� ���	� �����$� C:

C

�
i� i � � � ip
j� j � � � jp

�
.' � i� � i � ��� � ip � m� ' � j� � j � ��� � jp � qQ p � m� q/�

)����$�� �	��������
 �� �������	 ��	#	 ���	��� ��� ����
�� �	�	� ��	���
� ����  "� ��
�	"#	�&��� �����$������

ai�� ai� � � � ai�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
aip� aip � � � aipn

������ �
�������
b�j� � � � b�jp
bj� � � � bjp
� � � � � � � � � � � � � � �
bnj� � � � bnjp

������� �
1	��	�"� ������

 �	��"�" 8���C-	��� �	�"���� �/

C

�
i� i � � � ip
j� j � � � jp

�
P

P
X

��k��k������kp�n

A

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
B

�
k� k � � � kp
j� j � � � jp

�
� .'7/

1�� p P ' �	��"�� .'7/ �����	 ��  �	��"�" .''/� 1�� p � ' �	��"�� .'7/

�
���
 ����������� 	�	������� �	��"�� .''/�

;������ ��� 	 �	 ��� ���� �� �	��"�� .'7/�
%�	� ����!����	�� ���# ����������	�# ������ 	� ������#���� ��	�� �(���� �!

���	�$�������
K��� C P AB � rA� rB � rC 6 ���#� �����$ A� B� C� �	

rC � rA� rB �

8� K��� X 6 ������� �������	#	 "������
 AX P C .������� �����$ A�
X � C �		��������	 m� n� n� q � m� q/� �	 rX � rC � 1	��!��� ��	 �����
��&�	�� ����� 	��� ����	�	�� AX P C ��)������� ��&�	�� X� ��	�����	���
��	��� ��� 
������� rX� P rC �

%��������&�	� �"��& r P rC � ,	# � ��� � ��	��$	 �����$� C ������
 r
������	 ���������� ��/� 1"��&  �
 �	������	��� ����� r ��	��$	 C� �� ���� C� r
������	 ���������� � 	����&��� ��	��$� C� r��� ���� C� q 
�
0��
 ���������
�	�����$�
�� ����� r:

C� j P
rX

k��

�jkC� k .j P r D '� ���� q/� .'@/

1"��& X 6 ��	��	�&�	� ������� "������
 AX P C� ,	# � .��� �� '�/

AX� k P C� k .k P '� ���� r/� .FA/

;��� ���� ��	��$� eX� r��� ���� eX� q ���������

eX� j P

rX
k��

�jkX� k .j P r D '� ���� q/�


D A� ��/ (� @�����" =���B-�I� �������7 %�� �����" p8)� ��&��
 �
���!" C ��
p � n C���� �����" �
��+ ��&���	 ������&D 	�� �
	�" ����� � ?��� ���%
� �
	��
%
��* @�����" C�<D ������� �
�����* ������ ��� ������ �
 �� �<�

��D  " ��"�
���& �
 +���I� ��	������ ���(����G �
�) �
���!" �
	�� %���� ����/��
���
	����"+ ����$!�	 C�����D �
���!"� 4��
�
���*��	� ?��)� ���(���& ��	����� 	
)�� III7 �� 55�



�#� $���
����� ���
��� F'

N��	!�
 ��� ������� ���� �	�����	 �� A�  ���" ������ .'@/ � .FA/ ���	 ��

A eX� j P C� j .j P r D '� ���� q/� .FA�/

E������ �� q ������ .FA/ � .FA�/ ���������� 	 �	�" �������	�" ���
����"

AX� P C�

# � X� P .X� �� ���� x� r� eX� r��� ���� eX� q/ 6 �����$� ���#� r ��/�
%�&�	�� X� ��	�����	��� ��	�� rC ����� 	��� ����	�	�� AX P C ������

����������� � ����

X� P V C�

��� V * 	�
������ n�m���������
%��������&�	� �� ������� AX� P C ��� "��� ��	 ���	�� �����$� C 
�
�

0��
 ��������� �	�����$�
�� ���	� �����$� X�� 1	��	�&�" ��� ��� � ���	�
�����$� C� ��� � ��� � ���	� �����$� X� ������
 	 �	 � �	 !� ����	 rC ���
����	 ���������� �/� �	 �� 	�����	� ���	�� �����$� X� 
�
0��
 ���������
�	�����$�
�� ���	� �����$� C� � 	��0 � "!� ��� "�� ������	 X� P V C�

%	��!�� �����& ��� "0��� ��� �	!���� ��/�
+���� 	�� ����	�	��

AXB P C� .F'/

��� A� B * !���		�� �������� � X * ��
���� ����������	�� ������� ��/� ����
�� ��&�	�� � ��� � ����
� ��� ��� ��� 
���� ��	������		� ���(� ��&�	��
����� 	�� ����	�	��

AY P C� ZB P C� .FF/

�� �� 
���� ������� ������� C ����(��� ��	��	��� 
����	������ ��������
������� A' � ����
� ������� C ����(��� ��	��	��� 
����	������ ����

������� B�

� ���	�  ���� ���� �����$�X 6������� "������
 .F'/� �	 �����$� Y PXB
� Z P AX 
�
0��
 ������
�� "������� .FF/�

;�����	� �"��& �"����"0� ������
 Y � Z "������� .FF/� ,	# � ���	� ��
���� "������� ����� ������� Y� �������&�	#	 ���#� rC � �	�	�	� �	  	������
�	�" ��� �����	  � �

Y� P V C�

1	��	�"

C P AY� P AV C P AV ZB�

,	# � �����$� X P V Z �" �� �������� "������
 .F'/�

��D � �
���!� X� �������� n� r ����$!�	 &	�&���& ����/�"�� ���$��
!�&�� ��8
	"+ r ����$!�	M ��	"� (� r ����$!�	 X� �� ���� X� r ����/�� ���
	����"7 �
� �
� ����/�
&
�
	�������* ��(�� ?���� ����$!
�� 	 ���� �
	����	 C'�D �	����
 $" ����/��� �
	�8
������* ��(�� ����$!
�� C� �� ���� C� r�

��D ��� ������ �
 �� �5�
��D ��� N',�7 �33O�
��D ������
)
���&7 %�� �
����" �
���! A7 X7 B7 C �
��	"7 %�� ����	������ AXB

����� ��"�� � ����� �
���� �
���!" C�



FF ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

x 4� �%�9���#!& /���� !

�� -� ����"0 �����$" n�#	 �	�
 ��� " �	�	�	� �� #���	�  ��#	���� ��	�

� � ���$�� � �� 	����&��� �������� ���� �"�0� �" �� ������& ���	� 	��
�������� � 	�	������& ����� E�n� ��� ��	��	 E� =������ 3� ������
 �����$�5
�
���	 �	 ��� "0��� �	���	� �����$� E:  �
 �0�	� ��
�	"#	�&�	� �����$�

A P kaikk .i P '� F� ����mQ k P '� F� ���� n/

���0� ����	 �������

E�m�A P AE�n� P A�

;��� �	�

E�n� P k�ikkn� �
1"��& A P kaikkn� 6 �� �����
 �����$�� ,	# � �����	� ������� 	��� ��
�

���
 	������ 	����	�:

Ap P A A ��� A� 	z 

p ���

.p P '� F� ���/� A� P E�

G� �	�������&�	#	 �	���� "��	!���
 �����$ ��� "��

ApAq P Ap�q �

> ��& p� q 6 ��	��	�&��� $���� ��	���$����&��� ������
B����	���� ��	#	���� .$��"0 ��$�	���&�"0 �"��$�0/ � �	����$�������

�� �	�
 K
f.t/ P ��t

m D ��t
m�� D ���D �m�

,	# � �	 f.A/ �" �� �	�����& �����$"

f.A/ P �Am D ��A
m�� D ���D �mE�

,�� 	��� ��
���
 �	��� ��	 �� ��������
1"��& ��	#	���� f.t/ ���� ��	��� ���0 ��	#	����	 h.t/ � g.t/:

f.t/ P h.t/g.t/�

)�	#	���� f.t/ �	�"�����
 �� h.t/ � g.t/ �"��� �	�����	#	 ������	!���
 � �����
 ���
 �	 	���� ����	� 1�� ��	� ���	�&�"���
 �����	 ������	!���
 ��������:
tptq P tp�q � ,�� ��� �� ���  �����
 ���	����� � ��� ������ ����
��	� ����
���� t �� �����$" A� �	

f.A/ P h.A/g.A/�

;��0 ��  �����	��� ��/�
h.A/g.A/ P g.A/h.A/�

�� �� ��� �	��� ��	� �� ��	�� � ��� $� ������� ������ �������	��� 	� ��$��
������

1 � �� ���� N��	���
 p�� 	�������	���( .��������	���(/  ��
�	"#	�&�	�
�����$� A P kaikk ������& �
 �������	 aik � " �	�	��� k � i P p .�		������
���	 i� k P p/� ;�	������ ����� H �� ����"0 �����$" n�#	 �	�
 ��� " �	�	�

��D �
� �
� �
(��� �� ?��+ ����	�����/ �
	�� ������ � ���� (� fCAD7 �����*�� �
gCtDhCtD F fCtD� ������� �������*7 %�� ����
��	�
 �
���! 	 
�)�$�
�%����� ��(����	�
� � � � � � � * � ��� �������"�� ���
	�����
� ���%��7 �����
��	�%�"� ��(�� ��$�/
�
���!" ��(�� ����
	�&�* � 	 ?��� ���%
��



�#� $���
����� ���
��� FO

�	� �������� ���	� ��  ��#	���� ���� � ���$�� � �� 	����&��� ��������
���� �"�0� ,	# �

H P

����������

A ' A A
A A '

� � �
� � �
� � � '

A A A � � � A

����������
� H P

����������

A A ' A
� � �

� � �
� � �

� � �
� � � '
� � � A

A A A A

����������
� ����

Hp P A .p � n/�

� ���" ���� ������� ����

f.t/ P a� D a�tD at
 D ���D an��tn�� D ���

6 ��	#	���� 	��	�����&�	 t� �	

f.H/ P a�E D a�H D aH
 D ��� P

����������

a� a� a � � � an��
A a� a�

� � �
���

� � �
� � � a
� � � a�

A A A a�

����������
�

<���	#���	� ���� F 6 �� �����
 �����$� n�#	 �	�
 ��� " �	�	�	� �� ����
����� ���	� �	  ��#	���� ���� � ���$�� � �� 	����&��� �������� ����
�"�0� �	

f.F / P a�E D a�F D aF
 D ��� P

���������
a� A � � � A

a� a�
� � �

� � �
� � � A

an�� a� a�

��������� �
1�� ��#��� �������0 ��	����& ��� "0��� �	���� �����$ H � F �
'�� � ��!������� ��	�$�	�� ����!����	�� m� n�������� A ����� 	� ������

�� H .������� F / m��� �����
� ��� ����
� ������� A ���	���(��� .����
�(��
��/ 	� ��	� ����� ����# .�	�!/� ������ .������	��/ ����
� ������� A �� �!����
� ������	�� .������/ ����
� ����!����	�� !����	����� 	������ ,��� ���������������

A ' A
A A '
A A A

������
������
a� a a� a�
b� b b� b�
c� c� c� c�

������ P

������
b� b b� b�
c� c c� c�
A A A A

������ �������
A A A
' A A
A ' A

������
������
a� a a� a�
b� b b� b�
c� c c� c�

������ P

������
A A A A
a� a a� a�
b� b b� b�

������ �
F�� � ��!������� ��	�$�	�� ����!����	�� m� n�������� A ������ 	� ����

���� H.F / n��� �����
� ��� ������� ������� A ������(��� ������ .�����/ 	�
��	� ������ ��� ���� ������	�� .������/ ������� ������� A �� �!���� � ����
��� .������	��/ ������� ����!����	�� !����	����� 	������ ,��� ���������������

a� a a� a�
b� b b� b�
c� c c� c�

������
�������
A ' A A
A A ' A
A A A '
A A A A

������� P

������
A a� a a�
A b� b b�
A c� c c�

������ �



F� ��� I� ���
��� � �������� ��� ����������
a� a a� a�
b� b b� b�
c� c c� c�

������
�������
A A A A
' A A A
A ' A A
A A ' A

������� P

������
a a� a� A
b b� b� A
c c� c� A

������ �
+� -� ����"0 �����$" �" �� ������& ����$��		��� ���� jAjP A� � ��	���

�	� ��"��� �� �����
 �����$� A ��������
 	�����$��		���
1"��& A P kaikkn� 6 ����	! ����
 �����$� .jAj �P A/� B����	���� ������	�

���	����	���� � �����$�� �	����$����	 A

yi P

nX
k��

aikxk .i P '� F� ���� n/� .FO/

B���������
 ������� .FO/ ��� "������
 	��	�����&�	 x�� x� ���� xn �
������
� ��	 	��� ������& ������� "������� .FO/ �	 "��	�0 	������ 	� �"�
�
� �� �	!�� 	 �	�����	 �	 �������� �	��"��� ������& x�� x� ���� xn �����
y�� y� ���� yn:

xi P
�

jAj

�������
a�� � � � a��i�� y� a��i�� � � � a�n
a� � � � a�i�� y a�i�� � � � an
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an� � � � an�i�� yn an�i�� � � � ann

��������
nX

k��

a
����
ik yk .iP '� F� ���� n/�

.F�/
)� �	�"���� 3	�����	�5 ���	����	����  �
 .FO/� )����$" �	����$����	

��	#	 ���	����	���


A�� P ka����ik kn�
�� ���	�� �����	�� ��������  �
 �����$� A� G� .F�/ ��#�	 "��	����&� ��	

a
����
ik P

Aki

jAj .i� k P '� F� ���� n/� .F�/

# � Aki 6 ��#���������	�  	�	������ �������� aki  	��� ������� jAj .i� k P
P '� F� ���� n/�

,��� ��������� ����

A P

������
a� a a�
b� b b�
c� c c�

������ � jAj �P A�

�	

A�� P �

jAj

������
bc� � b�c a�c � ac� ab� � a�b
b�c� � b�c� a�c� � a�c� a�b� � a�b�
b�c � bc� ac� � a�c a�b � ab�

������ �
;����"
 �	����	� ���	����	���� ��  ���	#	 ���	����	���
 .FO/ � 	�����	�

#	 .F�/  	 �	� �   �"#	� �	�
 ��� ��  	�	�� ��"��
� �	�"���� �	! ������
�	� ���	����	���� .� � �����	� �����$�� �	����$����	/Q �	��	�"

AA�� P A��A P E� .F�/

� ����� ��	��� ������ .F�/ �	!�	 "�� ��&�
 � ���	��� ������� �����
��	!����� �����$ A � A��� %��������&�	�  ���" .F�/ ��/

HAA��Jij P
nX

k��

aika
����
kj P

�

jAj
nX

k��

aikAjk P �ij .i� j P '� F� ���� n/�

��D H���* �" ����*���� ��	������ �	�/��	� ����������&7 ��)�
��� �������� ����

����	�����/ ?�������	 �
��)�8��$� ����$!
 �
 �+ 
�)�$�
�%����� ��������& �
	�

	���%��� ����������&7 
 ����
 ����	�����/ ?�������	 ����$!
 �
 
�)�$�
�%�����
��������& ����	����	��1�+ ?�������	 ���)�)� ����$!
 �
	�
 �����



�#� $���
����� ���
��� F�

<���	#���	

HA��AJij P
nX

k��

a
����
ij akj P

�

jAj
nX

k��

Akiakj P �ij .i� j P '� F� ���� n/�

=���" �	 � ��&� ��	 ��������� "������


AX P E� XA P E .jAj �P A/ .F(/

�������  �"#�� �������� ��	�� ������
 X P A��� �� ���0�� %��������&�	�
"��	!�
 	�� ����� ���	#	 "������
 ����� � �	�	#	 ����� �� A�� � ���	�&�"

�	�������&�	� �	���	 ��	��� ���
 �����$� � ���!� ������� .F�/� ��  	�	��
��"��
� �	�"��� ��/

X P A���
9��� !� ��	�	�	�  	��������
� ��	 ��! 	� �� ��������� "�������

AX P B� XA P B .jAj �P A/� .F7/

# �X � B 6��
�	"#	�&��� �����$� ����� ������	�A6�� �����
 �����$�
�		�����"0��#	 �������� ����� 	 �	 � �	�&�	 	 �	 �������:

X P A��B � �		��������	 X P BA��� .F@/

)����$� .F@/ 
�
0��
 ��� �� 3����5 � 3�����5 �������� 	� 3 �����
5
�����$� B �� �����$" A� G� .F7/ � .F@/ ��� "�� �		��������	 .��� �� F'/ rB �
� rX � rX � rB � �� �� rX P rB � E	�	����

 � .F7/� �����:

��� ��	�$�	�� ����������	�� ������� ����� ��� ������ 	� 	�����$��		�(
������� ��	� ��#��	�� ������� 	� �!��	������

>������ ���� ��	 �� .F�/ ������� jAjjA��j P '� �� ��

jA��j P �

jAj �

%�
 ��	��� ���
  "� ��	�	������ �����$ �����

.AB/�� P B��A��� .OA/

4� ��� �����$� n�#	 �	�
 �� 	����"0� �	�&$	 ��/ � � ������� �������	� E�
1	��	�&�"  ��	� �	�&$� 	��� ����� 	����$�
 "��	!���
 �� ����	 �� �	�
 K �
�"����"�� ����� �� n ������	 ���������� �����$� ����� �	�	��� ������	 ��
��!�0��
 �� �����$� n�#	 �	�
 �� ��/� �	 �	�&$	 �����$ n�#	 �	�
 �� 
�
���

�������� �/�

��D ���� A K 	"��(����
& �
���!
7 �� ��
	����& C'�D �� ����� ��I���/� 4�/��	�8
���*��7 ���� $" �
���8��$� �� ?��+ ��
	����/ ����� ��I���� X F kxikkn� 7 �� ��)�
 $"��
$" 	 ���� ������" �$ ����(���� �����������/ N��� @������ C��DO jAjjXj F jEj F �7
%�� ��	����(�� �� jAj F ��

�	D $�!�� �
�"	
���& ��	�������* ?�������	7 	 ������/ ��������" � 	��)�
 ��8
����
%�� 	"�����" �	� ���
!��G P���(����Q �	�+ ?�������	 C� �����������*�"�
� ��%��
���*�"� �	�/��	
��D � P����(����Q �	�+ ?�������	 C� ��%��
���*�"� � �
�8
���������*�"� ���������*�� ���(���& �	�/��	
��D7 ��%�� ���(���� �$�
����� ���7
�
�����7 N'�7 �� '��7 '��O ��� N,37 �� ,,,O�

�
D 4�/��	����*��7 ����	��*�
& �
���!
 AF kaikkn� � ?������
�� �� K �����
	��

	 	��� A F

nX
i�k��

aikEik7 )�� Eik K �
���!
 n8)� ��&��
7 � ������/ �
 �����%���� i8/

������ � k8)� ����$!
 ����� �7 
 	�� ���
�*�"� ?������" �
	�" ��
��D ���7 �
�����7 N'�7 �� ���O�



F� ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

��� �� ������ �����$� n�#	 �	�
 �� 	����"0� �	��"�����"0 #�"��" 	��
�	�����&�	 	����$�� ��	!���
 �/� ��� ����	! ����� �����$� n�#	 �	�
 ��
	����"0� .���	��"�����"0/ #�"��" 	��	�����&�	 	����$�� "��	!���
�

-� �����
 �����$� AP kaikkn� ��������
 ���#	�� ��������	�� .	�$	�� ����
�����	��/� ���� ���� �"�0 �� �������� �����$�� ����	�	!����� �	 #���	�
 ��#	���&0 .�� #���	�  ��#	���&0/:

A P

��������
a�� a� a�n
A a an

� � �
A A ann

��������
���

� A P

��������
a�� A A
a� a A

� � �
an� an ann

��������
���

�

%��#	���&��
 �����$� 
�
���
 ������� ��"���� ��� ������� ��� � ��!���
���"#	�&�	� �����$��

,�� ��� 	��� ������& ���"#	�&�	� �����$� ���� ��	��� ���0 ��  ��#	�
���&��� �������	� �	 ���"#	�&��
 .��  �����	����  ��#	���&��
/ �����$� 
�
�
���
 ����	! ���	� �	�&�	 �	# �� �	# � �� ��  ��#	���&��� �������� 	������
	� �"�
�

+�#�	 ��	����&� ��	 �"��� � ��	��� ����  "�  ��#	���&��� .������
���"#	�&���� ��!��� ���"#	�&���/ �����$ ���&  ��#	���&��
 .�		��������
�	 ����

 ���"#	�&��
� ��!�

 ���"#	�&��
/ �����$� � ��	 	������
 �����$�
 �
 ����	! ���	�  ��#	���&�	� .������ ���"#	�&�	�� ��!��� ���"#	�&�	�/
�����$� 
�
���
 �����$�� �	#	 !� ����� 1	��	�":

'�/ ��  ��#	���&���� �� ������ ���"#	�&���� �� ��!��� ���"#	�&��� ����
��$� n�#	 �	�
 �� 	����"0� ��� �	��"������� #�"��� 	��	�����&�	 	����$��
��	!���
Q

F�/ �� ����	! �����  ��#	���&��� �����$� 	����"0� �	��"�����"0 #�"��
�" 	��	�����&�	 "��	!���
Q

O�/ �� ����	! ����� ������ .��!���/ ���"#	�&��� �����$� �	����
0�
#�"��" .���	��"�����"0/ 	��	�����&�	 "��	!���
�

5� � ����0����� ��	#	 ����#���� "��!�� ��  � �!��� 	����$�� �� ������
$��� 6 ���	���	�����	�� �����$� � �����	 � �����$�		�� �����$��

K��� A P kaikk .i P '� F� ����mQ k P '� F� ���� n/� �	 ������	���	����
 ������
$� A� 	��� ��
���
 ������	� A� P ka�ikk� # � a�ki P aik .i P '� F� ����mQ k P
P'� F� ���� n/� E	��
!����
 !� �����$� A� P ka�ikk� # � a�ki P a�ki P aik .iP'� F� ����mQ
kP'� F� ���� n/ /� K��� �����$� A ����� ������m� n� �	 �����$� A� � A� ���0�
������ n�m�

+�#�	 ��	��
0��
 ��� "0��� �	���� �/:

��D �
���� �
�"	
���& 	�&�
& ��	�������* �$R����	7 	 ������/ ���
��	���
 ��8
�
!�&7 �����&1
& ��$"� �	�� ?������
� a � b ��	�������� ���������"/ �����/
?������ a � b ��/ (� ��	��������7 ����G �D ���
!�& �$�
�
�� ��%��
���*�"� �	�/8
��	�� NCa � bD � c F a � Cb � cDOM 'D ��1���	��� 	 ��	�������� �����%�"/ ?������ e
Ca � eF e � aF aDM ,D ��& ��$�)� ?������
 a ��	�������� ��1���	��� �$�
��"/ ?������
a�� Ca � a�� F a�� � aF eD� 2��
 �
�"	
���& ����������� ��� �%�����7 ���� )��8
�	
& ���
!�& �$�
�
�� �����������*�"� �	�/��	��� #��������*�� ��&��& )��"
���7 �
�����7 N'�7 �� ,3'B,3<O�

��D �����/ �$���
%
���& ���+�� � ��������� ���&(����/ 	���%����
��D � @�����
+ ��D7 '�D7 ,�D � 0�D �
 �� '� A7 B K ����	��*�"� �&���)��*�"� �
�8

��!"7 ��& �����"+ ����	����	��1�� ���
!�� 	"�����"7 
 � K ����	��*��� ���8
������� %����� � @������ .�D A K ����	��*�
& �	
��
��
& ��	"��(����
& �
���!
�



�&� '�����
������ ���
���� ���
� %
���� ���
��� F(

'�/ .ADB/� P A� DB�� .ADB/� P A� DB�Q
F�/ .�A/� P �A�� .�A/� P �A�Q
O�/ .AB/� P B�A�� .AB/� P B�A�Q
��/ .A��/� P .A�/��� .A��/� P .A�/��Q
��/ .A�/� P A� .A�/� P A�

K��� �� �����
 �����$� S P ksikkn� �	�� ��� �	 �	�� ������	���	���	�
.S� P S/� �	 ����
 �����$� ��������
 �������� ��
��� K��� !� �� �����

�����$� H P khikk �	�� ��� �	 �	�� �	��
!���	� .H� PH/� �	 	�� ��������

���������� � ������������	� �����$� ��������� ����������	 ����	�	!�����
	��	�����&�	 #���	�  ��#	����� ����� �  �����		� 	�� �	�������	 �	��
�
!��� ��! " �	�	�� %��#	���&��� �������� �����		� �����$� ��# � ������
����� >������� ��	 ��	��� ����  "� �������������� .�����	��/ �����$�
		��� #		�
� �� 
�
���
 ������������	� .�����		�/ �����$��� � ���" O�/
��	 ����� ����	 �	�&�	  �	� ��"���� �	# �  �����  � �������������� ���
�����	� �����$� ��������		��� ��! " �	�	��

K��� A6 ��)�����		�� �����$�� �� �� �����$� � ����������� �����������
�	 A� P A�� 9����	� ���������
 �����$� ��# � 
�
���
 ������������	��

E ��! 	� ��
�	"#	�&�	� �����$�� A P kaikk ������� m� n �
����  �
�����	� �����$�� AA� � A�A� ������	 m�m � n� n� +0�	� �� ������
AA� P A ��� A�A P A ����� �� �	�	� �/ ������	 A P A�

K��� �� �����
 �����$� K P kkijkn� 	��������
 ��	!������ �' 	� �	��
������	���	���	� .K � P �K/� �	 ����
 �����$� ��������
 
����������� ���

��� � �	�	������������	� �����$� �0���  � ��������� ����	�	!����� ����
�������	 	��	�����&�	 #���	�  ��#	����� 	�����0��
  �"# 	�  �"#� ��	!����
��� �'� �  ��#	���&��� �������� ���� �"�0� G� O�/ ��� "��� ��	 ��	��� ����
 "� ��������		���� ��! " �	�	� �	�	�������������� �����$ 
�
���
 ����
���������	� �����$�� �/�

x 5� �""$ ���$%�##!& /���� !� ��#$�! $'���#$: /���� !

1"��&  ��� �����$� A P kaikkn� � B����	���� ��	��	!��� ���	�� p�#	 .' �
� p � n/ �	�
 �� �����$� A:

A

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
.' � i� � i � ��� � ip � n� ' � k� � k � ��� � kp � n/�

.O'/

M���	 ���� ���	�	 ���	 N� # � N P Cp
n 6 ����	 �	������� �� n �	 p� %�
 �	#	

��	�� ����	�	!��& ���	�� .O'/  �� ����"0 �����$"� ���"���"��  	��� ��
����	� .��������� ������	#��������	�/ �	�
 �� �� �	������
 �	 p �� n ���
 ���	 '� F� ���� n�

K��� �	������
 �� ���	 i� � i � ��� � ip � k� � k � ��� � kp ��� ��	� �"�����

��D 9�� ������� �� ��)�7 %�� ����
 ��
)��
�*�"+ ?�������	 	 �
(��/ �� �
���! AA�

� A�A �
	�


mX
i��

nX
k��

jaikj��
��D #��������*�� �����
	����& �	
��
���/ �
���!" A 	 	��� ����	�����& �	�+

��������%����+ CAFS�S�D ��$� �	�+ ������������%����+�
���! CAFK�K�D ��� N'.5O�



F7 ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

$�� �" "� ����& �	���� � � 	� �	 ���	� .O'/ �" �� 	�	������& � ���:

a�� P A

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
�

%��
 � � 	 ��������	  �"# 	�  �"#� �� �������
 	� '  	 N � �� 	����� ��
���	�� p�#	 �	�
 �� �����$� A P kaikkn� �

-� �����
 �����$� N �#	 �	�
 ��
Ap P ka��kN�

��������
 p�� �����������		�� ��������  �
 �����$� A P kaikkn� Q p �	!��
��������& �������
 '� F� ���� n� 1�� ��	� A� P A� � �����$� An �	��	�� �� 	 �
�	#	 ��������� ���	#	 jAj�

> �� �� � � � �� 1	�
 	� �"����$�� �	������� �� ���	 ������"���
 ��� ���
��# � � �� �
��� � ��	�	� �����$� A�

1 � �� ��� 1"��&

A P

�������
a�� a� a�� a��
a� a a� a�
a�� a� a�� a��
a�� a� a�� a��

������� �
1����"���"�� �� �	������
 �� ������� �� ���	 '� F� O� � �	  �� ����	�	!� ��
 ��� "0��� �	�
 ��:

.' F/ .' O/ .' �/ .F O/ .F �/ .O �/�

,	# �

A P

�������������������������

A
�
' F
' F

�
A
�
' F
' O

�
A
�
' F
' �

�
A
�
' F
F O

�
A
�
' F
F �

�
A
�
' F
O �

�
A
�
' O
' F

�
A
�
' O
' O

�
A
�
' O
' �

�
A
�
' O
F O

�
A
�
' O
F �

�
A
�
' O
O �

�
A
�
' �
' F

�
A
�
' �
' O

�
A
�
' �
' �

�
A
�
' �
F O

�
A
�
' �
F �

�
A
�
' �
O �

�
A
�
F O
' F

�
A
�
F O
' O

�
A
�
F O
' �

�
A
�
F O
F O

�
A
�
F O
F �

�
A
�
F O
O �

�
A
�
F �
' F

�
A
�
F �
' O

�
A
�
F �
' �

�
A
�
F �
F O

�
A
�
F �
F �

�
A
�
F �
O �

�
A
�
O �
' F

�
A
�
O �
' O

�
A
�
O �
' �

�
A
�
O �
F O

�
A
�
O �
F �

�
A
�
O �
O �

�

�������������������������

�

;������ ���	�	��� �	���� ���	$���	����� �����$�
'�� ,! C P AB ������� Cp P ApBp .p P '� F� ���� n/�
%��������&�	� ���!�
 ���	�� p�#	 �	�
 �� .'� p� n/ �����$����	��� ��

��
 C ����� ���	�� �	#	 !� �	�
 �� �����$��	��	!������ �	 �	��"�� .'7/� �"�
 �� ����&

C

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
P

X
��l��l������lp�n

A

�
i� i � � � ip
l� l � � � lp

��
l� l � � � lp
k� k � � � kp

�
.' � i� � i � ��� � ip � n� ' � k� � k � ��� � kp � n/�

.OF/

;��� �	�  	�	�������
� ��	#	 ����#���� ������	 .OF/ �	!�� ���& �����
���	 ���:

c�� P

NX
���

a��b�� .�� 	 P '� F� ���� N/



�&� '�����
������ ���
���� ���
� %
���� ���
��� F@

.� ��& �� 	� � 6 �	���� �	������� �� ���	 i� � i � ��� � ip� k� � k � ��� � kp�
l� � l � ��� � lp/� ;��0 �

Cp P ApBp .p P '� F� ���� n/�

F�� ,! B P A�� ������� Bp P A��p .p P '� F� ���� n/�
9�	 ��� �	!���� ���	��� �����	 ������� �� ��� � "��#	� ���� ��� �	�

�	!��& C P E � 	������& ������� �� �	� ��	 Ep 6 � ������
 �����$� �	�
 �
�� N P Cp

n�
G� ��� �	!���
 F� ������� �!��
 �	��"��� ���!�0��
 ���	�� 	�����	�

�����$� ����� ���	��  ���	� �����$�:
���� B P A��� �	 ��� �0��� '� i� � i � ��� � ip � n� '� k� � k � ��� � kp � n

B

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
P

����

P
p

���
i��
P

p

���
k�
A

�
k�� k�� � � � k�n�p
i�� i�� � � � i�n�p

�
A

�
� � � � � n
� � � � � n

� � .OO/

# � i� � i � ��� � ip ����� � i�� � i� � ��� � i�n�p� � k� � k � ��� � kp ����� �
k�� � k� � ��� � k�n�p �	����
0� �	��"0 ������" �� ���	 '� F� ���� n�

%��������&�	� �� AB P E ��� "��

ApBp P Ep�

����  �	��� �	 �	��	� �������

NX
���

a��b�� P ��� P

�
'� � P 	�
A� � �P 	�

.O�/

B������ .O�/ �	#"� ���& �������� ��� ���:X
��i��i������ip�n

A

�
j� j � � � jp
i� i � � � ip

�
B

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
P

P

����������
'� ����

pX
	��

.j	 � k	/
 P A�

A� ����

pX
	��

.j	 � k	/
 � A

.O��/

.' � j� � j � ��� � jp � n� ' � k� � k � ��� � kp � n/�

E  �"#	� ��	�	��� ������

 � 	��� ������0 jAj �������� ����	!���
 +���
����� �	�"����X
��i��i������ip�n

A

�
j� j � � � jp
i� i � � � ip

�
� .�'/

P
p

���
i��

P
p

���
k�A

�
k�� k� � � � k�n�p
i�� i� � � � i�n�p

�
P

P

������
jAj� ����

pX
	��

.j	 � k	/
 P A�

A� ����
pX

	��

.j	 � k	/
 � A�

.O�/



OA ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

# � i�� � i� � ��� � i�n�p ����� � i� � i � ��� � ip� � k�� � k� � ��� � k�n�p ����
�� � k� � k � ��� � kp 	����"0� �	��"0 ������" �� ���	 '� F� ���� n� E	�	������
��� .O�/ � .O��/ � .O�/ �	�������� ��	 ������� .O�/ " 	���	�
��
� ����

����	 b�� �
�& �� B

�
i� i � � � ip
k� k � � � kp

�
� �

����

P
p

���
i��
P

p

���
k�A

�
k�� k�� � � � k�n�p
i�� i�� � � � i�n�p

�
A

�
� � � � � n
� � � � � n

� �

,�� ��� �� ������� .O�/ �������� b�� 	�����	� �����$�  �
 Ap 	��� ��
�
0��
 	 �	�����	� �	 ����� ����	 ������	 .OO/�

x 6� �'��;&#�& 0�*/$.1$,2#!3 /���� � "&%9$$'���#�* /���� �

K��� A6�� �����
 � ����	! ����
 �����$�� �	  �
 ��� �"����"�� 	�����
��
 �����$� A��� K��� !� A 6 �� �� �����
� � ��
�	"#	�&��
 m� n������$�
.m �P n/ ��� �� �����
� �	 ��	! ����
� �	 �����$� A �� ����� 	�����	� � ����
	� A�� �� ����� ������� ; ���	� ��� �" �� �	�����	  �����  �
 ��	��	�&�	�
��
�	"#	�&�	� �����$� A �"����"�� 3��� 		������
5 �����$� A�� �	�	��

	��� ��� ���	�	���� �	������ 	�����	� �����$� � ����� �!��� ��������
��
 ��� ������� ������� �������� "�������� � ��"���� �	# � A6 �� �����

������
 �����$�� ��� 		������
 �����$� A� �	�� ��� � 	�����	� A�� �/�

'� E � � � � � � 	 � � � � � 	!� � � � � � � �� $�� �  ��&������ �� �" �� �	�&�	�
��&�
 ��� ��������� ��	��	�&�	� ��
�	"#	�&�	� m� n������$� A P kaikk
���#� r  � � ��	��� ���
  "� �����$ B � C� ���0��� �		��������	 ����
���� m� r � r � n:

A P BC P

�������
b�� � � � b�r
b� � � � br
� � � � � � � � � � � � � � �
bm� � � � bmr

�������
������
c�� c� � � � c�n
� � � � � � � � � � � � � � � � � �
cr� cr � � � crn

������ .r P rA/� .O�/

> ��& ���#� �	��	!������ B � C 	�
�����&�	 ���� ���#" ��	��� ���
 A:
rB P rC P r� %��������&�	 .��� �� F'/� r � rB � rC � =	 ���#� rB � rC �� �	#"�
���	��	 ��& r� ��� ��� r6 	 �� �� ������	 �����$ B � C� 1	��	�" rB P rC P r�

%�
 �	#	 ��	�� �	�"���& ����	!���� .O�/�  	����	��	  ������� ��	��$	
�����$� B �
�& �0��� r ������	 ���������� ��	��$	 �����$� A ���	 �0�
��� r ������	 ���������� ��	��$	� ����� �	�	��� ������	 ���!�0��
 ��	���
$� �����$� A �/� ,	# � ��	��	�&��� j�� ��	���$ �����$� A �" �� ������	�
�	�����$��� ��	��$	 �����$� B � �	����$������� c�j � cj � ���� crj Q ��� �	�����

��D ���	������� �
��� 	 ?��� 
�
)�
@� ���������� ��	���$�
���/ �
���!" $"��
�
�� 	 �3'� )�  ���� N'�.O7 ��
�
	I�� �
 	
(�"� ��������& ?��)� ��&��&� ���(�
���
	����� ��  ��
 	 ������*�� ���/ @���� ��	���$�
��
& �
���!
 ������&�
�* �
�������	
�
�* 	 �
$��
+ =*��+
��
�
 N�03O7 �������
 N''57
O � ���)�+ 
	����	�

��D  " ��+���� �� ��	�����)� ���(���&G 	 �
���!� A �
�)
 r ������& r ����/8
�� ���
	����"+ ����$!�	7 %���� �����"� ����/�� C�� �� 	 	��� ����/�"+ ���$��
!�/
� %����	"�� ��?@@�!����
�� �� �
���)� ��&D 	"�
(
���& 	�� ���
�*�"� ����$!"�
��
��)�%��� ��	��(����� ����� ����� � ��& ������ �����$��� �$ ?��� ��� )�� III7 x ��



�(� �%
�)���� �
�����!��" ���
��� 	����%
����� ���
��� O'

$����� � 	����"0� j�� ��	���$ �����$� C .j P '� ���� n� ��� �� '�/ �/�
1	��	�&�" �����$� B � C ���0� ��������&�	 	��	!��� ���# r� �	 �� �

������ �����$� B�B � CC� 
�
0��
 ����	! ������:

jB�Bj �P A� jCC�j �P A� .O(/

%��������&�	� �"��& ��	���$ x 6 ��	��	�&�	� ������� "������


B�Bx P A� .O7/

N��	!�� ��	 "������� ���� �� ���	�" x�� ,	# � x�B�Bx P .Bx/�Bx P A�
;��0 � �/ ��� "�� Bx P A � .�	��	�&�" Bx 6 �������
 �	�����$�
 ������	
���������� ��	��$	 �����$� BQ ��� � �	��"�	� .'O��// x P A� G� �	#	� ��	
"������� .O7/ ����� �	�&�	 �"��	� ������� x P A� �������� ��	 jB�Bj �P A�
<���	#���	 "�����������
 �	�	� ��������	 .O(/ ��/�

B���	!���� .O�/ �" �� ������& �
����	�� ����	!����� �����$� A�
F� E "� � � �  	  � � � � � �  � � � �  � � � 	 � � & � � �   	 	 � � � � � 	 � �� � ���

$�� B����	���� �������	� "�������

AXA P A� .O@/

K��� A 6 �� �����
 ����	! ����
 �����$�� �	 ��	 "������� ����� � ���
�����	� ������� X P A��� K��� !� A 6 ��	��	�&��
 ��
�	"#	�&��
 m� n�
�����$�� �	 ���	�	� ������� X ����� ������� n�m� �	 �� 	��� ��
���
 	 �	�
�����	� � 	���� ��"��� "������� .O@/ ����� ����������	� ��	!���	 ��������
=�!� �" �� �	�����	� ��	 ��� � ���� ������� ������
 �	�&�	 	 �	� 	��� �0���
��� �	���	�� ��	 �#	 ���	�� � ��	��$� 
�
0��
 ��������� �	�����$�
��
�		��������	 ���	� � ��	��$	 �	��
!���	� �����$� A�� G����	 ��	 �������
�� �" �� ������& ��� 		�����	� �����$��  �
 A � 	�	������& ����� A��

; � � �  � � � � � � �� )����$� A� ������� n�m ��������
 �����������	��
 �
 m� n������$� A� ���� ��	��
0��
 ������� ��/

AA�A P A� .�A/

A� P UA� P A�V� .�'/

# � U � V 6 ���	�	��� �����$��
%	��!�� �������� ��	  �
  ���	� �����$� A �� �	!�� �"����	��&  "�

��������� ��� 		������� �����$ A�
� � A�

 � %��������&�	� �� ������

AA�
� A P AA�

 A P A� A�
� P U�A

� P A�V�� A�
 P UA

� P A�V�

�	��#�
 D P A�
 �A�

� � U P U � U�� V P V � V�� ��� ��

ADA P A� D P UA� P A�V�

�	D ��	��I���� �
� (� �����
�� �
���!" C ��)�� $"�* ��$"� r �����7 %���� ����8
�"� 	"�
(
���& 	 	��� ����/�"+ ���$��
!�/ 	�� ������ �
���!" A� ��)�
 ��?@@�8
!����" ?��+ ����/�"+ ���$��
!�/ �$�
���� ������ �
���!" B�

�
D ��� ����! x ,�
��D :��
	����	
 C,�D �
�(� ���������	���� ������� �� @�����" =���B-�I�� ��8

)�
��� ?��/ @������ ����������* jB�Bj CjCC�jD �
	�� ����� �	
��
��	 ������/ 	��+
������	 r8)� ��&��
 �
���!" B C����	����	���� CD�

��D E���	�& C.�D ���
%
��7 %�� ������ C����$!"D �
���!" A� &	�&���& ����/�"��
���$��
!�&�� ����� C����$!�	D �
���!" A� C��� ������ �
 �� �5D� E���	�& C.�D ��8
)�� $"�* �
�����" ����� ����	��� A� F A�WA�7 )�� W K �������
& �
���!
 C���
����! x 'D�



OF ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

;��0 �
.DA/�DA P A�D�DA P A�V �ADA P A

�� ��� 	����&�	 .��� �	��$ x O/�
DA P A�

=	 �	# � DD� P DAU� P A� �� �� D P A�
 �A�

� P A�
%�
 �	#	 ��	�� "����	��& �"����	���� �����$� A�� �� 	��	�&�"���

�
 ��������� ����	!����� .O�/ � �" �� �����& ������� ��� 		������� ����
��$� B� � C� �/� ,�� ��� �	 	��� �����0  	�!�� ����& ����	 �������

BB�B P B� B� P bUB�� .�F/

# � bU 6 ���	�	��
 �����$�� �	
B bU B�B P B�

N��	!�
 ���� �� B� � ������
� ��	 B�B 6 ����	! ����
 �� �����
 ������
$�� ��� �� bU P .B�B/���
=	 �	# � �	�	� �� ������ .�F/  ��� ���	�	� ���!����  �
 B�:

B� P .B�B/��B�� .�O/

E	������	 ����	#���	 ��� ��

C� P C�.CC�/��� .��/

1	��!�� �����&� ��	 �����$�

A� P C�B� P C�.CC�/��.B�B/��B� .��/

" 	���	�
�� "��	�
� .�A/� .�'/ �� ��� 	����&�	� 
�
���
 ��� 		�����	�
�����$��  �
 A�

� ���	�  ����

AA�A P BCC�.CC�/��.B�B/��B�BC P BC P A�

E  �"#	� ��	�	��� �� ������ .�O/C.��/ � "���	� ������� A� P C�B�� �	�
��#�
 K P .CC�/��.B�B/��� ���	 ��

A� P C�KB� P C�K.CC�/��CC�B� P UC�B� P UA��
A� P C�KB� P C�B�B.B�B/��KB� P C�B�V P A�V�

# �
U P C�K.CC�/��C� V P B.B�V /��KB��

,���� 	����	��  	�����	� ��	  �
 ��	��	�&�	� ��
�	"#	�&�	� �����$� A �"�
����"�� 	 �� � �	�&�	 	 �� ��� 		������
 �����$� A�� �	�	��
 	��� ��
���

�	��"�	� .��/� # � B � C 6 �	��	!�����  �������	� ����	!���� A P BC
�����$� A ��/� G� ���	#	 	��� �����
 ��� 		�����	� �����$� ���	��� �����
�	 ��� "��� ��	  ��"��� �� ����	� ����	! ���	� �����$� A ��� 		������

�����$� A� �	�� ��� � 	�����	� A���

��D A� ���������& 0 ��
�� �������7 %�� ����AF�7 �� � A�F�� ��?���� 	 �
�*��/I��
�����
)
���&7 %�� A �F �7 � ����� r F rA � ��

��D �
���(���� C,5D �� ������&�� ������
%�� �����(�����/ BC� #��
�� �����*��7
�
� $"�� ���
�
��7 ��1���	��� ���*�� ���
 ��	���$�
��
& �
���!
 A�7 @�����
 C.0D
�� 	��+ �������"+ �
���(���&+ �
���!" A �
�� ���� � �� (� ��
%���� ��& A�� � )�� II7
x 0 $���� ����(�� ���)�/ ����� 	"%������& ��	���$�
���/ �
���!"7 ����*���1�/
�
�$����� ��+����/ �
���!" �
 $���� C��� @������ C���D �
 �� 5'D�



�(� �%
�)���� �
�����!��" ���
��� 	����%
����� ���
��� OO

1��� ��� 1"��&

A P

������
' �' F A

�' F �O '
A ' �' '

������ �
> ��& r P F� 1�����  ������� ��	��$	 �����$� B �����  � ��	��$� ������
$� A� ,	# �

A P BC P

������
' �'

�' F
A '

������
���� ' A ' '
A ' �' '

����
�

B�B P

���� F �O
�O �

���� � .B�B/�� P
���� F '

' F�O

���� �
CC� P

���� O A
A O

���� � .CC�/�� P
���� '�O A

A '�O

���� P
�

�
E�

1	��	�" �	#����	 �	��"�� .��/

A� P
�

�

�������
' A
A '
' �'
' '

�������
���� F '
' F�O

���� ���� ' �' A
�' F '

���� P

�������
'�O A '�O
'�@ '�@ F�@
F�@ �'�@ '�@
��@ '�@ ��@

������� �
O� E  	 � � �  � � � �   	 	 � � � � � 	 � � � � � � $�� ;������ ��� "0��� �	����

� ��� 		�����	� �����$�:

'�/ .A�/� P .A�/�Q
F�/ .A�/� P AQ

O�/ .AA�/� P AA�� .AA�/ P AA�Q

��/ .A�A/� P A�A� .A�A/ P A�A�

1��	� �	���	 	�������� ��	 	����$�� �����	 � � �	��
!���	� � � ��� 	�
	�����	� �����$� ��������		��� ��! " �	�	�� B�����	 F�/ ���!��� �	�	�
�����	��& �	�
��
 ��� 		�����	� �����$�� ��� ���� �	#����	 F�/� ��� 		�����
�	� �����$��  �
 A� 
�
���
 ���	 ��
 �����$� A� E	#����	 �������� O�/ �
��/ �����$� AA� � A�A 
�
0��
 �����	��� � �	���(���	��� .�� ��� ��!�
 	� �� ���� �����$ ���� ���	� �����$�/�

%�
 �	 � ������� '�/ 	��	�&�"���
 ��������� ����	!����� .O�/: A P
P BC� ,	# � ������	 A� P C�B�  ��� �������	� ����	!���� �����$� A�� 1	�
��	�"� �����

  �	��"�� .��/ �����$" B �� C�� � �����$" C �� B�� �	�"���

.A�/� P B.B�B/��.CC�/��C P HC�.CC�/��.B�B/��B�J� P .A�/��

B������ A� P C�B�� B� P .B�B/��B�� C� P C�.CC�/�� 
�
0��
 �������
���� ����	!���
��� E�� 	����&�	�

.A�/� P .B�/�.C�/� P .B�/�B�BCC�.C�/��

G��	�&�"
 �	���	 '�/� � ���!� ���!���
  �
 B� � C�� ��� ��

.A�/� P B.B�B/��B�BCC�.CC�/��C P BC P A�

E���� ��	��& ������ O�/ � ��/ ��	��
���
 ���	��� �����	 �"��� �	 �
����	��  ��� ������� ����	 A� �		�����"0��#	 ���!���
 �� �	��"�
�� .��/�

� ���� ��	
����



O� ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

>������� ��	  	���� ��"���� �	# � ����	!���� A P BC �� 
�
���
 �������
���� �� ��# � ����� ����	 ������	 A� P C�B�� ,��� ���������

A P k'k P kA 'k
���� '
'

���� P BC�

> ��&

A� P A�� P k'k� B� P kA 'k� P .k'k � kA 'k/� P

���� A
'

���� k'k P ���� A
'

���� �
C� P

���� '
'

����� P

����� '
'

���� � k'k�� P k'k � kFk��k' 'k P k'�F '�Fk �

1	��	�"

C�B� P k'�F '�Fk
���� A
'

���� P k'�Fk �P A��

�� = � � � " �� � � � � � � ��! � � � 	 � � �� �� � � .�	 ���	 " ������&��� �� �
���	/� B����	���� ��	��	�&�"0 ������" �������� "�������

a��x� D a�x D � � � D a�nxn P y��
a�x� D ax D � � � D anxn P y�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
am�x� D amx D � � � D amnxn P ym�

.��/

����  �������	� �������
Ax P y� .���/

> ��& y�� y� ���� ym 6 �� ����� ������ � x�� x� ���� xn 6 ���	���� � 	���� ��"���
������� .��/ �	!�� ���& � ���	�����	��

E�	���$
x� P .x��� x

�
� ���� x

�
n/ .�(/

��������
 	���� &�� ������$�		�� ��&�	��� ������� .��/� ���� ��� ������
��
� x� P x��� x P x�� ���� xn P x�n 3�� ������	� 	���	�����5

jy �Axj P
mX
i��

���yi � nX
k��

aikxk

��� .�7/

 	���#��� �	�#	 ������&��#	 �������
 � ��� � ��� ��	��$	 x�  �
 �	�	��� ��	
	���	����� ����� �������&�	� ��������� ��	���$ x� ����� ������&�"0 3 ���
�"5� �� ��  �
 ��	#	 ��	��$� �������

jxj P x�x P

nX
i��

jxij .�@/

����� ������&��� ���������
1	��!��� ��	 ������� .��/ ��# � ����� 	 �	 � �	�&�	 	 �	 ����"���� ����

���!���	� ������� � ��	 ������!���	� ������� 	��� ��
���
 �	 �	��"��

x� P A�y� .�A/

# � A� 6 ��� 		������
 �����$�  �
 �����$� A�
%�
 ��	#	 �����	���� ��	��	�&��� ��	���$ x � �	�	!��

y �Ax P uD v�



�(� �%
�)���� �
�����!��" ���
��� 	����%
����� ���
��� O�

# �
u P y �Ax� P y �AA�y� v P A.x� � x/� .�'/

,	# �

jy �Axj P .y �Ax/�.y �Ax/ P .uD v/�.uD v/ P u�uD v�uD u�v D v�v� .�F/

=	
v�u P .x� � x/�A�.y �AA�y/ P .x� � x/�.A� �A�AA�/y� .�O/

G��	 
 �� ����	!���
 .O�/ � �	��"�� .��/ ��� ��

A�AA� P C�B�BCC�.CC�/��.B�B/��B� P C�B� P A��

1	��	�" �� ������� .�O/ ��� "��
v�u P A� .��/

�	 �	# � �
u�v P .v�u/� P A� .���/

1	��	�" �� ������� .�F/ ���	 ��

jy �Axj P juj D jvj P jy �Ax�j D jA.x� � x/j� .��/

�� ��� 	����&�	�  �
 �0�	#	 ��	��$� x

jy �Axj � jy �Ax�j� .��/

1"��& �����&
jy �Axj P jy �Ax�jQ

�	# �� �	#����	 ������" .��/�
Az P A� .�(/

# �
z P x� x��

E  �"#	� ��	�	���

jxj P .x� D z/�.x� D z/ P jx�j D jzj D .x�/�z D z�x�� .�7/

���	����
� ��	 A� P A�V .��� 	��� ������ �/� �	�"���  ���" .�(/

.x�/�z P .A�y/�z P .A�V y/�z P y�V �Az P A� .�@/

=	 �	# � �
z�x� P ..x�/�z/� P A�

1	��	�" �� ������� .�7/ ���	 ��

jxj P jx�j D jzj

�� ��� 	����&�	�
jxj � jx�j�

������ ���� P ����� ����	 �	�&�	 ��� z P A� �� �� ��� x P x�� # � x� P A�y�

1 � �� ��� =���� ����"���� ������!���	� ������� .�	 ���	 " ������&���
�� ���	/ ������� �������� "�������:

x� � x D Fx� P O�
�x� D Fx � Ox� D x� P ��

x � x� D x� P A�

��



O� ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

> ��&

A P

������
' �' F A

�' F �O '
A ' �' '

������ �
=	 �	# � .��� ������ �� �� OO/

A� P

�������
'�O A '�O
'�@ '�@ F�@
F�@ �'�@ '�@
��@ '�@ ��@

������� �
� �	�	�"

x� P

���������
x��
x�
x��
x��

��������� P

�������
'�O A '�O
'�@ '�@ F�@
F�@ �'�@ '�@
��@ '�@ ��@

�������
������
O
�
A

������ �
E�� 	����&�	�

x�� P '� x� P '� x�� P A� x�� P F�

;��� ���� �	��" kAk m� n������$� A P kaikk ��� ��	���$����&�	� ����
�	� �� ����	� �	��"�	�

kAk P
X
i�k

jaikj� .�'/

1�� ��	� 	��� �	� ��	

kAk P
nX

k��

jA� kj P
nX
i��

jAi �j� .�'�/

B����	���� �������	� "�������

AX P Y� .�F/

# � A � Y 6 �� ����� m� n� � m� p������$�� � X 6 ���	��
 n� p������$��
;��� ���� ����"���� ������!���	� ������� X� "������
 .�F/ �� "��	�


kY �AX�k P min kY �AXk�
������  ��"���� �	# �

kY �AXk P kY �AX�k�
����"���
� ��	��

kX�k � kXk�
G� �		��	�����

kY �AXk P
pX

k��

jY� k �AX� kj� .�O/

kXk P
pX

k��

jX� kj .��/

��� "��� ��	 k�� ��	���$ ���	�	� �����$� X�
� k  	�!�� ���& ����"���� �������

!����� �������� ������� �������� "�������

AX� k P Y� k�



�(� �%
�)���� �
�����!��" ���
��� 	����%
����� ���
��� O(

1	��	�"
X�
� k P A�Y� k�

1	��	�&�" ��	 ������	 ����� ��	 ��� �0�	� k P '� ���� p� �	

X� P A�Y� .��/

,���� 	����	�� "������� .�F/ ��# � ����� 	 �	 � �	�&�	 	 �	 ����"����
������!���	� �������� 	��� ��
��	� �	��"�	� .��/�

� �����	� ��"���� �	# � Y P E 6 � ������
 �����$� m�#	 �	�
 ��� �����
X� P A�� E�� 	����&�	� �����������	�� ������� A� �������� 	���� &�� ����
���$�		�� ��&�	��� .�� ������ 	����	�&�# 
��������/ ����� 	��� ����	�	��

AX P E�

9�	 �	���	 ��� 		�����	� �����$� A� �	!�� ���& ����
�	  ������� ��
	��� �����
�

�� ) � � 	  * � � � � � 
 � 	 � � �  	  � � � � & � 	 # 	 � � � 	! �� � 
 � � �   	 	 ��
� � � � 	 � �� � � � $� � 	 � � 	 � �  � � �  "0���� 1"��& ak 6 k�� ��	���$ 
m� n������$� A� Ak P .a�� ���� ak/ 6 �����$�� 	����	����
 ������ k ��	��$���
�����$� A� bk 6 �	��� �

 ���	��  �����$� A�

k .k P '� ���� n� A� P a�� An P A/�
,	# � ��/

A�
� P a�� P

a��
a�� a�

� .��/

�  �
 k � ' ���0� ����	 ���"�������� �	��"��

A�
k P

�
Bk

bk

�
� Bk P A�

k�� � dkbk� dk P A�
k��ak� .�(/

1�� ��	�� ���� ck P ak �Ak��dk �P A� �	

bk P c�k P .ak �Ak��dk/�Q .�7/

���� !� ck P A� �� �� ak P Ak��dk� �	

bk P .' D d�kdk/
��d�kA

�
k��� .�@/

1�� ��#��� �������0 ��	����&� ��	 �����$�

�
Bk

bk

�

�
���
 ��� 		��

����	�  �
 �����$� A�
k � ���� �����$� Bk � ���	�� bk 	��� ��
0��
 �	��"���

�� .�'/C.��/� 9�	� ���	 �� ����"�� ��������
  ����������	 � �	!�� ���& ���
�	�&�	��  �
 ��������
 	�����	� �����$��

1� �� ��� 1"��&

A P

�������
' �' A

�' F '
F �O �'
A ' '

������� �
>������� ��	  �
 ��! 	� ��������	� �����$� M �� �	!�� �����& M � ����
�	 M�� ,	# �

A�
� P .A��A�/

��A�� P
�

�
A�� P

����
�

�

�

�

�
A
��� �

��D ���� A� F a� F �7 �� � A
�
� F ��



O7 ��� I� ���
��� � �������� ��� ����

d P A�
� a P ��

�
� c � a �A�d P

�������
'�F
'�F
A
'

������� �
b P c� P .c�c/

��� c� P
�

�
c� P

����
�

�

�
A

�

�

��� �
B P A�

� � db P
����
�

�

�

�

�
'
��� �

,���� 	����	��

A�
 P

���� F�O '�O '�O '

'�O '�O A F�O

���� �
%�����

d� P A�
 a� P

���� '
'

���� � c� P a� �Ad� P A�

1	��	�"

b� P .' D d��d�/
��d��A

�
 P

����
�

�

�

���A�
 P

����
�

�

�

�

�

�

�

���
�

B� P A�
 � d�b� P

P

���� F�O '�O '�O '

'�O '�O A F�O

����� ���� '�O F�@ '�@ ��@

'�O F�O '�@ ��@

����P ���� '�O '�@ F�@ ��@

A '�@ �'�@ '�@

���� �
A� P A�

� P

�������
'�O '�@ F�@ ��@

A '�@ �'�@ '�@

'�O F�@ '�@ ��@

������� �



*+<�< II

�������� ���		� � �������
� ��� ���������

x �� �&�$9 �"<,=)&#�* ��.""�

�� 1"��&  ��� ������� n �������� "������� � n ����������� x�� x� ���� xn
� ������ ����
�� y�� y� ���� yn:

a��x� D a�x D � � � D a�nxn P y��
a�x� D ax D � � � D anxn P y�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
an�x� D anx D � � � D annxn P yn�

.'/

� �������	� �	��� ��� ������� �	!�� ���& �������� ���:

Ax P y� .'�/

> ��& x P .x�� x� ���� xn/� y P .y�� y� ���� yn/ 6 ��	��$� � A P kaikkn� 6 �� �����

�����$� �	����$����	�

K��� A 6 ����	! ����
 �����$�� �	 �	!�	 �������&

x P A��y .F/

����  ������"�	� � ��

xi P

nX
k��

a
����
ik yk .i P '� F� ���� n/� .F�/

,���� 	����	�� �� ��� ��������
 �������	 	�����	� �����$� A�� P

P ka����ik kn� ���������� �� ��� ������
 ������� "������� .'/ ��� �0���
����� ����
� y�� y� ���� yn� 9������� 	�����	� �����$� 	��� ��
0��
 �	��"���
�� .F�/ #�� I� ; ���	 ���������	� ��������� �������	 �����$� A�� �	 ����
�	��"��� ��� �	�&�	� n ��&�� ����" �����&�	� 1	��	�" �	�&�	� ����������	�
�������� ���0� ���������� ���	 � ��������
 �������	 	�����	� �����$�
�� ��� 	����&�	� ������
 ������� �������� "������� �/�

� ����	
��� #��� �� ���	!�� ��	���������� 	��	� ���	�	��� �� ����
���	 	� ��� ����
0��� �	�	� ����	� �	��� ���	 � ����0����
 *�"���� ����
�	���	 � �	�	��� " �������
 �����	�& ���  �"��� ��#���� ��� ��� ��	���

+� 1"��&  ������� "������� .'/ a�� �P A� )� ����0��� x� �� ��� "��������
������
 �	 �	�	#	�  �
 ��#	 �	 �	�	�" "������0 �	�����	 ������� ���	��
"��	!���	� �� �a��a��� � ����&��" �	�����	 ������� ���	�� "��	!���	�
�� �a���a��� � ��  � 1	��� ��	#	 ������� "������� .'/ ��������
 ���������	�
������	�

a��x� D a�x D � � � D a�nxn P y��

a
���
 x D � � � D a

���
n xn P y

���
 �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

a
���
n x D � � � D a

���
nnxn P y

���
n �

.O/

�D 4�& ����$��)� ���
�������& � ?���� �����
�� �" ����������� �$�
���*�& �
���)� >
����	"+ N,,O7 
 �
�(� � !���� ��
��/7 �
�%
�
��"+ 	 PE��+
+ �
���
��%��8
��+ �
��Q C�30� )�7 �� 07 	"� ,D�



�A ��� II� '��
��� ������ � ����
�� �� �
��������

-	����$����� ��� ���������� � �	�	 ��� �����  �	��� ��� n� ' "�������

� 	��� ��
0��
 �	��"����

a
���
ij P aij � ai�

a��
a�j � y

���
i P yi � ai�

a��
y� .i� j P F� ���� n/� .O�/

1"��& a
���
 �P A� ,	# � ����� !� 	����	� �� ����0��� x �� �	��� �

��� n� F "������� ������� .O/ � �	�"��� ������" "�������

a��x� D a�x D a��x� D � � � D a�nxn P y��

a
���
 x D a

���
� x� D � � � D a

���
n xn P y

���
 �

a
��
�� x� D � � � D a

��
�n xn P y

��
� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

a
��
n� x� D � � � D a

��
nnxn P y

��
n �

.�/

1�� ��	� �	�� �	����$����� � ����� ����� �
���� � ��� � "���� �	��"�
����

a
��
ij P a

���
ij � a

��

i�

a
��
��

a
���
j � y

��
i P y

���
i � a

��

i�

a
��
��

y
���
 .i� j P O� ���� n/� .�/

1�	 	�!�
 ��	� ��#	����  ����� �� �� .n� '/�� ����� ���� �� ���	 �"0
������" .'/ � ���"#	�&�	� ���"������	� �������

a��x� D a�x D a��x� D � � � D a�nxn P y��

a
���
 x D a

���
� x� D � � � D a

���
n xn P y

���
 �

a
��
�� x� D � � � D a

��
�n xn P y

��
� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � �

a
�n���
nn xn P y

�n���
n �

.�/

9�	 ���� ���� ��	����	  �	� � �	�&�	 �	� ��"���� �	# �  ��	$���� ����

� ���
 �� ����� a��� a
���
 � a

��
�� � ���� a

�n��
n���n�� 	�����0��
 	�������� 	� �"�
�

G��	!����� ���� � � # 	 � � �� * � " � � � �	��	�� �� 	 �	������ 	����$���
�	�	��� ��#�	 ��	��
0��
 �� �	�������� ������� ��������

4� ������� �	����$����� � ����� ����� ���� ���	� ������� ����� �	���
��$����� � ����� ����� ���	 �	� ������� .'/� 1�� ��	� �� �� �" �� ��� �

�	��#��&� ��	  ��	$���� ���� ���
 �� ����� a��� a
���
 � ���� a

�n��
n���n�� 	�����0��


	�������� 	� �"�
� � �����	���� 	���� ��"���� �	# � ����� p �� ���� �����
	������ 	� �"�
:

a�� �P A� a
���
 �P A� ���� a�p���pp �P A .p � n� '/� .(/

��	  ��� 	��	!�	��& .�� p�� ����� ���� ���
/ ������� ���	 �"0 ������"
"������� � � "

a��x� D a�x D � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � D a�nxn P y��

a
���
 x D � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � D a

���
n xn P y

���
 �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

a
�p���
pp xp D � � � � � � � � � � � � � � � � � � � D a

�p���
pn xn P y

�p���
p �

a
�p�
p���p��xp�� D � � � D a

�p�
p���nxn P y

�p�
p���

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

a
�p�
n�p��xp�� D � � � D a

�p�
nnxn P y

�p�
n �

.7/




