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������ �� ��� ����"�������# ����.	���� jzj& � ��� ���"��.�	��
w & z�)�� z*�1

������ -�# ���"��.�	�# w & ez 	����/

�* �"���
 ��	�� x & C$ y & C$ x & y+
'* ����"���
 ��	�� � & � )� � � ��*�

�

������

������

���� �
�

������ �

������� �� �� 	�� � �

�

� ������� �� �� 
���

�

�
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���� � �

�

�
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���� �
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������

������

��� ���	��� 	�����	
���� ����������� ��

������ 2���� ����"������	�� ��#�������	�� ���� )x & C$ y & C*
��������� z � ����3�0 ��	���/

�* w & z� ( z+ '* w & cth z+ 4* w & ez
�

�

������ �� ��� ����"����0��# � ����3�0 ��	��� w & ez ( z
������� ��#�
� x & C � ��#�
� y & C$ ��.�3�� � ������ � � y � �1

������ 5�� ������������� � z%��������� ���#�	�� ����� jwj & R$

argw & � ��� ����"������	�#�/ �* w & e��z+ '* w & ez
�

1

2 � � � � �
 �	 � � � �

������ ,�	��# f)z*$ ��������		�# � ������	���� ����� z�$ 	�%
�
�����# ����������� �� 	���� � ����� z�$ ���� ��# �0"�� ���������%
����	���� fzng$ ����#3���# � z�$ �
���	#���# ������� lim

n��
f)zn* &

& f)z�*+ 6�� .� ��	��# 	��
�����# ����������� �� 
���$ ���� ��#
�0"��� 	� � ��3������� ����� 
)	*� �$ ��� �� 	�����	���� jz � z�j�

�������$ ��� jf)z*� f)z�*j� 	� -������� 6�������	�	���� �"��� ����%
����	�� )���$ 	�������$ 7�$ ��� I$ �� 4�89*�

������ ,�	���
Re z

z
$

z

jzj
$
Re �z��

jzj�
$

zRe z

jzj
��������	
 ��# z �& ��

����� �� 	�� ����� "
�� ����������	
 � ����� z & � ���$ ���"
 �	�
����� 	�����
�	
�� � 6��� �����1

������ :���� �� ��	���/

�* ��)�� z*+ '* ��)� ( z�*+
	�����
�	
 �	���� ���	��	��� ����� )jzj � �*1 :���� �� �	� ���	�%
���	� 	�����
�	
1

������ �* -�������$ ��� ��	��# e��� z ���	����	� 	�����
�	�
� ����� jzj � R � �
������� ������ z & ��

'* :���� �� ���	����	� 	�����
�	� � 6��� .� �"����� ��	�%

�# e���z
�

1
4* :���� �� ��	��# e���z

�

���	����	� 	�����
�	� � �������
� � jzj � R$ j arg zj � ��81

������ ,�	��# w & e���z ��������	� ��0��$ ����� ����� z & ��
-�������$ ���/

�* � ��������� �� jzj� �$ j arg zj� ��' 6�� ��	��# ����	���	�$
	� 	� 	�����
�	�+

'* �	���� 6���� .� ��������� ��	��# 	�����
�	�$ 	� 	� ���	�%
���	�+

4* � ������� � � jzj � �$ j arg zj � � � ��' ��	��# ���	����	�
	�����
�	��

������ ,�	��# f)z* ���	����	� 	�����
�	� � ����� jzj � ��
-�������$ ��� ��# �0"�� ����� � 	� ����.	���� jzj & � � �0"�� ��%

�
�



�� ��� I� ������	
��� �
�� � ���	��� 	�����	
���� �����������

����������	
���� zn � �� jznj � � ���������� 	
���� lim
n��

fzn��

�������� ������ ��� ���� 	
���� �� ������� �� ����
� 	���������
��������� fzng � ��� ������ � ���	
�������� �� !
����� �
�!�
	
� 	�"��� 	
�������!� 	�
�#���� ����� ��	
�
���� �� ���" ��"��
����" �
�!� jzj � ��

x �� �������	
���
 � ������	
���
 �������

$ �� � ��  % �&�'(�"� � �

������ )
���
��� ��	������� ������* %�&�'(�"��� �� �����
��* zn� ez� cos z� Ln z � ��������� ���

zn�� + nzn��� ez�� + ez� cos z�� + � sin z� Ln z�� +
�

z
�

������ ,�*�� 	���� ���� a� b� c� 	
� ����
�# ������ fz� �����
������������*-

�� fz� + x. ay . ibx. cy�/

0� fz� + cosxch y . a sh y� . i sinxch y . b sh y��

������ ,�*�� �������� � ����
�# ������ 

fz� + jx� � y�j. 0ijxyj

����� ������������*�

������ fz� + u. iv + �ei� 1 ������������ ������ � ���������
��� ���� ���� �� ������* u� v� �� � ������������ 
���� 	���� ���*�

�� � ������ fz� 	���� ����

������ )���� z + rei� � fz� + ur� �� . ivr� ��� 2�	����� �
�����

�� %�&�'(�"��� � 	�� 
��# ���
������#�

������ ��������� ��� ���� fz�+u. iv 1 ������������ ������ 
� s � n 1 	�
	������� 
��� �����
�� 	
���" 	���
�� �� �����
� s
� �����
� n �� 	
 "�* �!�� ����
&���� 	
���� ������* ��
����� ��

�u

�s
+

�v

�n
�

�u

�n
+ �

�v

�s

�	�s � �	�n 1 	
��������� �� ������* ���# ��*����������# 	��

�"����# 	� �����������3��"� ��	
������3��

������ ��������� ��� ������ fz� + 4z ��!�� �� �����
�����

��"��

������ ��������� ��� ������ w+ zRe z �����
����
��"� �����
�� � ����� z + 5/ ��*�� w�5��

������ ��������� ��� �� ������� fz� +
p
jxyj � ����� z + 5

��	��� 3�� ������ %�&�'(�"���� �� 	
�������� �� �����������

�� �����	�
���� � �������
���� ������ �

� �

�

�

� �

�

�

� �

�

�

� �

�

�
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�
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�

� � �
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�
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�

���������	
� ��
�

� � � � �

� �

�

��� �����	�
���� � �������
���� ������ ��

������ �������� �����3��� ����
����� -
�� ���� � ������� w + fz� � ����� z ���������� 	
����

lim
�z��

h
Re

�w

�z

i
�

�� ������� 	
��������� ux � vy ��������3� � 
���� "���� ����*/

0� ���� ���������� 	
���� lim
�z��

h
Im

�w

�z

i
� �� ��������3� �������

	
��������� uy � vx� 	
���" uy + �vx/

6� ���� ��
���� 	
��	�������� ��� ������� u � v �����
�����

��"�� �� ������������� �3��!� �� 	
������� ��������# � 		� ��
� 0�� ����	������� ������������� �
�!�!� �� �������������� ������

����
��"���� ������� fz��

������ 7����� w + fz� �������� � ����� z �����3��"� ���*���
��"�-

�� u� v �����
����
��"�/ 0� ���������� 	
���� lim
�z��

����w

�z

����
��������� ��� ���� fz�� ���� fz� �����
����
��"� � ����� z�

������ 7����� w + fz� �������� � ����� z �����3��"� ���*���
��"�-

�� ������� u� v �����
����
��"�/ 0� ���������� lim
�z��

arg
�w

�z
�

��������� ��� fz� �����
����
��"� � ����� z�

������ )���� w + fz� + u. iv � ux� y� � vx� y� �����
�����

��"� � ����� z� ��������� ��� "�������� ������"����# 	
������
��# �������* ����&��� 8w	8z 	
� 8z � 5 ���� ���� ������
���� ��
��������

7� 
"� � ��� � 	 
 � � � � � � ��� 	 � % �&�

9��� � ������&����

w + wz� + fx� y� + f
�
z � �z

�
�
z � �z

�i

�
+ �z� 4z�


���"��
����� z � 4z ��� ��������"�� 	�
�"������ �� 	
���������
	� ���" 	�
�"����" ����� 
����

�

�z
+

�

�

�
�

�x
� i

�

�y

�
�

�

��z
+

�

�

�
�

�x
. i

�

�y

�
�

: ������*&�" 	
�� �� ���������� 
�w

�z
+ wz�

�w

��z
+ w�z � �� ��

������ �������� �����3��� ������&��� -

�� dw + wzdz . w�zd4z/ 0� wz +
�

�
;ux . vy� . i�uy . vx�</

6� w�z +
�

�
;ux � vy� . iuy . vx�<�



�� ��� I� ������	
��� �
�� � ���	��� 	�����	
���� �����������

������ ��������� 	�� 
������ ���������� ����������

������ w�z � ��

������ ��������� 	�� 
������ �������  u � � ��!� ��������

� ��"�
��u

�z ��z
� ��

������ ��������� 	�� dw � d #w� #wz � w�z� #w�z � wz $%������ 	��&
��	�� ���	���� 	�� ����'�" � �����!���
 ��	��� �����������
����� "�((���)�������*�

������ ��������� 	�� "�� (
�)�� z$w*� �%����+ �� �������
� w$z*�

dz �
�wz

jwz j� � jwz j�
dw ,

�wz

jwz j� � jwz j�
d #w�

������ ��������� 	�� ���%�� ����%�������� w$z* ����

Jw�z �
��u� v�

��x� y�
� jwzj

� � jw�z j
��

����	� �������� ���"
�-�� ��������.

/*
dw

dz
� wz , w�ze

��i�� 0"� � � arg dz1

2* max
�

���dw
dz

��� � jwz j, jw�z j1 3* min
�

���dw
dz

��� � jjwz j � jw�z jj�

������ ��������� 	�� ���� � � arg dz� �� � arg dw� ��.

/*
d��

d�
�

Jw�z

�ux cos�� uy sin��� � �vx cos�� vy sin���
�
��� dz
dw

���
� �

Jz�w
1

2* max
d��

d�
� p� min

d��

d�
�

�

p
� 0"� p �

max

���dw
dz

���

min

���dw
dz

���
�

jwzj� jwzj

jjwzj � jwzjj
�

4 � �� �  � 	 � � � � � (
  � )� �

5
�)�� u$x� y*� �%��"��-�� � �������+ �%����� ����������
	������ �������"��� "� �����0� ����"�� ����	������ � 
"��&
��������-�� 
������ �������

 u �
��u

�x�
,

��u

�y�
� ��

��������� ��������	
��� �����	�� ��� 0�����	����� (
�)��
u$x� y* � v$x� y*� ������� 
�������� ����������

�u

�x
�

�v

�y
�

�u

�y
� �

�v

�x
�

��������� 
�����	������

�

� �
�

��

� � � �

� ���

�

� ��

� � �

�

� �� ��

�	������� ���	 ���� ������	
���� ��
��������
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�

�

�

�

�

�������	
��� �����	�


�����	�����

��� ��������
	�� � ��������
	�� ���	��� ��

����
� �������� ���"
�-�� ���"��!���.

/* ���+�� ���%��)�� 0�����	����' (
�)�+

nX

i��

ciui$x� y*

���� (
�)�� 0�����	������
2* 6��� ��0
���� 0�����	����+ (
�)�� u$x� y* ��"���0
��

����%�������� ������� x �
�

�� � ��
� y �

�

�� � ��
� �� ����%������&

�� (
�)�� %
"�� 0�����	����+�
3* 6��� ��0
���� 0�����	����+ (
�)�� u$x� y* ��"���0
��

����%�������� x � �$�� �*� y � �$�� �*� 0"� � � � 7 �����!���
0�����	����� (
�)��� �� ����%����&
���� (
�)�� %
"�� 0�����	����+�
$8���"�� � 	�������� ���"
�� ���"�"
&
-�� 
����!"����*
9* :
��� u$x� y* � v$x� y* 7 �����&

!��� 0�����	����� (
�)�� �

���%��
��u� v�

��x� y�
� �������+ �%�����

����	� �� 
��� ;�0"� �%�����
(
�)�� x$u� v* � y$u� v* ���!� %
"
�
0�����	������ � �����!�����

������ /* ��������� 	�� ������ 0�����	����� � �"������+ �%&
����� G (
�)�� u$x� y* ����� ����+���� �����!��' 0�����	��&
��' (
�)�+� ����	��-�'�� "�
0 �� "�
0� � �������� ���0�����

v$x� y* �

�x�y�Z

�x��y��

�
�u

�y
dx,

�u

�x
dy , C�

2* ��������� 	�� ���� �%����� G ��0������ � �0���	�� ���&
�� ���
��� <� � �
������ ���
���� <�� <�� ���� <n $��!"�+
�� ������' ��!�� ����!"����� � ��	�
1 ���� /*� �� (
�)�� v$x� y*
��!�� ��������� ��0���	�+ � �%-�� (���
�� "�� �� ��	��+ %
&
"�� ����� ��"

v$x� y* �

�x�y�Z

�x��y��

�
�u

�y
dx,

�u

�x
dy ,

nX

k��

mk	k , C�

=��0��� %������ �� �
��� ��!�-��
 � �%����� G� mk 7 )����
	���� �

	k �
Z

�k

�
�u

�y
dx,

�u

�x
dy�

0"� 
k 7 ������� ����
��� ���
��� ��!"�+ �� ������' ��"��!��
�
��� ��%� �"
 ����
� 	���� 0���)� $<k* $	���� 	k ���������
�	������� ���	����� ��� ������	
���� ��
��������*�

��� �"���	���� (
�)�� v$x� y* ��%'�"��� � "������	�� 	��&
%� ��� 	���� 	k %��� ���� 
���



�� ��� I� ������	
��� �
�� � ���	��� 	�����	
���� �����������

����� � � � � �	 
���� �� ����� � ������������� ���� �����
�� ������ u�x� y� ���������� � ���������� �������� �����	 ��
� ��������! "�� �#������� ��� ������ U��� ���  �������� �# ����
��� u�x� y�  ������#������� �������� ���	 #���� $	$%&� &�� ����
������������� � ������ ���������	 '���� ����#���� ��� � "���

�����

nX
k��

�k ( )	

������ ���� ������ �#�����*�� ��� ������������� ������ ����
������� ��������������� ����#��� ����!+�� ������*,

$� �������������� � ������ ����� ������������� ������ f�z� (
( u- iv ����!��� �� ������*�� �������������� ��������.

&�  ���#����*� ��!����  ������� ������������� ������ �����
����!��� �������� ��������������	

������ $� /��� �� ������������� ������ u�� ���� u 0 ������
�������� ������1

&� ���� u0 ������������� ������	 2�� ����3 ������ f ����
��� f�u� ���� ���� �������������1

������ /�� �� ������ jf�z�j� arg f�z�� ln jf�z�j �����������
����� ���� f�z� 0 ������������� ������1

������ �������#����� � ������ 4� ���� 5u (
��u

�x�
-

��u

�y�
�  ��

������ ������� ��������� �r� �� � ����� ��6���� �������� 4� �
���� 5u ( )� #�����+�� ������ �� r	

������ 7* ����� ��� n ( $� &� 8� 9 ������������� ���������*
pn�x� y� � qn�x� y�� � ��������*� ���������� zn ( pn - iqn	 :� �����
� ��+�� ���� pn � qn �  ������� ������� ���������	

����#��� �������� #����� $	$%8� � #�����3 $	$%;<$	$=8 ����
�� ������� �� ������*� � ����*�� �������������� ��������
� ��#���*3 �������3	

������ u�x� y� ( x� � y� - x� ) � jzj ��	

����	� u�x� y� (
x

x� � y�
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