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Книга предназначена для специалистов, проектирующих конструкции строительных сооружений и в своей 
работе применяющих компьютеры. 
Рассматриваются теоретические основы метода конечных элементов как основного расчетного инструмента. 
Много внимания уделяется вопросам сходимости, оценки приближенного решения, особенностям примене-
ния МКЭ для различных типов конструкций. Немало места уделено нелинейным задачам, включая физиче-
скую и геометрическую нелинейность, односторонние связи, трение, устойчивость, нелинейную динамику. 
Основное внимание уделяется методам и приемам построения компьютерных моделей. Рассматривается 
моделирование не только отдельных конструктивных решений (опорные закрепления, шарниры, проскаль-
зывание, контактные задачи и др.) и часто встречающихся конструкций (конструкции, работающие совмест-
но с грунтовым основанием, вантовые конструкции, конструкции высотных зданий и др.), но и моделирова-
ние процессов, связанных с жизненным циклом конструкции – предварительное натяжение, приспособляе-
мость, возведение, устойчивость к прогрессирующему обрушению и др. 
В приложении приводится набор верификационных примеров, которые могут служить оселком для проверки 
различных методов, в том числе и реализованных в различных программных комплексах.  
Книга может быть также полезна исследователям, изучающим работу различных типов конструкций, разработ-
чикам программных комплексов и студентам, изучающим методы расчета и проектирования конструкций. 

 
A. Gorodetsky, I. Yevzerov. Computational models of structures 
The book focuses on theory of Finite Element Method as the main analysis tool. The book also deals with conver-
gence matters, evaluation of approximate solution, peculiar features in application of FEM for different types of 
structures. Nonlinear problems including physical (material) and geometric nonlinearity, one-way springs, friction, 
stability, nonlinear dynamics are considered in the book. 
Special attention is given to generation of computational models. The book presents not only simulation of separate 
structural solutions (boundary conditions, hinges, contact problems, etc.) and widely used structures (structures that 
considered together with soil, cable-stayed structures, structures of multi-storey buildings, etc.), but simulation of life 
cycle of the structure – pretension, adaptability, erection, etc. 
The appendix contains a set of verification test cases. 
The book will be useful for scientists that do research in behaviour of different types of structures, developers of 
software and students that study methods of analysis and design of structures. 

 
A.Gorodetski, I.Evsérov. Modélisation assistée par ordinateur 
Le présent ouvrage est dédié aux ingénieurs qui participent à l’art d’édifier et de construire et qui appliquent dans son 
travail les ordinateurs pour modeler  les éléments constitutifs d’un édifice en projet.   
Les auteurs exposent le fondement théorique de la méthode par éléments finis (MEF) qui est l’outil principal du 
calcul. La convergence et la résolution approchée, ainsi que l’application de MEF aux différents types de structures 
sont étudiées avec attention. Une importance est accordée aux problèmes non linéaires, y compris la non linéarité 
physique et géométrique, liaisons unilatérales, frottement, stabilité et dynamique non linéaire.   
L’objectif principal de cet ouvrage est la formation des modèles assistées par ordinateur. A part les modèles des 
solutions constructives (appuis, articulations, glissement, contacts...) et des structures les plus répandues (ouvrages 
sur sol de fondation, structures haubanées, structures des édifices à très nombreux étages...) sont étudiés les modèles 
des processus responsables de la longévité des structures, tels que prétension, adaptation, élévation, résistance à 
l’effondrement progressif, etc...   
Les tests présentés à l’annexe peuvent servir de pierre à aiguiser pour vérifier certaines méthodes, y compris les 
méthodes employées dans différents logiciels réalisés.  
Cet ouvrage peut être un vade-mecum des projeteurs qui étudient le comportement de différents types de structures, il 
peut aussi être utile aux développeurs des logiciels et, enfin, c’est un recours pour les étudiants à vocation de génie 
civil qui apprennent les méthodes de calcul et de conception des ouvrages.  
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Предисловие 
Вся история строительной механики в докомпьютерный период изобило-

вала приемами, ориентированными на численную реализацию той или иной 
расчетной схемы. Методы моментных и угловых фокусных отношений, метод 
Кросса, метод перераспределения начальных угловых деформаций, метод уп-
ругого центра и другие приемы – вот небольшой перечень из огромного ряда 
существовавших в то время приемов и методов расчета конструкций, которые, 
по сути, сводились к стремлению избежать большого количества вычислений. 
И когда специалист составлял расчетную схему он, прежде всего, думал о воз-
можности решения задачи в такой постановке. 

Положение в корне изменилось с появлением компьютеров, а затем и ме-
тода конечных элементов. Первые практически сняли проблему объема вычис-
лений, а метод конечных элементов, с одной стороны, примирил и взаимно 
обогатил методы теории упругости и методы строительной механики стержне-
вых систем, а с другой стороны, заменил дискретизацию дифференциальных 
уравнений (метод конечных разностей) или функционала потенциальной энер-
гии (вариационно-разностные методы) непосредственно дискретизацией рас-
четной схемы, что значительно расширило возможности построения адекват-
ных моделей. 

Таким образом, можно говорить, что в конце 50-х – начале 60-х годов 
в строительной механике произошла тихая революция, связанная с отказом от 
многочисленных узко ориентированных приемов и перенесением центра тяже-
сти в фундаментальные исследования методов механики твердого тела и мате-
матической физики, а в инженерной практике – на приемы и методы построе-
ния компьютерных моделей. Это было достаточно быстро осознано специали-
стами, работавшими в области применения компьютеров при расчетах конст-
рукций. Так, разработчики семейства программных комплексов ЛИРА уже 
в 60-х (программные комплексы РПСС, ЭКСПРЕСС, МИРАЖ) большое внима-
ние уделяли рекомендациям по составлению расчетных схем. В последнее вре-
мя появляется большое количество работ, посвященных синтезу и анализу рас-
четных схем, но именно таких, применение которых решает одну задачу – на-
хождение компонентов напряженно-деформированного состояния фиксиро-
ванной расчетной схемы под заданную нагрузку. Вместе с тем, непрерывно 
увеличивающаяся мощность современных технических платформ (быстродей-
ствие, память), современные возможности операционных сред и современные 
методы строительной механики (метод конечных элементов, учет физической и 
геометрической нелинейности) позволяют учесть конструктивные особенности 
сооружения и реологические свойства материала непосредственно в дискрет-
ной расчетной схеме, что открывает поистине неограниченные возможности 
в компьютерном моделировании.  
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По сравнению с возможностями расчетных схем компьютерные модели 
позволяют ставить и решать значительно более широкие задачи, связанные 
с моделированием процессов: 

• моделирование процесса нагружения; 
• моделирование процесса возведения; 
• моделирование процессов «приспособляемости». 
На их основе возможно моделирование всего «жизненного цикла» соору-

жения. 
В ряде случаев (их количество интенсивно расширяется) компьютерные 

модели вытесняют испытание натурных образцов или подсказывают экспери-
ментатору где, как и что надо выявить в результате натурного эксперимента. 
Например, имеются работы по моделированию заделки арматурного стержня в 
бетонном массиве, моделированию работы сваи в грунтовом массиве и мн. др. 
(раньше это была исключительно прерогатива натурных испытаний). Распро-
странено компьютерное моделирование узлов мостовых конструкций. Список 
таких примеров может быть продолжен. 
Небольшое отступление. 
Группа сопровождения ежедневно выполняет несколько десятков консультаций по 
запросам пользователей, поступающих по телефону, электронной или факсимильной 
связи, на форуме сайта www.lira.com.ua или при личной встрече. В 2003 году поступил 
запрос для консультации по достаточно сложной схеме. На просьбу группы сопрово-
ждения прислать компьютерную модель для изучения проблемы и оказания консуль-
тации последовал отказ. В качестве аргумента было сообщено: компьютерная модель 
– это наше «ноу-хау». Можно считать этот случай рядовым, а можно считать его 
знаковым: составление компьютерных моделей становится искусством и специали-
сты, их составляющие, дорожат примененными приемами и находками, не желая 
в ряде случаев делать их всеобщим достоянием. 

В этой книге авторы, не следуя примеру вышеназванных специалистов, не 
делая никаких секретов и опираясь на свой более чем сорокалетний опыт раз-
работки программных комплексов, их сопровождения, расчетов и проектиро-
вания сложных конструкций, общения с профессионалами в области строи-
тельной механики и математической физики изложили свое видение проблемы 
синтеза и анализа компьютерных моделей конструкций, что и определило на-
звание книги. 
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От авторов 
В предлагаемой книге авторы сделали попытку рассмотреть некоторые во-

просы синтеза и анализа компьютерных моделей, опираясь на более чем соро-
калетний опыт разработки и использования программных комплексов семейст-
ва ЛИРА, бесценный опыт общения с пользователями, учеными и их трудами. 

Сейчас, когда современные компьютеры, операционные системы и специа-
лизированные программные комплексы предоставляют пользователям практи-
чески неограниченные возможности расчета и проектирования конструкций, 
наблюдаются тенденции не только традиционно определять напряженно – де-
формированное состояние, соответствующее фиксированной расчетной схеме, 
но и осуществлять компьютерное моделирование процессов, связанных с раз-
личными стадиями жизненного цикла сооружения. 

Конечно, в основе компьютерного моделирования лежат расчетные схемы 
(одна, несколько, связанная последовательность), поэтому вопросам построе-
ния расчетных схем также уделено внимание авторов. 

Много внимания авторы уделили теоретическому обоснованию применяе-
мых методов, так как инструментарий построения компьютерных моделей 
должен быть безупречен. Этот материал, наряду с разделом о численной реали-
зации методов расчета конструкций, может быть полезен исследователям и 
разработчикам программных комплексов. 

В основном же, по нашему мнению, книга предназначена специалистам, 
которые избрали синтез и анализ компьютерных моделей своей основной про-
фессией. Сейчас эта профессия становится все более актуальной, почетной и 
востребованной. 

Авторы благодарят весь коллектив разработчиков ПК ЛИРА и ПК МОНО-
МАХ. В первую очередь В.Е. Боговиса, Е.Б. Стрелецкого, А.В. Горбовца, 
Ю.Д. Гераймовича, Д.В. Марченко, Ю.В. Гензерского, В.П. Титка, без которых 
написание книги было бы просто невозможно. 

Особая благодарность Е.И. Торбенко, которая проделала титанический 
труд по оформлению текста и иллюстраций. 

Сильное и плодотворное влияние на видение проблемы оказало бесценное 
общение с замечательными инженерами и учеными современности Ю.П. На-
заровым, В.А. Алмазовым, Ю.И. Немчиновым, Л.Г. Дмитриевым, Г.Б. Гиль-
маном, В.А. Марчуком, Б.Г. Хайкиным, М.А. Красносельским, С.Г. Крейном, 
П.Е. Соболевским, В.Г. Литвиновым. 

Мы желаем успеха всем читателям книги и заранее приносим извинения за 
ошибки и несуразности, которые, безусловно, вам встретятся, несмотря на все 
наши старания. 

А. Городецкий   

И. Евзеров  
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О построении материала книги 
В том, что, уделяя особое внимание методам синтеза и анализа компью-

терных моделей, все же необходимо достаточно подробно остановиться на из-
ложении теоретических основ метода конечных элементов, авторы не сомнева-
лись с самого начала. Сомнения были в другом – как это сделать. С одной сто-
роны, книга в основном ориентирована на инженеров, знающих основы строи-
тельной механики, чувствующих физику явлений, а с другой стороны, очень 
хотелось изложить основы МКЭ в строгой математической форме, чтобы не 
упустить такие важные вопросы, как сходимость, оценка приближенного ре-
шения и др., приближенные методы для физически и геометрически нелиней-
ных задач, задач нелинейной динамики и т.п. 

Изложение этих позиций в одном разделе было бы достаточно эклектич-
ным и могло даже отпугнуть инженера сложностью изложения, а у математика 
вызвать неудовольствие многочисленными рассуждениями о физическом 
смысле. Поэтому авторы приняли решение о разделении этого материала. 

Итак, построение материала книги выглядит следующим образом. 
В первом разделе рассматриваются проблемы компьютерного моделирова-

ния. Красной нитью изложения проходит тезис: расчет – это способ рассужде-
ния, а результаты компьютерного моделирования – это информация для такого 
рассуждения. 

Во втором разделе излагаются теоретические основы МКЭ. Авторы стара-
лись это сделать с максимальным приближением к инженерному мышлению. 
Изложение таких проблем, как выбор базисных функций, исследование конеч-
ных элементов, применение МКЭ для решения линейных и нелинейных задач, 
по возможности сопровождаются несложными примерами на простейших сис-
темах типа сжато-растянутого стержня, консольного стержня, изгибаемого 
стержня на двух опорах и т.п. Каждое рассмотрение того или иного вопроса по 
возможности снабжается физическим смыслом. 

В третьем разделе приводятся приемы численной реализации методов ре-
шения задач механики. Авторов здесь также одолевали сомнения в необходи-
мости приведения такого материала. Однако соображения о его полезности для 
разработчиков программных комплексов и о том, что пользователю при ком-
пьютерном моделировании полезно иметь представление об устройстве инст-
рументария, склонили авторов к необходимости публикации такого рода мате-
риала. Вместе с тем, были предприняты старания для придания ему макси-
мальной компактности, тем более что все программные комплексы семейства 
ЛИРА всегда снабжаются инструктивными материалами, где этим вопросам 
уделяется достаточное внимание. Кстати, в этих же материалах большое вни-
мание всегда уделяется вопросам построения расчетных схем и компьютерных 
моделей. 
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Четвертый раздел посвящен именно этим вопросам. Приводятся различные 
приемы и примеры компьютерного моделирования. Конечно, ни о какой пол-
ноте говорить не приходится, так как область практически необъятна. Авторы 
постарались представить примеры компьютерного моделирования как доста-
точно сложных конструкций (геометрически нелинейные вантовые системы и 
мембраны, контактные задачи и т.п.), так и достаточно востребованных в на-
стоящее время конструкций (плиты, подпертые ребрами, конструкции высот-
ных зданий). Авторы не обошли вниманием и вопросы компьютерного моде-
лирования процессов, связанных с жизненным циклом конструкций (процессы 
возведения, процессы нагружения). Безусловно, в дальнейших изданиях этот 
материал будет расширяться, а, может быть, оформляться в виде отдельных 
публикаций. Примером расширения этого материала служит недавно вышед-
шая книга «Расчет и проектирование конструкций высотных зданий из моно-
литного железобетона» (Киев, Факт, 2004, www.lira.com.ua).  

Книга имеет два очень обширных приложения.  
В Приложении 1 приводятся математические основы МКЭ. В какой-то ме-

ре это альтернатива второму разделу и об этом говорилось вначале. Помещение 
этого материала в приложении объясняется тем, что круг специалистов, заин-
тересованных в таком материале, будет не так обширен. Вместе с тем, авторы 
предполагают, что и для инженеров-практиков наличие такого материала по-
лезно, так как придает им уверенность в том, что применяемые ими методы 
строго обоснованы.∗ Во всяком случае, они всегда могут в этом убедиться, за-
глянув в приложение. 

В Приложении 2 приведен набор верификационных тестов. Тесты имеют 
различную сложность: от простых задач линейной статики и динамики до 
сложных физически и геометрически нелинейных задач, задач с односторон-
ними связями, задач устойчивости и нелинейной динамики. Этот материал мо-
жет быть полезен при верификации программных комплексов, как их разра-
ботчикам, так и специалистам, проводящим сертификацию. Пользователи мо-
гут применить этот материал, чтобы убедиться в соответствии возможностей 
программного комплекса декларациям их разработчиков. 

 

                                                      
∗ Имеются в виду методы реализованные в ПК ЛИРА: сходимость и оценка погрешности 
реализованных конечных элементов; сходимость итерационных и прямых методов реше-
ния нелинейных задач (физическая и геометрическая нелинейность, односторонние свя-
зи, трение, сыпучие среды в упруго-пластической постановке, устойчивость, нелинейная 
динамика); правомерность аппроксимации криволинейных поверхностей плоскими ко-
нечными элементами, правомерность несогласованной стыковки различных типов ко-
нечных элементов и др. 
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Глава 1 . Проблемы компьютерного моделирования 
1.1.  Путь к компьютерным моделям. 

Ретроспектива. Возможное развитие 

Когда в конце 50-х годов ЭВМ стали доступны гражданским инженерам, 
первыми, кто оценил перспективу их применения в практике проектирования 
конструкций, были инженеры-расчетчики. Это было вполне естественно, так 
как именно они в первую очередь страдали от необходимости производить 
большое количество вычислений. Их многочисленные попытки уйти от этой 
проблемы, используя приближенные методы, упрощенные расчетные схемы, 
гипотезы, допущения и другие способы, хорошо отображены в сборнике ста-
тей [1.1] – «Строительная механика в СССР 1917– 1957» под редакцией 
И.М. Рабиновича, в котором, по сути, подведен итог развития строительной 
механики в докомпьютерный период. 

Первой процедурой, которая была реализована на ЭВМ того периода, бы-
ло, конечно, решение систем линейных уравнений. Эта процедура, с одной 
стороны, лежит в основе практически всех численных методов, с другой сто-
роны, сравнительно проста в реализации (так, по крайней мере, тогда это каза-
лось) и связана с большим количеством вычислений. 
Небольшое отступление 
В 50-е годы делались попытки решать системы линейных уравнений прямым методом 
исключений (Гаусса) на клавишных автоматах. Решение системы уравнений двадца-
того порядка на клавишных автоматах занимало 5–6 дней. Попытки превзойти этот 
предел даже для опытного оператора клавишных автоматов с применением хорошо 
организованной последовательности вычислений с многочисленными перекрестными 
проверками [1.2] оканчивалось неудачей – человек ошибался, и это все время отодви-
гало достижение цели. Поэтому, на семинаре в Харькове в 1959 году Р.А. Резников – 
один из пионеров применения ЭВМ в расчетах конструкций – в своем сообщении зая-
вил, что разработан и реализован алгоритм метода Гаусса для решения систем урав-
нений. Система с 30-ю неизвестными решается на ЭВМ за 4 минуты и проблему ре-
шения систем линейных уравнений можно считать закрытой. Это произвело огром-
ное впечатление. Была продемонстрирована мощь ЭВМ – больших арифмометров 
(тогда ЭВМ воспринимались только как вычислители, отсюда и их название – элек-
тронные вычислительные машины). Но как ошибался Р.А. Резников, и насколько бы-
стротечной была эйфория. Проблема решения систем линейных уравнений занимает 
ученых и по сей день. Ленточный, окаймленный, небоскребный методы, метод исклю-
чений, фронтальный метод, метод суперэлементов, метод параллельных вычислений, 
разреженных матриц – вот неполный перечень приемов решения этой проблемы. Пу-
ти совершенствования решения любой проблемы, даже кажущейся на первый взгляд 
простой, бесконечны.  

Затем было быстро осознано, что возможность решения на ЭВМ систем 
линейных уравнений вызывает другие проблемы. Составление больших систем 
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и дальнейшая обработка их решений – вычисление параметров напряженно-
деформированного состояния – оказалось также очень трудоемким. Эти проце-
дуры также были реализованы. Реализация других этапов расчета (расчетные 
сочетания усилий, расчетные сочетания нагружений, конструирующие подсис-
темы и др.) и их интеграция внутри программных комплексов продолжается и 
в настоящее время. 

В начале 60-х годов образовалось несколько школ, каждая из которых из-
брала свой путь решения проблемы расчета конструкций: московская школа 
Р.А. Резникова (Л.С. Якобсон, А.М. Горлов, В.С. Лавитман), киевская школа 
Д.В. Вайнберга, (А.Л. Синявский, А.С. Сахаров, В.Н. Кислоокий, Е.С. Дехте-
рюк), киевская школа П.М. Сосиса (Л.Г. Дмитриев, Г.Б. Гильман, И.Д. Гликин, 
А.С. Городецкий).  

Школа Р.А. Резникова первой начала создавать программы, которые авто-
матизировали составление и решение уравнений, а также вычисление усилий и 
перемещений [1.3, 1.4]. Разработанные в этом коллективе программы СИДР и 
МАРСС были основными инструментами в практике расчета конструкций в 
начале 60-х годов. Здесь была отдана дань традициям, и был реализован метод 
сил как основной метод докомпьютерной эпохи, так как этот метод охватывал 
возможности различных ухищрений с целью сокращения количества вычисле-
ний (многочисленные варианты расчетных схем, метод упругого центра и др.). 
Вскоре выяснилось, что метод сил является неперспективным ввиду трудно-
стей алгоритмизации построения расчетных схем и в дальнейшем от него при-
шлось отказаться. Это был первый пример, когда новая технология расчета 
конструкций, связанная с применением ЭВМ, существенно повлияла на выбор 
подходов и методов строительной механики. 

Киевская школа Д.В. Вайнберга разрабатывала вариационно-разностные 
методы решения задач пластин и оболочек [1.5]. Разработанная в этом коллек-
тиве программа «ПРОЧНОСТЬ» широко использовалась в исследованиях 
строительных и машиностроительных конструкций. 

Разработки Киевской школой П.М. Сосиса [1.6, 1.7, 1.8, 1.9, 1.10] опира-
лись на такие основные представления: 

• метод перемещений, как наиболее удобный для алгоритмизации; 
• непосредственная дискретизация пластинчатых систем на основе стерж-

невых аппроксимаций; 
• шаговый метод для решения нелинейных задач. 
По сути, эти концепции лежат в основе всех современных программных 

комплексов, с той лишь разницей, что дискретизация пластинчатых и массив-
ных тел производится на основе более плодотворных идей метода конечных 
элементов. 

Появление ЭВМ обусловило интенсивную разработку численных методов, 
которые, так или иначе, основывались на дискретизации дифференциальных 
уравнений (метод сеток), функционала потенциальной энергии (вариационно-
разностные методы) и непосредственно расчетных схем. Поначалу предпочте-
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ние отдавалось разностным методам, тем более что они были хорошо разрабо-
таны в докомпьютерный период, например работы П.М. Варвака [1.11], а также 
множество работ, посвященных реализации методов Ритца и Галеркина. Од-
нако все большее внимание ученых привлекали возможности непосредствен-
ной дискретизации расчетных схем. Здесь также довлели определенные тради-
ции – хорошо разработанные методы строительной механики стержневых сис-
тем и уже имеющиеся удачные реализации их на ЭВМ заинтересовали многих 
ученых возможностью расчета пластинчатых и трехмерных систем на основе 
стержневых аппроксимаций [1.7, 1.8, 1.12, 1.13]. Настоящую революцию в 
строительной механике и теории упругости, значение которой в полной мере 
осознается только сейчас, произвело появление метода конечных элементов 
(МКЭ). Это объясняется тем, что МКЭ, с одной стороны, использует строгие 
математические обоснования методов теории упругости и математической фи-
зики, с другой стороны, открывает неограниченные возможности компьютер-
ного моделирования, основанные на непосредственной дискретизации расчет-
ных схем. МКЭ «примирил» и возможно обогатил методы строительной меха-
ники стержневых систем (по сути, подход, основанный на применении мат-
рицы жесткости стержня – прерогатива МКЭ – использовался испокон веков) и 
методы теории упругости. Это дало возможность использовать хорошо разра-
ботанные подходы и апробированные для стержневых систем методы и прие-
мы реализации на ЭВМ для расчета пластинчатых и трехмерных систем. 
Небольшое отступление 
Термин «шарнир» и содержательная его сущность сплошь и рядом используется в 
моделях стержневых систем. Сейчас он стал частым гостем и в расчетах пластин-
чатых систем, где применяется, например, при моделировании цилиндрических шар-
ниров. Ранее в рамках прежних концепций теории упругости, которая ограничивалась 
построением дифференциальных уравнений и рассмотрением многочисленных, далеко 
не универсальных, приемов их решения, моделирование такого естественного и широко 
распространенного свойства конструкции было связано с большими трудностями. 

Большое количество работ посвященных МКЭ появилось в середине 60-х и 
начале 70-х годов прошлого столетия, хотя считается, что первым предложил 
МКЭ в его современном виде Р. Курант еще в 1943 г. [1.14]. 

В обзорно–аналитической статье [1.15] анализируются 196 работ, посвя-
щенных МКЭ и опубликованных в начале 70-х годов. Это, конечно, не полный 
перечень. Среди работ того времени следует отметить ранние работы 
О. Зенкевича [1.16], М. Тернера, Р. Клафа, К. Мартина, Л. Топпа [1.17], а также 
работы Л.А. Розина [1.18, 1.19] и В.Г. Корнеева [1.20], где было дано матема-
тическое обоснование МКЭ. 

В 1969 году была разработана одна из первых программ «МИРАЖ» [1.21] 
на ЭВМ «Минск–22», ориентированная на массовое применение (в дальней-
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шем такие программы получили название «промышленные»), в которой был 
реализован МКЭ в его современном виде.  

В последующих разработках можно видеть три направления: 
• поиски альтернативных МКЭ численных методов; 
• совершенствование МКЭ; 
• совершенствование программных комплексов, реализующих МКЭ. 
Достаточно быстро было осознано, что метод конечных элементов в пере-

мещениях, несмотря на всю свою привлекательность, имеет ряд существенных 
недостатков. Это в первую очередь пониженная (по сравнению с перемеще-
ниями) точность вычисления напряжений и усилий; наличие разрывов значе-
ний напряжений и усилий на границах конечных элементов; неиспользование 
граничных условий, выраженных в напряжениях и усилиях. Кроме того, МКЭ 
свойственны недостатки всех численных методов: необходимость решения 
систем уравнений больших размеров и связанные с этим проблемы обуслов-
ленности, а для определения параметров напряженно–деформированного со-
стояния в локальной области необходимо рассчитывать всю конструкцию. 

В связи с этим, в 70–80-е годы разрабатывались методы, альтернативные 
МКЭ в перемещениях. В основном это методы, основанные на вариационных 
формулировках, отличных от функционала в перемещениях: 

• Метод напряжений, в котором используется функционал дополнитель-
ной энергии Кастильяно. Он минимизируется на множестве допусти-
мых напряжений. Допустимые напряжения удовлетворяют уравнениям 
равновесия в напряжениях при заданной внешней нагрузке. Основной 
недостаток этого метода в том, что множество допустимых напряже-
ний зависит от нагрузки. При множестве загружений это вызывает су-
щественные затруднения. 

• Смешанный метод, в котором неизвестными являются перемещения и 
напряжения. Недостатком этого метода является необходимость нахо-
ждения седловой точки функционала Рейсснера, следовательно, нет 
положительной определенности. 

• Гибридные методы, где неизвестными являются перемещения в узлах и 
средние значения напряжений на границах элементов.  

• Несколько обособленно выглядит метод граничных интегральных урав-
нений. Применение этого метода позволяет выразить значения пе-
ремещений внутри области через их значения на границе. Задача сво-
дится к интегральному уравнению, которое далее решается МКЭ. Не-
достаток – неприменим для неоднородных областей и сложной гео-
метрии области. Хотя количество неизвестных и сокращается, но мат-
рица системы уравнений полностью заполнена. 

В связи с тем, что действительной альтернативы МКЭ в перемещениях 
найти не удалось, в настоящее время наблюдается спад в подобных научных 
разработках, хотя, возможно, действенные альтернативные методы появятся. 
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Значительно более интенсивно развивались направления по разработке новых 
форм МКЭ в перемещениях и совершенствованию программных комплексов. 

Совершенствование МКЭ в основном было связано с разработкой уточ-
ненных КЭ с тем, чтобы снизить размерность разрешаемых уравнений, прило-
жению МКЭ к решениям задач динамики, устойчивости, физической и геомет-
рической нелинейности. По неофициальным данным количество работ по МКЭ 
уже измеряется десятками тысяч. Поэтому имеет смысл перечислить только 
основные направления: 

• Построение уточненных конечных элементов за счет увеличения коли-
чества узловых неизвестных и степени аппроксимирующих полиномов. 
Это направление известно как р–метод, в отличие от традиционного 
МКЭ – h–метода, в котором для уточнения решения уменьшаются раз-
меры элементов. 

• Ведутся исследования и по комбинированию h и р–методов – h–р–метод, 
который состоит в одновременном сгущении сетки и увеличении сте-
пени полиномов. 

• Метод структурных конечных элементов (МСКЭ) в основном применя-
ется для пластин и оболочек. Конечномерная аппроксимация строится 
для трехмерной задачи, затем используется дискретный аналог гипотез 
Кирхгофа. 

• Различные модифицированные методы вычисления напряжений:  
•вычисление средних значений напряжений в узле по полученным 
напряжениям в центрах КЭ, составляющих звезду этого узла; 

• метод двух функционалов – построение непрерывных полей на-
пряжений по вычисленным разрывным. Метод основан на миними-
зации функционала дополнительной работы на множестве непре-
рывных напряжений, удовлетворяющих статическим граничным ус-
ловиям. 

Неограниченные возможности реализации компьютерных моделей на ос-
нове МКЭ обусловили разработку новых методов математической физики для 
решения задач динамики, устойчивости, физической и геометрической нели-
нейности. 

Например, для задач динамики перспективна разработка методов прямого 
интегрирования, позволяющего учитывать реологические свойства материала. 
Решение задач устойчивости должно быть неразрывно связано с решением за-
дач физической и геометрической нелинейности (р – Δ метод, широко распро-
страненный на Западе и включенный в Еврокод). Недостаточность и временная 
проблематичность описания вероятностных процессов нагружения, недоста-
точные знания о реологических свойствах материала, особенностях сложного и 
циклического нагружения и мн. др. не должны останавливать разработчиков 
программных комплексов в последовательном (step by step) продвижении к це-
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ли. Например, реализация решения задач физической нелинейности в рамках 
активного нагружения, несмотря на ряд упрощенных гипотез, предоставляет 
специалисту значительно больше информации для размышления (см. раз-
дел 1.3) по сравнению с расчетными схемами, основанными на упруго-линей-
ных предпосылках. 

Рискнем высказать предположение, что самостоятельная роль расчетных 
схем в линейно-упругой постановке со временем будет стремительно умень-
шаться, и им будет отводиться вспомогательная роль при решении нелинейных 
задач на основе методов линеаризации. 

Что касается совершенствования современных программных комплексов, 
то здесь главенствующую роль, по-видимому, будут играть принципы интегра-
ции, универсализации и интеллектуализации. 
Немного терминологии 
Термины «интеграция», «универсализация», «интеллектуализация», равно как и тер-
мины «расчетная схема», «расчетная модель», «промышленная программа», «про-
граммный комплекс», «система», «подсистема» и др. являются для обсуждаемой 
в этой книге области достаточно молодыми (как и сама область) и еще не устоявши-
мися. Авторы не уделяют этому особого внимания, так как не хотят втягиваться 
в бесконечный спор о терминах, тем более что специалист – технократ всегда пой-
мет, о чем идет речь. 

Рассуждая о возможных направлениях совершенствования программных 
комплексов, прежде всего необходимо иметь в виду, что здесь легко оши-
биться, хотя прогнозируемая область достаточно узка и прозрачна. Так, в ра-
боте [1.22], посвященной именно прогнозу развития программных комплексов, 
указан ряд прогнозных функций, некоторые из которых были реализованы 
практически немедленно, а некоторые, например, автоматический выбор ме-
тода решения, до сих пор не выполнены, и их осуществление в ближайшем бу-
дущем не просматривается. Ряд примеров слишком оптимистических и быстро 
реализованных прогнозов, конечно, может быть продолжен.  

Безусловно, можно говорить о том, что основные усилия разработчиков 
в ближайшем будущем будут направлены на интеллектуализацию программ-
ных комплексов. Характерным примером в этом отношении является про-
граммный комплекс «МОНОМАХ» [1.23], ориентированный на решение задач 
расчета и проектирования конструкций высотных зданий. Он обладает многи-
ми признаками интеллектуальных систем: язык общения пользователя с ком-
пьютером достаточно естественен, пользователь оперирует такими понятиями, 
как колонна, ригель, плита перекрытия, отверстие в плите или в стене и т.п. 
Принципы задания нагрузок предельно упрощены и так же естественны – на-
грузка по всей области, по произвольному полигону и т.п. Для ветровых и 
сейсмических воздействий достаточно задать только направление воздействия 
и район строительства. Комплекс обладает экспертной системой, которая 
в процессе расчета сообщает пользователю о некорректности принятых исход-
ных данных – недостаточном сечении элемента, переармировании и т.п. 
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И, конечно же, программные комплексы будут наращивать возможности 
компьютерного моделирования процессов возведения, процессов нагружения 
на всех стадиях эксплуатации, т.е. жизненного цикла конструкций. Революци-
онные преобразования компьютерных технологий в современном проектиро-
вании строительных объектов налицо. Все чертежи практически выполняются 
только на компьютерах, происходит процесс интеграции программных ком-
плексов автоматизирующих различные разделы проекта. По-видимому, в неда-
леком будущем следует ожидать появления технологий проектирования, осно-
ванных на последовательном создании в компьютере «виртуального объекта», 
во всех подробностях отражающего его реальный прототип. В дальнейшем 
«виртуальный объект» будет документироваться, архивироваться, служить ос-
новой организации строительства и отражать все изменения своего натурного 
близнеца в процессе эксплуатации. Первые шаги в этом направлении уже сде-
ланы. Разработана интегрированная технологическая линия проектирования 
многоэтажных зданий «КАЛИПСО» (www.lira.com.ua, www.sofos.com.ua). 

1.2. Глубина моделирования 

Рассмотрим очень простую конструктивную схему, имеющую, между тем, 
реальные очертания. Это однопролетная одноэтажная рама, опирающаяся на 
фундаментную балку (рис. 1.1, а). Материал конструкций – железобетон. Грун-
товое основание принято в виде модели Винклера с коэффициентом постели 
300 т/м3. На раму действуют два нагружения: постоянное (рис. 1.1, б) и времен-

 
Рис. 1.1. 
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ное (рис. 1.1, в). На рисунке 1.2 показаны эпюры моментов в элементах рамы 
при различных расчетных предпосылках.  

На рис. 1.2, а эпюра моментов соответст-
вует раздельному расчету рамы и фундамент-
ной балки, т.е. сначала была рассчитана рама с 
жестким защемлением низа стоек, а затем 
фундаментная балка на собственную нагрузку 
и силы, соответствующие реакциям в защем-
лении низа стоек рамы. Такой подход был ши-
роко распространен в докомпьютерный пе-
риод. Специалисты много времени могли 
обоснованно считать, что они произвели точ-
ный (!?) расчет, т.к. полученные усилия точно 
соответствовали принятым расчетным схемам.  

На рис. 1.2, б приведена эпюра моментов, 
соответствующая расчетной схеме, учиты-
вающей совместную работу рамы и фундамен-
тной балки. Здесь уже можно наблюдать неко-
торые изменения. Наиболее значительное – это 
изменение величины и знака в нижнем сече-
нии стойки, а также уменьшение величины 
моментов в фундаментной балке. Это извест-
ный эффект, обусловленный совместной рабо-
той фундаментных и надземных конструкций 
(подробно он будет исследован в разделах 4.9 
и 4.11). Расчет по такой схеме характерен для 
настоящего времени, когда современные про-
граммные комплексы позволяют исследовать 
расчетные схемы с большим количеством эле-
ментов и узлов, и, следовательно, учитывать 
эффекты совместной работы всех элементов 
конструкций. 

На рис. 1.2, в показана эпюра моментов, 
отражающая последовательность возведения 
конструкции: сначала рассматривается фунда-
ментная балка с постоянной нагрузкой Pn и 

n
q2  (рис. 1.2, б), затем рассматривается фунда-
ментная балка совместно с рамой и приклады-
вается нагрузка 

n
q1  (рис. 1.2, б), а затем уже на 

всю конструкцию прикладывается временная нагрузка (рис. 1.2, в). На каждом 
этапе полученные усилия замораживаются и суммируются с усилиями, полу-
ченными для следующей схемы. Здесь изменения более чем значительны. Так, 

 
Рис. 1.2. 
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например, момент в середине фундаментной балки изменил величину и знак. 
Схема работы фундаментной балки полностью изменилась по сравнению с 
первыми двумя. Изменилась и схема работы стоек. 

Можно говорить о том, что последняя эпюра моментов получена на основе 
компьютерного моделирования, т.к. схема (рис. 1.2, в) получена на основе мо-
делирования процесса возведения∗. Рассматривая приведенные подходы в ис-
следовании этой простейшей конструктивной схемы, можно говорить о том, 
что все расчетные схемы и полученные результаты правильные (!?) с точки 
зрения правильного отображения заложенных в них предпосылок. 

С точки зрения правильного отображения действительной работы конст-
рукции эти «правильные» схемы имеют далеко не одинаковую степень при-
ближения. Даже для приведенного простейшего примера далеко не исчерпаны 
факторы, которые могли бы приблизить результаты расчета к адекватному ото-
бражению действительной работы конструкции. Вместо винклеровской модели 
можно принять модель упругого полупространства (в данном случае полуплос-
кости), учесть нелинейную работу грунтового основания (например, по схеме 
Кулона) и материала конструкции. Кроме того принять во внимание, что вре-
менные нагрузки могут действовать не одновременно.  

Еще целый пласт возможных расчетных модулей образуется на основе 
стохастического подхода. С большой степенью вероятности (уже это часто 
встречающееся сочетание слов свидетельствует о том, что мы живем в вероят-
ностном мире и при решении многих проблем возможен вероятностный под-
ход) можно говорить, что все используемые в настоящее время расчетные схе-
мы и компьютерные модели конструкций (в том числе и рассмотренные выше) 
основаны на детерминистическом подходе. Это означает, что геометрия конст-
рукции, характеристики материала, нагрузки и др. описываются фиксиро-
ванными величинами. 

В рамках стохастического подхода, который во многом может показаться бо-
лее естественным, чем детерминистический, параметры, описывающие гео-
метрию конструкции и характеристики материала, являются случайными вели-
чинами, а описание нагрузок, особенно таких как ветровые или сейсмические, 
выполняется на основе случайных (в общем случае нестационарных) процессов. 
Эта ситуация всегда была в поле зрения ученых [1.24, 1.25] и являлась одним из 
аргументов перехода в 60-х годах от единого коэффициента запаса к набору по-
вышающих (перегрузки) или понижающих (условия работы для материала) ко-
эффициентов. Такая замена, по мнению авторов такого подхода, создавала пред-
посылки для более удобного внесения поправок в эти коэффициенты на основа-
нии дальнейших исследований вероятностных свойств нагрузок и материала. В 
                                                      
∗ Все многочисленные результаты расчетов и компьютерного моделирования, при-
веденные в этой книге, получены на основе программного комплекса ЛИРА 
(www.lira.com.ua). 
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последнее время коэффициенты перегрузки заменили коэффициентами надежно-
сти (показательно, что этот термин заимствован из теории вероятности). В 60–70-
х годах наблюдался некоторый всплеск исследований в области вероятностного 
подхода [1.26, 1.27, 1.28]. В характерной для того периода работе [1.29] рассмат-
ривалась возможность определения вероятности разрушения для достаточно 
сложных конструкций (статически неопределимая ферма с учетом физической 
нелинейности). Характеристики материала и нагрузок задавались как гистограм-
мы для случайных величин, хотя рассматривалась возможность и задания нагру-
зок как случайных стационарных процессов. В основу решения задачи был поло-
жен метод стохастических испытаний [1.30], для которых использовался метод 
Монте-Карло с различными модификациями (метод выделения главного объема, 
метод стратификаций, метод антикоррелированных выборок). По сути, в этой 
статье было продемонстрировано, что методы компьютерного моделирования во 
многом решают проблему численной реализации вероятностного подхода.  

Несмотря на то, что с тех пор мощность компьютеров резко возросла и в 
какой-то степени можно говорить, что численная реализация вероятностного 
подхода может стать доступной в конкретных расчетах, этот подход остается 
предметом научных исследований в связи с неподготовленностью нормативной 
базы и слабым статистическим материалом, характеризующим вероятностные 
свойства конструктивных схем и нагрузок. Поэтому инженерная практика рас-
чета и проектирования конструкций осталась на прежних детерминистических 
позициях, а в ряде областей (мостовые конструкции) до сих пор использует 
подходы, основанные на коэффициенте запаса. Это объясняется с одной сто-
роны устоявшимся, хорошо разработанным аппаратом, основанным на детер-
министическом подходе, а с другой стороны сложностью изучения вероятност-
ных свойств нагрузок, для которых выработаны практические рекомендации, 
а также удобный инженерный аппарат учета этих свойств в практических рас-
четах. Хотя, безусловно, детерминистический подход определения параметров 
напряженно–деформированного состояния и сравнение их с допустимым явля-
ется менее естественным, чем определение количества отказов (разрушения 
конструкции) в заданный период времени и сравнение его с количеством до-
пустимых отказов. 

Конечно, ряд возможных расчетных моделей может быть продолжен. И как 
быть специалисту в этой ситуации при выполнении конкретного расчета, когда 
он должен выдать решения для дальнейшего конструирования? Как разо-
браться в этом огромном количестве расчетных схем и моделей? Рассуждения 
на эту тему будут продолжены в следующем разделе.  

1.3. Расчет – это способ рассуждения 

В предыдущем разделе показано, что даже для простой конструкции (П –
 образной рамы, что может быть проще?) возможно большое количество ком-
пьютерных моделей, на основе которых полученные параметры напряженно – 
деформированного состояния могут значительно отличаться. Причем рас-
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сматривалась только стержневая система, для которой имеется возможность 
получить точное решение (в смысле решения дифференциальных уравнений). 
Для пластинчатых и массивных конструкций решения на основе метода ко-
нечных элементов являются приближенными, и это порождает еще один 
практически неограниченный ряд возможных компьютерных моделей, обу-
словленный применением различных типов конечных элементов (различные 
геометрические формы, базисные функции, узловые неизвестные) и различ-
ных видов расчетной сетки (различный шаг, равномерная, неравномерная 
сетка). Применение различных конечно-элементных моделей также может 
давать различные результаты. Как разобраться специалисту в этом лабиринте 
возможных компьютерных моделей, когда ему необходимо ответить на кон-
кретный вопрос: как запроектировать конструкцию, чтобы с одной стороны 
она была достаточно экономичной, а с другой стороны обладала необходимой 
надежностью. 

Ответ на этот, казалось бы, сложный вопрос может оказаться неожиданно 
простым: расчет – это способ рассуждения. А результаты расчетов и исследо-
ваний, полученные на основе различных компьютерных моделей – это инфор-
мация для такого рассуждения. 
Небольшое отступление 
Лев Гумилевский в книге «Русские инженеры» писал: «В старину на Руси строители 
городов, укреплений, мостов, плотин – все те, кого сегодня назвали бы инженерами, 
назывались розмыслами. Розмысл обязан был размыслить задачу, опираясь не только 
на собственный опыт, но и на весь опыт, накопленный его предшественниками, на 
свой ум, изобретательность…», и на информацию, которую предоставляет компью-
терное моделирование, – добавил бы автор этой книги, если бы жил в наше время.  

Такой простой ответ для определенного круга специалистов, особенно для 
инженеров, мировоззрение которых формировалось в докомпьютерный период, 
может показаться слишком сложным. Ведь раньше все было гораздо проще: 
точно рассчитывалась рама, точно рассчитывалась балка; если схема была 
сложнее, то принимались одно или несколько упрощений, при которых можно 
было получить точное решение. СНиП также как будто давал ответы на все 
вопросы, и эти указания неукоснительно соблюдались. Почему сейчас, когда, 
казалось, компьютеры должны облегчить работу инженера, ситуация на пер-
вый взгляд оказалась усложненной.  

Конечно, при анализе этой ситуации имеется много аспектов.  
Во-первых, и раньше многие инженеры относились к расчету как к способу 

рассуждения. Просто для этих рассуждений было меньше информации, по-
этому требовалось больше интуиции и опыта. Естественно, что недостаток ин-
формации часто компенсировался большими запасами прочности.  

Во-вторых, появление компьютеров позволило учитывать в повседневной 
деятельности инженеров многие факторы – геометрическую и физическую не-
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линейности, монтаж и многое другое, которые ранее были предметом лишь 
научных исследований. 

В-третьих, несколько изменились взгляды на СНиП. СНиП и раньше до-
пускал возможность отступления от установленных правил. Например, при 
обоснованном расчете – увеличивать размеры температурных блоков. Допус-
кались и определенные алогизмы: расчет сооружения – в линейной постановке, 
а расчет сечений железобетонных элементов – в стадии предельного равнове-
сия, которое основывается на нелинейной работе материала. И это естественно, 
так как нельзя все предусмотреть, нельзя заранее дать ответ на все вопросы. 
Поэтому вполне логично относиться к строительным нормам и правилам как к 
рекомендательному материалу. В Западной Европе Еврокод носит рекоменда-
тельный характер. В России принят закон о техническом регулировании, где 
говорится о необязательности соблюдения СНиПа. Все это также осложняет 
жизнь инженера, ведь свобода выбора – это тяжкое бремя. Рискнем высказать 
достаточно крамольную мысль (надеемся, что она будет неприемлемой только 
для небольшой части специалистов), что тенденции отхода от диктата строи-
тельных норм и правил в дальнейшем будут усиливаться. 
Небольшое отступление 
В предисловии к вышедшей в 2003 году книге М.М. Корнеева «Стальные мосты», вы-
дающийся мостовик современности Г.Б. Фукс пишет: книга «Стальные мосты» пред-
ставляет собой оригинальную работу, рассчитанную на инженера, который не удов-
летворяется в своей повседневной работе формальным соблюдением норм… Основ-
ным инструментом обеспечения надежности проектируемых конструкций будет 
становиться компьютерное моделирование, на основе которого проектант будет 
получать необходимую ему информацию. Осмысление и обобщение этой информации 
будет лежать в основе проектируемых конструкций». 

Современные компьютерные программы совершенствуются и в направле-
нии облегчения выбора за счет встроенных экспертных систем, графического 
анализа результатов, сравнение результатов по различным расчетным схемам, 
выдачи информации о тенденциях изменения свойств системы на основе коэф-
фициентов чувствительности и многое другое. 

Весь материал этой книги служит рассмотрению рекомендаций для такого 
выбора, однако, пока окончательный выбор на основе рассуждений – это пре-
рогатива инженера. 

Небольшое отступление, подтверждающее плодотворность рассуждений 
на основе компьютерного моделирования. 
Случай из жизни 
В начале 80-х на построенном здании пансионата «Дружба» в Крыму обнаружились 
трещины, и автор проекта был вызван в Крым, так как ситуация некоторыми спе-
циалистами была расценена как аварийная. Конструкция представляла собой криволи-
нейную стену, покоящуюся на трех опорах и связанную со сложной системой пере-
крытий, отверстий, балконов, лоджий, эркеров. В процессе проектирования произво-
дились подробные расчеты, в том числе и компьютерное моделирование процесса на-
гружения конструкции с учетом реологических свойств железобетона. Компьютер-
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