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Ïðåäèñëîâèå

Äàííîå ïîñîáèå îòðàæàåò ñîäåðæàíèå êóðñà �Ãàðìîíè÷å-
ñêèé àíàëèç�, êîòîðûé íåîäíîêðàòíî áûë ïðî÷èòàí àâòîðàìè â
Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê ÓðÔÓ (ðàíåå �
ìàòåìàòèêî-ìåõàíè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÓðÃÓ) è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êðàòêèé êîíñïåêò îäíîñåìåñòðîâîãî êóðñà íàøèõ ëåê-
öèé. Ìàòåðèàë ðàññ÷èòàí íà ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ, îáó-
÷àþùèõñÿ ïî íàïðàâëåíèÿì áàêàëàâðèàòà �Ìàòåìàòèêà�, �Ìà-
òåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè� è �Êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñ-
íîñòü�. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëóøàòåëè êóðñà õîðîøî âëàäåþò
ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ è çíàêîìû ñ îñíîâàìè èíòåãðàëà Ëåáåãà, ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà (â ÷àñòíîñòè, ñ òåîðèåé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ), êîìïëåêñíîãî àíàëèçà è òåî-
ðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçëîæåíèå
îñíîâíûõ ôîðìóë è òåîðåì ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà íà ìíî-
ãîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Çäåñü ìû ðóêîâîäñòâî-
âàëèñü ñòðåìëåíèåì ïîêàçàòü, êàê â òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ìåòîäû âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà ñðàâíè-
òåëüíî ëåãêî îáîáùàþòñÿ ñ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ íà ìíîãîìåð-
íûé. Äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäÿòñÿ ïî ñõå-
ìå ïåðâîé ãëàâû ìîíîãðàôèè È.Ñòåéíà è Ã.Âåéñà �Ââåäåíèå â
ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç íà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ� [1]. Äà-
ëåå ìû îòñòóïàåì îò èçëîæåíèÿ îñíîâ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà
ïî ýòîé êíèãå àìåðèêàíñêèõ ìàòåìàòèêîâ, ïåðåõîäÿ ê ôóíêöè-
ÿì îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü íàèáîëåå çíà÷è-
ìûå, íà íàø âçãëÿä, ïðèìåíåíèÿ íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è ïîäãîòîâèòü ñòóäåíòîâ ê ïîíèìàíèþ
ñëåäóþùåãî çà ãàðìîíè÷åñêèì àíàëèçîì êóðñà ëåêöèé �Òåîðèÿ
âñïëåñêîâ�.
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Ââåäåíèå

Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç (èëè àíàëèç Ôóðüå) � ðàçäåë ìàòå-
ìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ
èõ ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ðÿäîâ èëè èíòåãðàëîâ Ôóðüå. Ñî-
âðåìåííûé ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç � õîðîøî ðàçðàáîòàííûé
ïðåäìåò, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ìåæäèñöèïëè-
íàðíóþ îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, è êàê èõ ýôôåêòèâ-
íûé àïïàðàò. Ìåòîäû àíàëèçà Ôóðüå àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ
êàê â òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, òàê è âî ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ è èíæåíåðíûõ çàäà÷àõ. Â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå ñóùåñòâåííî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè ðàçëè÷íûõ ñèã-
íàëîâ â òåîðèè èíôîðìàöèè. Íà ìåòîäàõ ãàðìîíè÷åñêîãî àíà-
ëèçà îñíîâàíû, íàïðèìåð, òàêèå ïîïóëÿðíûå ôîðìàòû ñæà-
òèÿ ìóëüòèìåäèéíûõ äàííûõ, êàê JPEG, MPEG è MP3. Çíà-
ìåíèòàÿ òåîðåìà îòñ÷åòîâ Óèòòåêåðà�Íàéêâèñòà�Êîòåëüíè-
êîâà�Øåííîíà (ñì. � 18) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ñîâðå-
ìåííîãî öèôðîâîãî ìèðà, ïðåäîñòàâëÿÿ áàçó äëÿ ïåðåâîäà àíà-
ëîãîâûõ äàííûõ â äèñêðåòíûå è îáðàòíî.

Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê ãàðìîíè÷åñêîìó àíàëèçó ñèëü-
íî âîçðîñ ââèäó ïîÿâëåíèÿ íîâîãî, áóðíî ðàçâèâàþùåãîñÿ (îñî-
áåííî çà ðóáåæîì) íàïðàâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé,
êîòîðîå ñåé÷àñ â Ðîññèè ïðèíÿòî íàçûâàòü òåîðèåé âñïëåñ-
êîâ. Ïî ñóùåñòâó, ïîÿâèëñÿ íîâûé, òåõíè÷åñêè âåñüìà óäîá-
íûé â ïðèëîæåíèÿõ ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ è àíàëèçà ôóíê-
öèé îäíîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ýòà òåîðèÿ èìååò èñòîêè
â êëàññè÷åñêèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè: â ìàòåìàòè÷åñêîì àíà-
ëèçå (äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå), òåîðèè
ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ
ðÿäîâ, òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, ôóíêöèî-
íàëüíîì àíàëèçå, íî ïðåæäå âñåãî, êîíå÷íî, â àíàëèçå èíòåãðà-
ëîâ Ôóðüå è äðóãèõ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Îñíîâíûå
ïîäõîäû è ìåòîäû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà è òåîðèè âñïëåñ-
êîâ áàçèðóþòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ êëàññèêîâ ìàòåìàòè÷åñêîé íàó-
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êèÆ.Ôóðüå, À.Ëåáåãà, Í.Í.Ëóçèíà, Ñ.Áàíàõà, Ä. Ãèëüáåðòà,
À. Çèãìóíäà, Äæ.Ëèòëâóäà, Ð.Ïýëè, Ê.Øåííîíà, Í.Âèíåðà è
ìíîãèõ äðóãèõ.

1. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ôóíêöèé
äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî

Âåêòîðíûå âåëè÷èíû x = (x1, . . . , xN ), t = (t1, . . . , tN ) áó-
äåì îáîçíà÷àòü ïîëóæèðíûì øðèôòîì. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå áóäåì îáîçíà÷àòü (x, t) =

∑N
k=1 xktk, äëèíó (ìîäóëü) âåê-

òîðà � |x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
N .

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ôàêòîâ èç òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâè-
òåëüíîãî ïåðåìåííîãî, êîòîðûìè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëü-
íåéøåì. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà èçëîæåí-
íûõ ôàêòîâ ìîæíî íàéòè â [2�4].

Èçìåðèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.

Ïóñòü X ⊂ Rk, Y ⊂ Rl (k, l ∈ N), ìíîæåñòâà X, Y èçìå-
ðèìû ïî Ëåáåãó è èõ ìåðû µk(X) è µl(Y ) êîíå÷íû. Òîãäà
H = X × Y = {(x;y) | x ∈ X, y ∈ Y } èçìåðèìî â ïðîñòðàíñòâå
Rk+l, ïðè÷åì µk+l(H) = µk(X)µl(Y ).

Èçìåðèìîñòü ïîäãðàôèêà ôóíêöèè. Ïóñòü X ⊂ Rn,
X èçìåðèìî è f : X → R̃ = R ∪ ∞. Åñëè ôóíêöèÿ f èçìå-
ðèìà è íåîòðèöàòåëüíà íà X è

∫
X fdx < ∞, òî ìíîæåñòâî

H = {(x; y) | x ∈ X, y ∈ [0, f(x)]} èçìåðèìî â Rn+1, ïðè÷åì
µn+1(H) =

∫
X fdx.

Êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè. Íàðÿäó ñ ôóíêöèÿìè
f : RN → R (N ∈ N) (ïðèíèìàþùèìè âåùåñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè
f : RN → C,

f(x) = f(x1, . . . , xN ) = U(x) + iV (x),

ãäå U, V : RN → R, |f | = (U2 + V 2)1/2.
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