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Введение 

 

Натуральные числа возникли на заре цивилизации в результате 

счета предметов, в наше время дети знают их уже в дошкольном  воз-

расте. Естественно возникающие операции сложения и умножения не 

выходят за рамки натуральных чисел, однако обратные операции: вы-

читание и деление уже заставляют нас вводить новые числа: целые и 

дробные. С развитием понятия числа стало ясно, что операции над 

числами имеют общие свойства. Именно эти свойства постулированы 

в определениях групп, колец и полей. Общая алгебра является скеле-

том, на котором держится вся математика в целом, связующим звеном 

между различными математическими дисциплинами.  

Данный курс построен так, что через весь курс красной нитью про-

ходят такие понятия общей алгебры, как группы, кольца, поля. Часть 

линейной алгебры рассматривается над произвольными полями и 

лишь евклидово пространство – только над полем действительных чи-

сел. Последнее связано с недостаточным количеством часов, отводи-

мых на данный курс в техническом вузе. Также в связи с этим обстоя-

тельством в курсе опущен ряд доказательств, в частности доказатель-

ство основной теоремы алгебры. Курс алгебры написан в терминоло-

гии конечномерного функционального анализа и может быть исполь-

зован для обучения студентов математических специальностей уни-

верситетов. 

Теория чисел долгое время считалась чистейшей областью матема-

тики – искусством ради искусства. Теория чисел в двадцатом веке 

считалась настолько бесполезной для народного хозяйства, что в 

1970–80 годы курс теории чисел не читался даже на математических 

специальностях университетов, но оказалось, что эта «ненужная в хо-

зяйстве» теория нашла столько применений, что сейчас этот курс даже 

входит в программу некоторых специальностей технических универ-

ситетов.  Линейная алгебра, напротив, всегда считалась одной из ос-

новных математических дисциплин и применялась как в механике и 

физике, так и  экономике. 
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Читая курс «Алгебра и теория чисел» студентам первого курса 

специальности математическое обеспечение и администрирование 

информационных систем Казанского национального исследователь-

ского университета, автор столкнулся с тем фактом, что немногочис-

ленные имеющиеся учебники по теории чисел предназначены для 

студентов старших курсов математических специальностей универси-

тетов, а следовательно, для более подготовленной аудитории. В связи 

с этим данное пособие адаптировано для студентов младших курсов  

технических вузов и претендует более на доступность, чем на полноту 

изложения. В пособии приведены вопросы по проверке остаточных 

знаний студентов по теме общая и линейная алгебра. В пособии со-

держатся все необходимые сведения для ответов на эти вопросы.   

   

§ 1. Основные алгебраические структуры 

 

Вспомним, какие мы знаем числа, как и откуда они появились. 

Представим себе, что мы находимся в первобытной общине и не уме-

ем считать. Предположим, что охотники нашего племени Острый глаз 

и Верная рука после удачной охоты на мамонтов решили выяснить 

кто из них лучший охотник. 

 Верная рука убил вот столько 0 0 0 0 мамонтов, а  

    Острый глаз убил вот столько 0 0 0    мамонтов. 

Так кто из них сегодня лучший охотник?  
Таким образом, вначале возникло не понятие равенства, а понятие 

сравнения. Но в один прекрасный день они пошли на охоту и принес-

ли одинаковое количество мамонтов (или не мамонтов). Каждому ма-

монту (или не мамонту) охотника Острый глаз соответствовал мамонт 

(или не мамонт) охотника Верная рука. Как вы наверное уже поняли, 

мамонты здесь ни при чем, а при чем взаимно однозначное соответст-

вие между элементами двух множеств. Именно это взаимно однознач-

ное соответствие между элементами множеств и лежит в основе поня-

тия натурального числа. Название натуральные числа показывает про-

исхождение этих чисел из натурального сравнения мамонтов (или не 

мамонтов). Через N={1, 2, 3, …} будем обозначать множество нату-

ральных чисел. После того как мы научились считать предметы нам 

захотелось узнать сколько мамонтов убили оба охотника вместе. Так 

естественным образом возникла операция сложения натуральных чи-

сел, кстати, обладающая некоторыми очень хорошими свойствами: 

 1) a+b=b+a  – коммутативность,  
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 2) a+(b+c)=(a+b)+c  – ассоциативность. 

Также нам захотелось сравнить на сколько больше мамонтов (или 

не мамонтов) убил один охотник по сравнению с другим. Таким обра-

зом в противовес операции сложения возникла операция вычитания. 

Но тут возникла проблема: при вычитании из меньшего числа боль-

шего результат уже не является натуральным числом. Это наводит на 

мысль о расширении множества натуральных чисел с сохранением 

введенных операций и их свойств. Через Z={…, -2, -1, 0, 1, 2,…} обо-

значим множество целых чисел. Отметим особую роль числа 0 отно-

сительно операции сложения: 

Для любого натурального числа a имеем: a + 0 = a. При этом от-

рицательное число –a можно рассматривать как обратный элемент 

к положительному a: a +(–a)=0.  

На множестве Z можно также ввести еще одну операцию – умно-

жение, также обладающую очень хорошими свойствами: 

1) ba= ab –  коммутативность, 

2) a(bc)=(ab)c – ассоциативность, 

а также хорошим свойством, связывающим между собой операции 

сложения и умножения: 

3) a(b+c)=ab+ac – дистрибутивность. 

Отметим также особую роль числа 1 по отношению к операции 

умножения: 1· a = a·1 = a. Не правда ли, похоже на роль 0 по отноше-

нию к операции сложения. Однако, обратный элемент по умножению 

к целому числу не является целым числом, что ведет нас к введению 

новых чисел – рациональных дробей. Обозначим: 

Q = {
m

n
:  n   Z,  m  N}  –  множество рациональных чисел. 

Через  R  обозначим множество всех действительных чисел, кото-

рое можно рассматривать как совокупность всевозможных (в том чис-

ле бесконечных непериодических) десятичных дробей. Отметим, что 

во всех введенных множествах сохраняются естественные операции 

сложения и умножения, а также и их свойства. Теперь введем основ-

ные определения, обобщающие рассмотренные примеры. 

Определение 1.1. Группой называется множество G с одной груп-

повой операцией “*”, обладающей следующими свойствами:  

 1)  a  G, b   G => a * b   G, 

 2)  a  G, b   G, c   G => a * (b * c)=(a * b) * c, 

 3)   1G :  a * 1 = 1 * a = a  для всех  aG, 
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 4)   aG    a
-1G: a * a

-1 
= a

-1 
* a = 1. 

При этом элемент 1 называется единицей группы, а элемент a
-1

 назы-

вается обратным элементом к элементу  a  по групповой операции 

“*”. 

Определение 1.2. Группа называется коммутативной, если груп-

повая операция коммутативна. 

Очевидно, что множество натуральных чисел не является группой 

ни по сложению, ни по умножению, так как не выполнено свойство 4).  

Множество целых чисел является коммутативной группой по сло-

жению, но не является группой по умножению, опять-таки потому, 

что не выполнено свойство 4). Множества Q и R являются коммута-

тивными группами по сложению, но не являются группами по умно-

жению, так как для 0 нет обратного элемента по умножению. 

Определение 1.3. Множество K  называется кольцом, если оно яв-

ляется коммутативной группой по сложению со второй операцией – 

умножением, обладающей следующими свойствами: 

1)   aK, bK => ab=ba   K, 

2)  aK, bK, cK => a(bc)=(ab)c, 

3)  aK, bK, cK => a(b+c)=ab+ac. 

Определение 1.4. Кольцо называется кольцом с единицей, если в 

нем есть единица по умножению (элемент кольца, умножение на ко-

торый не меняет других элементов кольца). 

Очевидно, что множество целых чисел является кольцом с едини-

цей. 

Определение 1.5. Множество P называется полем, если оно являет-

ся кольцом с единицей, умножение в нем коммутативно и для любого 

ненулевого элемента поля существует обратный элемент по умноже-

нию: 

   aP\{0}    a
-1P:  a·a

-1
=1. 

Определение 1.6. Подмножество G1 группы G называется подгруп-

пой группы G, если G1 является группой с той же групповой операци-

ей и той же единицей, что и G. 

Определение 1.7. Подмножество K1   K  называется подкольцом 

кольца K, если K1 является кольцом с такими же групповыми опера-

циями и такими же единицей и нулем, что и K. 

Определение 1.8. Подмножество P1P называется подполем поля 

P, если P1 вляется полем с такими же групповыми операциями и таки-
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ми же единицей и нулем, что и P. В таком случае поле P называется 

расширением поля P1 . 

Очевидно, что Z – подкольцо Q, а Q – подполе R. 

Определение 1.9. Ненулевые элементы a, b кольца K называются 

делителями нуля, если ab=0. 

Теорема 1.1. Если кольцо является полем, то в нем нет делителей 

нуля. 

Доказательство. Доказательство проведем от противного. Пред-

положим, что существуют ненулевые элементы поля P  a и b  такие, 

что ab=0. Так как P – поле, то   a
-1P: aa

-1  
= a

-1
a

  
=

 
1. Тогда  

a
-1

·0 = 
 
a

-1
ab = 1· b = b = 0, 

что противоречит нашему предположению. 

Задачи.  

1. Выяснить обладают ли свойствами ассоциативности и коммута-

тивности операции “*” на множестве А, если: 

1) А=N,  x * y = x+2y;  

2) A=N,  x * y = 3xy;  

3) A=N,  x * y = x
y
; 

4) A=N,  x * y = x
2
+ y; 

5) A=Z,  x * y = x - y; 

6) A=R,   x * y = sin x · cos y. 

2. Какие из числовых множеств являются группами относительно 

заданных операций: 

1) множество степеней данного вещественного числа с целыми по-

казателями относительно умножения; 

2) множество рациональных чисел на интервале (0,1) относительно 

операции умножения; 

3) множество положительных действительных чисел относительно 

операции умножения; 

4) отрезок [0,1]  относительно операции умножения; 

5) отрезок [0,1] относительно операции a * b ={a+b}, где {a}- дроб-

ная часть числа a? 

3. Доказать, что если в группе G выполнено условие x * x =1  для 

всех элементов группы G, то группа коммутативна. 

4. Доказать, что пересечение двух подгрупп группы будет под-

группой той же группы. 
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§ 2. Теория делимости 

 

Определение 2.1. Пусть  Число делится на число   

( является делителем числа  ), если найдется такое число , что 

. Запись: .  

Легко проверить следующее свойство делимости: пусть 

  – равенство сумм целых чи-

сел. Если все слагаемые в этом равенстве кроме одного кратны  то 

оставшееся слагаемое также кратно   

Докажем это утверждение для простейшего случая. Пусть a+b=c, 

a=da1 , b=db1, тогда c=d(a1+b1) . 

Теорема 2.1.  Для данного целого отличного от нуля числа b всякое 

целое число  единственным образом представимо в виде  

 
где . При этом число  называется неполным частным, а 

число  – остатком от деления на  

Доказательство. Приведем доказательство, принадлежащее древ-

ним грекам. Без ограничения общности будем считать a и b натураль-

ными числами. Отложим отрезок длины a и уложим на него столько 

отрезков длины  b сколько в него поместится. При этом оставшийся 

отрезок окажется длиной меньше b.   

 
    Рис. 1 
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Определение 2.2. Число делящее одновременно числа 

 называется общим делителем этих чисел. Наиболь-

шее число  с таким свойством называется наибольшим общим дели-

телем чисел . Обозначение  Д. . 

Определение 2.3. Целые числа  и  называются взаимно просты-

ми, если   Д. 1. 

Определение 2.4. Целые числа  называются взаимно 

простыми, если   Д. =1, попарно взаимно простыми, ес-

ли для  Д. = 1. 

Например, числа 15, 18, 14 взаимно простые, но не попарно взаим-

но простые, так как Н.О.Д. (15, 18, 14)=1, но Н.О.Д. (15, 18)=3 и 

Н.О.Д. (18, 14)=2. 

Свойства наибольшего общего делителя. 
1. Если Н.О.Д. (a,b)=1, то Н.О.Д.(ca,b)=Н.О.Д.(c,b). 

2. Если Н.О.Д. (a,b)=1,  и ac делится на b, то c делится на b. 

3. Если каждое из чисел naaa ,...,, 21  взаимно просто с каждым 

из чисел ,,...,, 21 mbbb  то и произведение naaa ...21  взаимно просто 

с произведением mbbb ...21 . 

Задача нахождения наибольшего общего  делителя нескольких чи-

сел сводится к нахождению наибольшего общего делителя двух чисел. 

Чтобы найти ),....(.. 1 naaДОН  надо найти ),.(.. 211 aaДОНd  ,  d2= 

=Н.О.Д.(d1,a3), …, dn =Н.О.Д. (dn-1 ,an .) Число nd  и будет наибольшим 

общим делителем чисел naa ,...1 . 

Теорема 2.2.  Если Н.О.Д.(a,b) = d, то найдутся такие целые числа 

u и v, что au +bv = d. 

Доказательство. Рассмотрим множество P = {au + bv | u,v Z }. 

Очевидно, что a,b,0 P. Пусть x,y P и  y ≠ 0. Тогда остаток от деле-

ния x на y содержится в P. Действительно: 

x = yq +r,      0≤ r < y, 

r = x – yq = au1 + bv1 –(au2 – bv2)q = (u1 – u2q)a + (v1 – v2q)b P. 

Пусть d – наименьшее положительное число из P. Тогда a делится на 

d.  Аналогичными рассуждениями получается, что b делится на d. 

Значит, d  –  общий делитель a и b. Для d есть представление в виде  

d=au0 + bv0.  Если  d1 – другой общий делитель a и b, то d1 делитель 

au0  +bv0= d. Таким образом, d – наибольший общий делитель  a и b. 




