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Пособие содержит краткие теоретические сведения по кур-

су высшей математики, необходимые при решении практиче-

ских задач и прохождении промежуточного и итогового тести-

рования согласно ГОСтам для выпускников технологического 

университета. В работе используются обозначения, принятые в 

учебно–методическом комплексе, разработанном на кафедре под 

редакцией Л.Н. Журбенко  

 

Список используемых обозначений 

 

⇔ – равносильность (эквивалентность) 

∧ – и (конъюнкция) 

∨ – или (дизъюнкция) 

∀ – любой 

∃ – существует 

∃! – существует и единственно 

/∃  – не существует 

⇒ – следует 

→ – стремится выполнять равенство 

||  – параллельны 

↑↑– параллельны и одинаково направлены 

↑↓ – параллельны и противоположно направлены 

⊥   – перпендикулярность 

 ∆, det – определитель 

N, Z, Q, R, C – множества натуральных, целых, рациональ-

ных, действительных, комплексных чисел, соответственно 
R 

n
 – n – мерное векторное пространство 

≡     – тождественно 

~    – эквивалентно 

⊂     – включает 

⊆     – включает или равно 
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∈     – принадлежит 

∉     – не принадлежит 

∅    – пустое множество 

∪    – объединение множеств 

∩    – пересечение множеств 

\      – разность множеств 

•

•
→    – отображение множеств, соответствие 

•

•
↔    – взаимно–однозначное соответствие 

т. – точка 

 гмт – геометрическое место точек 

1,n  – все значения от 1 до n 

 б.м. – бесконечно малая функция 

 б.б. – бесконечно большая функция 

 э. – экстремум 

α=о(β) – б.м. более высокого порядка малости по сравнению с β 

 D(f) – область определения функции 

 E(f) – область допустимых значений функции 

 Uδ(a) – дельта–окрестность т. а 

 C[X] – класс функций, непрерывных на множестве Х 

 C[a,b] – класс функций, непрерывных на отрезке [a,b] 

f° ϕ – суперпозиция функций f и ϕ 

 т.р.  – точка разрыва 

 т.п.  – точка перегиба 

  – возрастает 

    – убывает 

 ∩  – выпуклый вверх (выпуклый) 

 ∪  – выпуклый вниз (вогнутый) 

Re – действительная часть числа 

Im – мнимая часть числа 
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!   – факториал 

П – поток векторного поля 

Ц – циркуляция векторного поля 

C′[X] –  класс функций, непрерывно дифференцируемых на 

множестве Х  

J   – якобиан преобразования координат 

W(x)  – определитель Вронского 

gradU – градиент скалярного поля U 

div a
r

– дивергенция векторного поля a
r
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Часть  1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ И АНАЛИ-

ТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ  

ИСЧИСЛЕНИЕ. 

 

Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ И АНАЛИ-

ТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

 

I. Определители 
 

Матрица размера mxn – таблица чисел из m строк и n столб-

цов. Если m и n совпадают, то матрица называется квадратной 

размера n.  
A =

















a a a

a a a

a a a

n

n

n n n n

1 1 12 1

2 1 22 2

1 2

. ..

. ..

.. . .. . . .. . ..
. ..

 

Числа аij, i, j 1,n= – элементы матрицы; i – номер строки; j – 

номер столбца. 

Определителем II порядка, соответствующим квадратной 

матрице второго порядка, называется число, обозначаемое  Δ, вычисленное по правилу ∆ ≡ =d e t A
a a

a a
1 1 1 2

2 1 2 2

 = 

= a11 a22 – a21 a12. 

Определителем III порядка, для квадратной матрицы III 

порядка, называется число, вычисляемое по правилу  

∆ = = − +
a a a

a a a

a a a

a
a a

a a
a

a a

a a
a

a a

a a

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11
22 23

32 33
12

21 23

31 33
13

21 22

31 32

     

 
Свойства определителей: 

1. Определитель ∆ не изменится, если все его строки заменить 

соответствующими столбцами.        

2. ∆ равен сумме произведений элементов любого ряда (строки 

или столбца)  на их алгебраические дополнения Аij =(–1)
i+j

 Мij,  



 7

Мij – определитель, полученный из данного вычеркиванием i–ой 

строки и j–го столбца. Разложение определителя третьего по-

рядка по II столбцу: ∆= а12А12+а22А22+а32А32=–а12М12+ а22М22 – 

а32М32. 

3. При перестановке двух параллельных рядов (столбцов или 

строк) знак определителя меняется на противоположный. 

4. ∆=0, если все элементы некоторого ряда равны нулю или со-

ответствующие элементы двух параллельных рядов пропорцио-

нальны. 

5. Общий множитель элементов ряда можно вынести за знак ∆. 

6. ∆ не изменится, если к элементам его ряда прибавить соответ-

ствующие элементы другого параллельного ряда, умноженные 

на одно и то же число. 

Аналогично определителю III порядка вводится определе-

ние определителя n–го порядка. 
 

II. Решение систем линейных алгебраических уравнений 

Решением системой линейных алгебраических уравнений  

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

n n

n n

m m m n n n

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

+ + + =
+ + + =

+ + + =











. ..

. ..

.. . . .. . . .. . . .. . . . .. . . .. . . .. . . .. . . ..
. . .

, где xj – неизвестные; аij –

коэффициенты при неизвестных, bi, i 1 , m , j 1 , n= =  – свобод-

ные члены, называется совокупность чисел *

j
x , , которая при 

подстановке вместо x , j 1,nj =  в каждое уравнение системы об-

ращает его в тождество. 

Решить систему – значит либо найти все ее решения, либо 

доказать, что решений не существует. 
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n

n
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aaa
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...
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...

...

=А

21

22221

11211

–основная матрица системы, 

( )





















mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

..

...

............

...

...

=B\А 2

1

21

22221

11211

– расширенная матрица систе-

мы. 

Обозначим i–ю строку матрицы А через аi=(ai1 ai2 ...ain ). 
 

Строки a1,a2,...am линейно зависимы, если ∃числа α1,α2,...,αm, 

одновременно не равные нулю, что  α1a1+α2a2+...+αmam=0. В 

противном случае строки – линейно независимы. Рангом мат-

рицы А (rgA) называется максимальное число линейно–

независимых строк матрицы. 
 
Для решения систем применяется метод Гаусса – метод 

последовательных исключений неизвестных из уравнений сис-

темы. 
 
Прямой ход метода Гаусса. Преобразования проводятся с 

матрицей (А\В). Если а11≠0, то при умножении первой строки 

последовательно на − −
a

a

a

a

m21

11

1

11

, .. . ,  и сложении соответственно со 

2,..., m –ой строками получим матрицу (A\B) ~
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Аналогичные преобразования производим с матрицей  
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32

2322

 и т.д.,  пока не получим матрицу ступен-

чатого вида: (A\B)~
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′′′′′ −

−

00...00...00

...0...00

.......................

......0
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2221222
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nrr
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, при-

чем rg(A\B)=r, r – число ненулевых строк в ступенчатой 

матрице.  
 
 

Обратный ход метода Гаусса. Восстанавливаем систему 

уравнений и находим ее решение. При этом возможны случаи: 

1. Система несовместна rgA≠ rg(A\B). 

2. r < n, система имеет бесчисленное множество решений.  

3. r=n – решение системы единственно. Последней ненулевой 

строке соответствует уравнение  ann′′xn = bn′′,  из него находим 

хn, а далее последовательно – x1, x2, ..., xn–1.  

 

Если  n=m и ∆≡detA≠0 – решение системы единственно и 

может быть найдено по формулам Крамера: x j 1,nj

j= =
∆
∆

, .  ∆j – 

определитель неизвестного xj получается из ∆ заменой j–го 

столбца столбцом свободных членов. 
 

 



Действия над матрицами. 

Матричный способ решения систем 
 

Матрицы А=(аij), В=(bij), размерности m×n называются равны-

ми, если аij= bij, i 1,m, j 1,n= = . Суммой матриц А и В размер-

ности mxn называется матрица той же размерности С=(аij+ bij), 

i 1,m, j 1,n= = . 

 Матрица, все элементы которой нули, называется нуль–

матрицей, обозначается 0. Произведением матрицы А на чис-

ло µµµµ называется матрица В=µА=(µ аij), i 1 , m , j 1 , n= = . Произве-

дением матрицы А размерности m××××p на матрицу В размер-

ности p××××n (число столбцов матрицы А равно числу строк мат-

рицы В) называется матрица С=(ai1b1j+ ai2b2j +...+ aipbpj), 

i 1 , m , j 1 , n= = .  
 
Свойства: 1) В общем случае АВ≠ВА.   

                   2) А(ВС)=(АВ)С, (А+ В)С = АС+ВС. 
 

Единичная матрица Е – квадратная матрица вида 

E =

1 0 0 0 . . . 0

0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0

. . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1



















. 

Матрица А–1
 называется обратной для квадратной матрицы 

А, если  АА–1
= А–1А =Е. 

 
Для невырожденной (detA≠0) квадратной матрицы  А об-

ратная ей матрица имеет вид:  

A

A A ... A

A A ... A

... ... ... ...
A A ... A

-1

11 21 n1

12 22 n2

1n 2n n n

=

















1

∆
, 
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где Аij, i j 1,n, =  –алгебраические дополнения элементов aij опре-

делителя ∆=detA. 

Систему линейных алгебраических уравнений при m=n 

можно записать в матричном виде  AX=B и решить в матрич-

ным  способом X=A
–1

B, где 

 

1 1 12 1

2 1 2 2 2

1 2

...

...
A = ,  

...........

....

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 
 

 

11

22

n

x

x

X ,  B ..

..

x n

b

b

b

  
  
  
  = =
  
  

   
   

 . 
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Глава 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

 

Вектор –  направленный отрезок прямой. 

Обозначение вектора а или AB , А – 

начало, В – конец вектора; длина вектора   

(модуль) обозначается |а| или | AB | (рис. 2.1). 

 

Нуль – вектор  – точка. Вектора коллинеарны, если лежат на 

параллельных прямых. Вектора компланарны, если располо-

жены в параллельных плоскостях.  Вектора равны, если они: 

коллинеарны, одинаково направлены и имеют равные длины. 

Суммой a  + b  векторов a  и b  , если конец вектора a  совме-

щен с началом b , называется векторс, соединяющий начало 

вектора a  с концом b  . Разностью a  – b  векторов a  и b  на-

зывается векторс , для которого  b  + с  = a , то есть вектор с , 

соединяющий конец вычитаемого вектора с концом уменьшае-

мого вектора, если начала векторов a  и b  совмещены. 

Произведением λλλλ a  вектора a  на число λλλλ называется вектор 

b : |b | = |λ| | a |, b  коллинеарен вектору a  и направлен в ту же 

сторону при λ>0 ( a  ↑↑b  ) и в противоположную сторону – при 

λ<0 (a  ↑↓b  ). 

Линейной комбинацией векторов  a1, a 2,..., an  называется 

вектор c a a a an n k k
k

n

= + + + =
=
∑α α α α1 1 2 2

1

...  , где α1,α2,...,αn – 

действительные числа.  

Векторыa1,a2,...,an– линейно зависимы, если ∃ α1, α2,..., αn , 

α α α1

2

2

2 2
0+ + + ≠... n

 , что их линейная комбинация равна нулю, в 

противном случае – линейно – независимы. 

 

 

A 

a 
B 

Рис.2.1 
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Базис на плоскости (пространстве) – максимальная линейно не-

зависимая на плоскости (пространстве) система векторов. 

Если е1 ,е2,е3 – базис в пространстве, то вектор a  рас-

кладывается единственным образом: a  =α1е1 + α2е2 + α3е3. 

α1, α2, α3– координаты вектора a  в базисе  е1,е2,е3 : 

a  ={α1,  α2,  α3}. 

 Если  a  ={α1, α2, α3}, b  ={β1,  β2,  β3}, то  

1) a  ± b  ={α1  ± β1, α2  ± β2, α3  ± β3} ;  

2) λ∈R: λа ={λα1, λα2, λα3}. 

a   и b   коллинеарны (b  =λ a ) ⇔ если α1/β1=α2/β2=α3/β3  . 

 

Проекцией т. А на ось l называется основание перпендикуляра 

АА′, опущенного из т. А на l : прl A= А′.  
Составляющая вектора AB  по оси l – вектор ′ ′A B , где                      

А′= прlA,   В′= прlВ  (рис. 2.2 – 2.4).  

Проекцией вектора AB  на l  называется число 

прl AB=±| ′ ′A B |.  

 

Знак (+) берется , если ′ ′A B ↑↑l, 

знак (–) – если ′ ′A B ↑↓ l. Еслие – 

единичный вектор (т.е. |е| =1) в 

направлении l, то 

 ′ ′A B = прl AB .е.  

 

Свойства проекций: 

1. прl a  = | a |cosϕ, где  ϕ=( a  
∧
 l ).  

2. Проекция суммы векторов на ось l  равна сумме проекций 

векторов на l . 

3. прl k a  = k прl a  , k = const.   
 

 
B 

l B′ 

A 

A′  Рис. 2.2 
 


