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1. АНАЛИТИЧЕСКАЯ КИНЕМАТИКА СТЕРЖНЕВЫХ 
МЕХАНИЗМОВ 

 
1.1. Степени свободы в механизме 

 
Механизмом называют искусственно созданную систему тел, предна-

значенную для преобразования движения одного или нескольких тел в тре-
буемое движение других тел. Твердое тело, входящее в механизм, принято 
называть звеном. У любого механизма есть неподвижное звено – стойка. Для 
всех механизмов, схематично показанных на рис. 1.1, стойка обозначена 
грунтовкой. Подвижные звенья делят на ведущие и ведомые. Подвижное со-
единение двух звеньев называют кинематической парой. Звено, которому 
сообщают движение извне, называют входным, или ведущим. Очевидно, что 
все оставшиеся звенья, кроме ведущих и стойки, следует называть ведомыми. 

Обычно ведущему звену приписывается обобщенная координата, то 
есть такой кинематический параметр, который определяет однозначно по-
ложение всех остальных звеньев, образующих конфигурацию механизма. 
Число обобщенных координат в механизме, как правило, не меньше числа 
ведущих звеньев, однако число обобщенных координат всегда равно числу 
степеней свободы в механизме. 
 

 
 

Рис. 1.1. Простейшие механизмы и их обобщенные координаты 
а – механизм с одной степенью свободы; б – механизм с потенциальным 

рекуператором энергии; в – пятизвенный механизм с двумя степенями свободы; 
г – трехзвенный механизм с двумя степенями свободы; д – вариатор; 

е – механизм с упругой связью и двумя степенями свободы 
 

В механизме с одной степенью свободы положение одного ведущего 
звена определяет положение всех ведомых звеньев. В рычажных механиз-
мах ведущим звеном часто служит кривошип (рис. 1.1, а). Вращение кри-
вошипа вокруг неподвижной геометрической оси определяется заданием 
величины угла поворота ϕ . Конструктивно кривошип может быть совме-
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щен с колесом (рис. 1.1 а), а также выполнен в виде эксцентрика или колен-
чатого вала. Например, у щековых дробилок кривошип является эксцентри-
ком ведущего вала. 

На рис. 1.1 б показано звено, которое не совершает полного оборота во-
круг своей оси и перемещается с помощью пружины. Однако его положение 
также полностью определяется обобщенной координатой ϕ . Такие устрой-
ства имеют место в конструкциях механических систем с рекуператорами 
энергии. Кинематические параметры движения звеньев, следующих за веду-
щим звеном, определяются из одного дифференциального уравнения. 

На рис. 1.1 в показана структурная схема пятизвенного механизма, у 
которого две независимые обобщенные координаты ϕ , ψ . У такого меха-
низма две степени свободы, то есть два ведущих звена ОА и СД, связанных 
со стойкой. 

Потребность в устройствах, способных заменить руки человека в произ-
водственном процессе, в первую очередь связана с развитием экологически 
неблагоприятных производств. Техническое устройство, предназначенное 
для воспроизведения функций руки человека в сфере его трудовой деятель-
ности, называют манипулятором. В механике манипуляторов большое вни-
мание уделяется дифференциальным шарнирно-рычажным конструкциям 
характеризующимися сложными видами взаимных движений звеньев. Это 
связано с тем, что структурная схема способна придать манипулятору ряд 
ценных свойств, таких как минимальные габариты и массы звеньев, устране-
ние зазоров в кинематических парах, минимальное энергопотребление, дос-
тижение максимальной зоны сервиса. На рис. 1.1 г показана схема с двумя 
степенями подвижности, которая используется во многих конструкциях ма-
нипуляторов. Граница зоны сервиса помечена дугой α ∼α , а промежуточное 
положение, соответствующее независимым координатам ϕ , ψ , дугой β ∼β . 
У механизма также две степени свободы. Однако в отличие от предыдущей 
схемы со стойкой связано только одно вращающееся звено ОА. 

Ограничения, накладываемые на положения и скорости точек механи-
ческой системы, которые должны выполняться при любых действующих на 
систему силах, называют связями. В структурной классификации кинема-
тических пар по И.И. Артоболевскому доказывается, что на относительное 
движение звеньев в каждой паре накладывается от одной до пяти геометри-
ческих связей, которые ограничивают перемещение звеньев. Однако суще-
ствуют между звеньями и кинематические связи, которые содержат произ-
водные от обобщенных координат по времени. В некоторых случаях эти 
связи не приводятся к геометрическим, то есть не интегрируются. Такие 
связи называют неголономными. 

На рис. 1.1 д показана лобовая фрикционная передача. Точка контакта 
фрикционных тел подвижна, так как ролик 2 имеет скользящую в осевом 
направлении посадку. Расстояние )(tρ  между осью диска 1 и точкой кон-
такта можно изменять независимо от вращающихся тел в пределах 

1)(0 rt <ρ< . Такие устройства называют вариаторами. Следовательно, у 
вариатора передаточное отношение между звеньями 1 и 2 переменно и за-
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висит от времени )(/)( 2 trtu ρ= , а зависимость между изменениями обоб-
щенных координат 21 )( ϕ=ϕ dtud  становится неинтегрируемой. В случае 

const=ρ  лобовые передачи используют во фрикционных прессах. 
Системы с конечным числом степеней свободы являются расчетными 

схемами более сложных реальных конструкций. Так, на рис. 1.1 е показана 
схема, в которой учитывается жесткость между звеньями А и В. Если пре-
небречь массой пружины с коэффициентом жесткости с, то такая расчетная 
схема также будет иметь две степени свободы по количеству обобщенных 
координат ХА, ХВ. 

В дальнейшем будут рассмотрены движения звеньев в системах с од-
ной и двумя степенями свободы. Эти системы наиболее просты, а законо-
мерности, справедливые для них, справедливы и для более сложных сис-
тем. Базой для кинематического анализа служит структурная классифика-
ция механизмов по Ассуру-Артоболевскому [4]. 
 

1.2. Координатный метод исследования для механизма 1-го класса 
 

В кинематике механизмов рассматривают движение звеньев без учета 
действия внешних сил. Такое исследование является предварительным эта-
пом перед всесторонним изучением движения в динамике. Результатом ки-
нематического исследования является определение перемещений, скоро-
стей и ускорений точек звеньев, а также самих звеньев механизма. Измене-
ния кинематических параметров сопоставляются в зависимости от времени 
или от положения звеньев. Например, изменение положения рабочего орга-
на механизма зависит от положения ведущего звена. 

У механизма, показанного на рис. 1.1 а, положение звена ОА полно-
стью определяется обобщенной координатой φ – углом поворота звена. 
Система декартовых координат, связанная со стойкой механизма, далее 
считается абсолютной. Связь между углом φ и декартовыми координатами 
X,Y очевидна. Для точки А кривошипа имеем 

,sin
,cos

ϕ=
ϕ=

OA

OA

YA
XA





    (1.1) 

где OA  – длина кривошипа. 
Таким образом, декартовы координаты являются функциями обобщен-

ной координаты Х(φ), Y(φ). Дифференциальные зависимости 
ϕd

dX , 
ϕd

dY
 на-

зывают проекциями аналогов скорости на соответствующие оси координат. 
Аналог скорости и его проекции связаны между собой зависимостью: 

22









ϕ

+







ϕ

=
ϕ d

dY
d
dX

d
dS

 [м]. 
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Между линейной скоростью точки звена и аналогом скорости сущест-
вует однозначная зависимость. Например, для скорости точки А звена ОА 
получим 

,
22

ϕ
ω=







 ϕ
⋅

ϕ
+







 ϕ
⋅

ϕ
=

d
dSA

dt
d

d
dYA

dt
d

d
dXAVA   (1.2) 

где ω – угловая скорость звена ОА. 
Ускорение точки А также определяется через проекции на оси коорди-

нат. Связь между проекциями ускорения и проекциями его аналогов уста-
навливается по правилам дифференцирования сложной функции. Например 

,2
2

2

2

22

2

2

ε
ϕ

+ω
ϕ

=
ϕ

⋅
ϕ

+ω
ϕ

=






 ϕ
⋅

ϕ
=






=

d
dX

d
Xd

dt
d

d
dX

dtd
Xd

dt
d

d
dX

dt
d

dt
dX

dt
d

dt
Xd

 

где ε – угловое ускорение звена. 
Аналогично определяются проекции ускорения на ось Y. Если угловая 

скорость постоянна, ω = const, то для ускорения точки А получим 

,
2

2
2

2

2

22

2

2
2

ϕ
ω=









ϕ
+









ϕ
ω=

d
SAd

d
YAd

d
XAdWA   (1.3) 

где 2

2

ϕd
SAd  – аналог ускорения точки А в основном движении звена. 

Приведенные выше зависимости легко обобщить для определения ско-
ростей и ускорений любых точек звеньев механизма. Таким образом, ско-
рости и ускорения звеньев зависят как от угловой скорости ведущего звена, 
так и от его положения. 
 

1.3. Определение положений звеньев 
для структурной группы II класса 1-го вида 

 
В данном разделе излагается метод, основанный на координатном спо-

собе исследования структурных групп Ассура [1]. По заданным координа-
там крайних для структурной группы кинематических пар вначале решает-
ся задача о положении звеньев, затем определяются линейные скорости и 
ускорения характерных точек звеньев, а также угловые аналоги скорости и 
ускорения самих звеньев. Значения кинематических параметров конкретно-
го механизма рассчитываются в зависимости от заданного закона измене-
ния кинематических параметров ведущего звена. 

Для структурной группы первого вида (рис. 1.2) заданы размеры звеньев 
=AB b, =BD d. Положение точки S на звене АВ определяется длиной AS , а 

положение точки К на звене BD – углом δ и длиной DK . В произвольно вы-
бранной декартовой системе координат XOY заданы координаты ХА(φ), YA(φ) 
и XD(φ), YD(φ) как функции обобщенной координаты φ. За полож ительное 
направление вращения звена будем считать то, которое соответствует наи-
меньшему углу поворота оси Х при совмещении ее с осью Y. Требуется опре-
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делить координаты точек B, S и К, а также угловые положения α, θ  звеньев 
АВ, BD. При дальнейшем изложении зависимость кинематических парамет-
ров от обобщенной координаты φ подразумевается, а символ φ опускается. 

 

 
 

Рис. 1.2. К кинематическому исследованию структурной группы 
II класса 1-го вида 

 
С учетом принятых обозначений для определения координат точки В 

можем записать 

,sin
,cos

α⋅+=
α⋅+=

bYAYB
bXAXB

     (1.4) 

где α – угол, пока еще неизвестный, между положительным направлением 
оси абсцисс ОХ и звеном АВ. 

Введем переменную длину v , которая при известных значениях коор-
динат кинематических пар А,D находится по теореме Пифагора из выражения 

222 )()( XAXDYAYDv −+−=
.    (1.5) 

В этом случае значение угла α  можно определить через дополнитель-
ные углы β и γ относительно звена переменной длины AD = v  так, что 

γ+β=α .    (1.6) 
Через известные координаты точек А и D определим 

.arctg
XAXD
YAYD

−
−

=β     (1.7) 

Для второго вспомогательного угла из треугольника ABD по теореме 
косинусов найдем 

v

v

b
db





2
  arccos

222 −+
=γ .    (1.8) 

Таким образом, алгоритм, составленный из выражений (1.4)–(1.8), по-
зволяет найти координаты точки В. Так как декартовы координаты кинема-
тических пар А и D зависят от обобщенной координаты φ, то и для В име-
ются ХВ(φ), YB(φ). 

Положение точки S для звена АВ с учетом (1.6) нетрудно найти, если 
воспользоваться следующими формулами: 
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   .sin
,  cos

α⋅+=
α⋅+=

AS

AS

YAYS
XAXS





    (1.9) 

Для точки К звена BDK получим следующие координаты:  

),( sin
),(  cos

δ−θ⋅+=
δ−θ⋅+=

DK

DK

YDYK
XDXK





   (1.10) 

где из геометрических соображений 
λ−β+π=θ ,    (1.11) 

а угол λ из треугольника ADB определяется по теореме косинусов: 

.
2

  arccos
222

v

v

d
bd



 −+
=λ     (1.12) 

В качестве примера рассмотрим определение координат точки L рас-
ширенного шатуна ABL и углового положения коромысла DB механизма 
шарнирного четырехзвенника (рис. 1.3). Заданы кинематическая схема ме-
ханизма, то есть размеры звеньев, а также положение геометрических осей 
вращения кривошипа О(0,0) и опоры коромысла D(XD,YD). 

 

 
 

Pис. 1.3. Механизм шарнирного четырехзвенника с опорой коромысла в D. 
 

В качестве примера рассмотрим определение координат точки L рас-
ширенного шатуна ABL и углового положения коромысла DB механизма 
шарнирного четырехзвенника (рис. 1.3). Заданы кинематическая схема ме-
ханизма, то есть размеры звеньев, а также положение геометрических осей 
вращения кривошипа О(0, 0) и опоры коромысла D(XD, YD). 

Для данного механизма обобщенной координатой будет угол поворота 
кривошипа ОА, так как именно от него будут зависеть положения подвиж-
ных звеньев АВ и BD или, как принято говорить, конфигурация звеньев ме-
ханизма. Координаты пальца А кривошипа ОА можно получить из формулы 
(1.1). При известных XA(φ), YA(φ) выражения (1.4)–(1.8) дают алгоритм для 
определения координат кинематической пары В, а формула (1.11) описыва-



 11 

ет угловое положение коромысла BD по отношению к положительному на-
правлению оси абсцисс. 

Для определения положения точки L расширенного шатуна ABL имеем 
),( cos δ+α⋅+= ALXAXL   
).( sin δ+α⋅+= ALYAYL   

В данном случае при описании координат XL, YL значение угловой ко-
ординаты звена δ прибавляется, а не вычитается [см. формулы (1.10)]. 

В промышленности строительных материалов для крупного и среднего 
дробления (степень измельчения обычно 3–5) используют щековые 
дробилки. Наиболее распространены щековые дробилки с простым (ЩДП) 
и сложным (ЩДС) движением щеки. Кинематическая схема ЩДС 
представлена на рис.1.4. 

 

 
 

Рис. 1.4. Кинематическая схема щековой дробилки типа ЩДС 
 

Эксцентриковый вал (кривошип 1) является ведущим звеном и враща-
ется в подшипниках стойки 4. Подвижной щекой дробилки служит короб-
чатого сечения шатун 2, который верхней головкой одет на эксцентрик вала 
1. Нижняя часть шатуна связана с распорной плитой (коромысло 3). Следу-
ет отметить условность кинематической схемы. Реально распорная плита 
образует с сопряженными звеньями 2, 4 не шарниры, а открытые, геомет-
рически незамкнутые кинематические пары. 

При описании положений звеньев дробилки следует учесть располо-
жение осей координат. Если выбрать начало координат, совпадающим с 
центром вращения кривошипа, то наиболее удачный выбор осей абсцисс и 
ординат показан на рис. 1.4. Конфигурация звеньев дробилки полностью 
определяется углом ϕ  поворота кривошипа. Следовательно, алгоритм 
описания (1.1), (1.4)–(1.8) позволяет определить положение всех звеньев 
щековой дробилки. 

В шарнирном четырехзвеннике при определении углового положения 
шатуна АВ следует учитывать не только способ крепления коромысла отно-
сительно стойки механизма, но и направление вращения относительно вы-
бранной системы координат. Громоздкость формул, описывающих положе-
ние звеньев, зависит от выбора абсолютной системы координат. Типовые 
случаи относительного расположения неподвижных кинематических пар 
приведены на рис. 1.5. Описание углового положения шатуна ведется отно-




