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ВВЕДЕНИЕ 

 
Как известно, одним из важнейших понятий в математическом анали-

зе является понятие предельного перехода, лежащего в основе таких фун-

даментальных операций, как дифференцирование и интегрирование. Более 

того, в зависимости от рассматриваемых задач в анализе часто вводят раз-

ные (но эквивалентные между собой) понятия предела для последователь-

ности одних и тех же математических объектов (вещественные числа, ком-

плексные числа, n -мерные векторы, функции и т.д.). Однако все они свя-

заны в основном лишь тем, что между исследуемыми объектами можно 

измерять “расстояние”. Это позволяет ввести и изучить свойства предель-

ного перехода независимо от природы элементов, участвующих в этом по-

строении. 

Обобщая известное понятие расстояния между двумя вещественными 

числами, мы естественно приходим к одному из основных понятий совре-

менной математики – понятию метрического пространства (оно было вве-

дено впервые французским математиком М. Фреше в 1906 г.). Отметим 

также фундаментальную важность метрических идей в прикладном отно-

шении: всякий вычислительный процесс должен сходиться к искомому ре-

зультату. 

Настоящее пособие представляет собой первую часть курса “Функ-

циональный анализ”, посвященную изучению общих и основных свойств 

метрических пространств. Структура этого пособия и всех последующих 

такова: даются теоретические сведения, примеры решения задач, относя-

щихся к данной теории, а также задачи для самостоятельного решения. 
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1. Понятия метрики и метрического пространства 
 

Определение: пусть X  – произвольное множество. Отображение 

: X X    называется метрикой (расстоянием) в X , если оно удовле-

творяет следующим условиям (аксиомам метрики): 

1. ( , ) 0x y   ,x y X   (аксиома неотрицательности); 

2. ( , ) 0x y x y     ,x y X   (аксиома тождества); 

3. ( , ) ( , )x y y x   ,x y X   (аксиома симметрии); 

4. ( , ) ( , ) ( , )x z x y y z     , ,x y z X   (аксиома треугольника). 

Замечание: напомним, что прямым или декартовым произведением 

двух множеств X  и Y  называется множество  ( , ) : ,X Y x y x X y Y    . 

Определение: множество X , рассматриваемое вместе с заданной на 

нем метрикой  , называется метрическим пространством, а элементы 

, , ,...x y z X  – точками (или векторами) этого метрического пространства. 

Замечание: иногда метрическое пространство X  вместе с заданной на 

нем метрикой   обозначают ( , )X  . 

Замечание: всякое подмножество Y  метрического пространства X , 

рассматриваемое с тем же расстоянием между элементами, также является 

метрическим пространством и называется подпространством пространства 

X . 

Определение: расстоянием между двумя множествами M  и N  метри-

ческого пространства X  называется число ( , ) inf ( , )
x M
y N

M N x y 



 . 

Замечание: в частности, расстоянием от точки a X  до множества 

M X  называется число ( , ) inf ( , )
x M

a M a x 


 . 

Определение: две метрики 1( , )x y  и 2( , )x y , введенные на одном и 

том же метрическом пространстве X , называются эквивалентными, если 
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для произвольной последовательности  nx X  и для элемента x X  из 

того, что при n   1( , ) 0nx x   следует, что 2( , ) 0nx x   и наоборот. 

Теорема (достаточное условие эквивалентности метрик): пусть 

X  – метрическое пространство, 1( , )x y  и 2( , )x y  – две метрики в нем. 

Пусть существуют постоянные 1 0c   и 2 0c   такие, что ,x y X   спра-

ведливо неравенство 1 1 2 2 1( , ) ( , ) ( , )c x y x y c x y    . Тогда метрики 1  и 2  

эквивалентны. 

Замечание: метрики, удовлетворяющие этому условию, называются 

еще топологически эквивалентными. 

Доказательство теоремы предлагается проделать самостоятельно (см. 

задачу 1). 

 

Примеры решения задач 

 

1. Пусть  1,X   , 
11 ,  при 

( , )
0, при 

x y
x yx y

x y


    
 

. Доказать, что   – 

метрика. 

Решение: проверим аксиомы метрики. 

а) ( , ) 0x y   – очевидно; 

б) ( , ) 0x y x y     – очевидно; 

в) ( , ) ( , )x y y x   – очевидно; 

г) проверим, что ( , ) ( , ) ( , )x z x y y z    . 

Ясно, что 
11 ,  при 

( , )
0, при 

x z
x z x z

x z


   
 

, 
11 ,  при 

( , )
0, при 

y z
y zy z

y z


    
 

 и 

1 11 ,  при 1 ,  при 
( , ) ( , )

0, при 0, при 

x y y z
x y y zx y y z

x y y z
 

          
   
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11 ,  при ,

11 ,  при ,

1 12 ,  при ,

0, при ,

x y y z
x y

y z x y
y z

x y y z
x y y z

x y y z

    
     


   
 

  

 

Таким образом, надо рассмотреть отдельно четыре случая. 

Случай 1: ,x y y z  , тогда x z  и 

1 1( , ) ( , ) 1 1 ( , )x y y z x z
x y x z

       
 

. 

Случай 2: ,y z x y  , тогда x z  

1 1( , ) ( , ) 1 1 ( , )x y y z x z
y z x z

       
 

. 

Случай 3: ,x y y z  . Здесь возможно два варианта: 

Случай 3-а: x z  и надо проверить, что 1 1 12 1
x y y z x z

   
  

, 

т.е., что 1 1 11 0
x y y z x z

   
  

. 

Поскольку по условию 1x  , 1y  , 1z  , то 2x z  , откуда 1 1
2x z




, 

т.е. 1 1
2x z

  


, откуда 1 1 11 1
2 2x z

   


 и, значит 

1 1 1 1 1 11 0
2x y y z x z x y y z

      
    

. 

Случай 3-б: x z  и надо проверить, что 1 12 0
x y y z

  
 

, но это 

очевидно, поскольку  1x  , 1y  , 1z  . 

Случай 4: ,x y y z  , тогда x z  и ( , ) ( , ) 0 ( , )x y y z x z     . 

Итак, в любом случае, ( , ) ( , ) ( , )x y y z x z    , т.е. аксиома треуголь-

ника доказана. 
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Таким образом, функция   определяет метрику. 

2. Пусть X  – произвольное множество, а отображение 1 : X X    

удовлетворяет условиям: 

а) 1( , ) 0x y x y     ,x y X   (аксиома тождества); 

б) 1 1 1( , ) ( , ) ( , )x y x z y z     , ,x y z X   (аксиома треугольника). 

Доказать, что функция 1  определяет метрику в X . 

Решение: по определению метрики, достаточно проверить выполнение 

для функции 1  аксиом неотрицательности и симметрии. 

Пусть в условии б) y x , тогда 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , )x x x z x z x z       и, 

в силу условия а) 12 ( , ) 0x z  , откуда 1( , ) 0x z   ,x z X  . Условие неот-

рицательности проверено. 

Пусть в условии б) z x , тогда 1 1 1( , ) ( , ) ( , )x y x x y x     и, в силу ус-

ловия а) 1 1( , ) ( , )x y y x   ,x y X  . Поскольку это неравенство верно для 

любой пары элементов ,x y X , то справедливо и неравенство 

1 1( , ) ( , )x y y x  . Откуда ,x y X   1 1( , ) ( , )x y y x   и условие симметрии 

проверено. 

3. Пусть ( )f x  – непрерывно дифференцируемая на  : 0x x      

функция, удовлетворяющая условиям: 

а) (0) 0f   и ( ) 0f x   при 0x  ; 

б) ( )f x  не убывает при 0x  ; 

в) ( )f x
x

 не возрастает при 0x  . 

Доказать, что формулой  ( , )x y f x y    определяется метрика в  . 

Решение: очевидно, что аксиомы неотрицательности, тождества и 

симметрии выполняются. 

Для проверки аксиомы треугольника достаточно показать, что для 

произвольных 0a b   выполняется неравенство ( ) ( ) ( )f a b f a f b   . 
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Действительно, поскольку x y x z z y      и справедливо усло-

вие б), то получаем, что    f x y f x z z y      и поэтому для доказа-

тельства аксиомы треугольника      f x y f x z f z y      достаточ-

но доказать, что      f x z z y f x z f z y       . 

Ясно, что точки , ,x y z  можно обозначить таким образом, чтобы 

x z y  , тогда если x z a  , z y b  , то x y a b   . Наконец, осталось 

переобозначить a  и b  таким образом, чтобы 0a b   (случай 0b   явля-

ется тривиальным). 

Рассмотрим функцию ( , ) ( ) ( ) ( )a b f a f b f a b     . Надо доказать, 

что ( , ) 0a b  . По теореме Лагранжа  ,a a b    справедливо равенство 

( ) ( ) '( )( ) '( )f a b f a f a b a f b       , откуда 

 ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( )a b f a f b f a b f b f a b f a f b f b           . 

Из условия в) следует, что при 0x   ( ) 0f x
x

   
 

, т.е. 2

'( ) ( ) 0f x x f x
x


 , 

откуда '( ) ( ) 0f x x f x  , т.е., ( )'( ) f xf x
x

 , значит, ( )'( ) ff 


   и получа-

ем, что ( )( , ) ( ) fa b f b b


   . 

Поскольку a  , то из условия в) следует, что ( ) ( )f a f
a




 , значит, 

( ) ( )f f a
a




    и ( ) ( ) ( )( , ) ( ) f a a f b b f aa b f b b
a a

   
    . 

Поскольку a b , то из условия в) получаем, что ( ) ( )f a f b
a b

 , откуда 

( ) ( ) 0a f b b f a    , значит, ( , ) 0a b  . 

4. Пусть X  – множество всех алгебраических многочленов степени n  

на отрезке  0,1 , и если 
0

( )
n

k
k

k
P t a t



 , а 
0

( )
n

k
k

k
Q t b t



 , то 
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