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К читателюÝòà êíèãà áûëà íàïèñàíà áîëåå 40 ëåò òîìó íàçàä � ïåðâîåèçäàíèå âûøëî â ñâåò â ñåíòÿáðå 1964 ãîäà. ¾Ìåòîä êîîðäèíàò¿áûë ïåðâîé êíèãîé â ñåðèè äëÿ øêîëüíèêîâ, êîòîðàÿ áûëà ïðåä-íàçíà÷åíà äëÿ ó÷åíèêîâ Çàî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû (òåïåðüÂÇÌØ), îòêðûâøåéñÿ â ìàå òîãî æå ãîäà.Â òî âðåìÿ� â ñåðåäèíå 60-õ ãîäîâ� íà÷àëè âîçíèêàòü ïåðâûåìàòåìàòè÷åñêèå ñïåöêëàññû è ñïåöøêîëû, áûëè îòêðûòû øêî-ëû-èíòåðíàòû â Ìîñêâå, Ëåíèíãðàäå è íåñêîëüêèõ äðóãèõ êðóïíûõãîðîäàõ.Ñðåäè ñïåöêëàññîâ è ñïåöøêîë áûëè äåéñòâèòåëüíî çàìå÷àòåëü-íûå, íî èõ áûëî î÷åíü ìàëî è, ãëàâíîå, îíè áûëè äîñòóïíû òîëüêîíåìíîãî÷èñëåííûì ¾ñ÷àñòëèâ÷èêàì¿ � øêîëüíèêàì èç êðóïíûõãîðîäîâ, äà åùå è íå âñÿêèõ: âåäü íå âåçäå åñòü äîñòàòî÷íî ó÷è-òåëåé, êîòîðûå ìîãëè áû ïîêàçàòü øêîëüíèêàì, êàê çàìå÷àòåëüíîèíòåðåñíà, êðàñèâà è åñòåñòâåííà ìàòåìàòèêà.Çàî÷íàÿ øêîëà, ïî çàìûñëó åå ñîçäàòåëåé, è äîëæíà áûëàõîòÿ áû îò÷àñòè ñêîìïåíñèðîâàòü ýòó íåñïðàâåäëèâîñòü è äàòüðåàëüíóþ âîçìîæíîñòü ñïîñîáíûì è èíòåðåñóþùèìñÿ ìàòåìàòèêîéðåáÿòàì ïîëó÷àòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ êâàëè�èöèðîâàííóþ ïîìîùüâ óãëóáëåííûõ çàíÿòèÿõ.×òî æå ýòî òàêîå�Çàî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà?Äàäèì ñëîâî îñíîâàòåëþ è ðóêîâîäèòåëþ ÇÌØ Èçðàèëþ Ìîè-ñååâè÷ó �åëü�àíäó, îäíîìó èç êðóïíåéøèõ ìàòåìàòèêîâ ñîâðåìåí-íîñòè:¾Èäåÿ ïîìî÷ü ñïîñîáíûì è èíòåðåñóþùèìñÿ ìàòåìàòèêîé ðåáÿ-òàì ñ ðàçíûõ êîíöîâ íàøåé ñòðàíû, æèâóùèì ÷àñòî â ìåñòàõ, ãäåíåò âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü êâàëè�èöèðîâàííóþ ïîìîùü, áûëà ìíåîñîáåííî áëèçêà: ÿ ñàì òå ãîäû, êîãäà ÿ ñëîæèëñÿ êàê ìàòåìàòèê,ïðîâåë â ãëóõîé ïðîâèíöèè, ãäå, êðîìå äâóõ-òðåõ êíèã è äîáðîãîîòíîøåíèÿ ó÷èòåëåé, íå èìåë äðóãîé ïîääåðæêè. Åäèíñòâåííûåêíèæêè ïî ìàòåìàòèêå ÿ ìîã äîñòàòü òîëüêî ó ñâîåãî ó÷èòåëÿ,êîòîðîìó ÿ ïî ñåé äåíü ÷óâñòâóþ ñåáÿ îáÿçàííûì. ß ïîíèìàþ, êàêòðóäíî ðàáîòàòü â òàêèõ óñëîâèÿõ è ñêîëüêî ìû òåðÿåì èç-çà ýòîãîïî-íàñòîÿùåìó òàëàíòëèâûõ ëþäåé.ß ñ÷èòàþ, ÷òî ñåðüåçíûå è èíòåðåñóþùèåñÿ ìàòåìàòèêîé øêîëü-íèêè åñòü íå òîëüêî â êðóïíûõ ãîðîäàõ, à ïîòðåáíîñòü â ëþäÿõñïîñîáíûõ è äåëüíûõ íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî íåñêîëüêî èíòåðíàòîâíå ñìîãóò åå óäîâëåòâîðèòü.
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Ïîýòîìó â 1963 ãîäó ÿ ïðåäëîæèë ñâîåìó áîëüøîìó äðóãóÈâàíó �åîðãèåâè÷ó Ïåòðîâñêîìó, ðåêòîðó Ì�Ó, îðãàíèçîâàòü ïðèåãî ïîìîùè Çàî÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ øêîëó.�àáîòó Çàî÷íîé øêîëû ìû ñòàðàëèñü îðãàíèçîâàòü òàê, ÷òîáûíàéòè â ðàçíûõ, ÷àñòî î÷åíü îòäàëåííûõ, ìåñòàõ ñòðàíû ïîáîëüøåøêîëüíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ ìàòåìàòèêîé, è íàó÷èòü èõ ñåðüåçíîçàíèìàòüñÿ, ïîìî÷ü ïîäíÿòüñÿ íà âûñîêèé óðîâåíü.Ïðèíÿòûì â Çàî÷íóþ øêîëó ïîñûëàëèñü êíèãè, íàïèñàííûåñïåöèàëüíî äëÿ íèõ, è çàäàíèÿ ïî íèì. Ó÷åíèêè, ñî ñâîåé ñòîðîíû,ðåøàëè çàäà÷è è ïðèñûëàëè â øêîëó ñâîè ðåøåíèÿ. Åñëè êòî-òîíå ñìîã ðåøèòü çàäà÷ó èëè ñäåëàë îøèáêó, åãî ëè÷íûé ó÷èòåëüïîìîãàë åìó, íî íå ïèñàë ïðîñòî ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, à äàâàëòàêèå �ïîäñêàçêè� , ÷òîáû îí ñìîã ñàìîñòîÿòåëüíî èñïðàâèòü ñâîþðàáîòó.Â êîíöå êîíöîâ áîëüøèíñòâî ó÷àùèõñÿ Çàî÷íîé øêîëû íàó÷à-þòñÿ ñïðàâëÿòüñÿ ñ çàäàíèÿìè. Ïðè ýòîì îíè ïðèâûêàþò íå �îò-áàëòûâàòüñÿ� , à ïî-íàñòîÿùåìó ðàáîòàòü: âåäü âûïîëíåíèå çàäàíèéòðåáóåò ñåðüåçíîãî òðóäà, à çà òðè ãîäà ó÷àùèåñÿ äîëæíû áûëèâûïîëíèòü 20�25 òàêèõ çàäàíèé 1).Äëÿ ðàáîòû Çàî÷íîé øêîëû î÷åíü âàæíî ïèñàòü õîðîøèå êíèæ-êè. Ïåðâûå êíèãè äëÿ Çàî÷íîé øêîëû ÿ íàïèñàë ñàì ñî ñâîèìèó÷åíèêàìè è êîëëåãàìè�îäíó èç íèõ âû äåðæèòå ñåé÷àñ â ðóêàõ.Ýòè êíèãè áûëè î÷åíü ïîïóëÿðíû è ðàçîøëèñü â ñîòíÿõ òûñÿ÷ýêçåìïëÿðîâ. Âåðîÿòíî, ïðè÷èíîé òàêîãî óñïåõà áûëî òî, ÷òî îíèáûëè ïðèãîäíû äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó÷åíèÿ è áûëè äîñòóïíûó÷àùèìñÿ.Ìû íå ðàññ÷èòûâàëè íà òî, ÷òî ó÷àùèåñÿ, êîòîðûå îêîí÷àòíàøó Çàî÷íóþ øêîëó, îáÿçàòåëüíî âûáåðóò ìàòåìàòèêó äëÿ ñâîåéáóäóùåé äåÿòåëüíîñòè. Òåì íå ìåíåå, íåçàâèñèìî îò èõ äàëü-íåéøåãî âûáîðà, ðåçóëüòàòû òàêîãî îáó÷åíèÿ îñòàíóòñÿ ñ íèìè.�ëàâíîå � ýòî áóäåò èõ ïåðâîé ïîïûòêîé ñóìåòü ñäåëàòü ÷òî-òîñàìèì, ïîëíîñòüþ ñàìîñòîÿòåëüíî.È ÿ ñ÷èòàþ, ÷òî íàäî íå ñòîëüêî ðàñòèòü ÷åìïèîíîâ, êàê â áîëü-øîì ñïîðòå, ñêîëüêî çàíèìàòüñÿ ïîâûøåíèåì îáùåé êóëüòóðû.Â ýòîì îòíîøåíèè ÿ íå ñïîðòèâíûé òðåíåð, à ñêîðåå �èçêóëüòóð-íûé âðà÷, è ñ÷èòàþ, ÷òî íàèáîëåå âàæíîé âåùüþ, êîòîðóþ ó÷àùè-åñÿ ìîãóò ïîëó÷èòü îò çàíÿòèé ìàòåìàòèêîé, ÿâëÿåòñÿ äîñòèæåíèåâûñîêîãî èíòåëëåêòóàëüíîãî óðîâíÿ¿.
1) Êàê ñåé÷àñ ðàáîòàåò ÂÇÌØ è êàê â íåå ïîñòóïèòü, âû ìîæåòå ïðî÷åñòü,íàïðèìåð, â ïîñëåäíåì íîìåðå æóðíàëà ¾Êâàíò¿ (http://kvant.m

me.ru/) çàêàæäûé ãîä.
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Ýòî áûëè âûäåðæêè èç âûñòóïëåíèÿ È.Ì.�åëü�àíäà ïåðåäó÷èòåëÿìè � ó÷àñòíèêàìè ðàáîòû Çàî÷íîé øêîëû, â êîòîðîì îíâûñêàçàë ñâîè âçãëÿäû íà öåëü ñîçäàíèÿ ÂÇÌØ è îñíîâíûåïðèíöèïû åå ðàáîòû.Äî ñèõ ïîð ìû ñòàðàåìñÿ èì ñëåäîâàòü.Ìåòîäè÷åñêàÿ êîìèññèÿìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ ÂÇÌØ
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ПредисловиеÄëÿ ÷òåíèÿ è ïîíèìàíèÿ ýòîé êíèãè íå òðåáóåòñÿ íèêàêèõ ñïåöè-àëüíûõ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû. È äàæåáîëåå òîãî: ìíîãîå èçâåñòíîå øêîëüíèêàì çäåñü îáúÿñíÿåòñÿ åùåðàç (íàïðèìåð, ïîíÿòèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ÷èñëà, ïðîñòåéøèåïðèìåðû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ è äð.).Îäíàêî êíèãà íàïèñàíà íå äëÿ ëåãêîãî ÷òåíèÿ, à äëÿ ñåðüåçíîãîèçó÷åíèÿ. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîíÿòü åå, íóæíî òåðïåëèâî ðàáîòàòü íàäòåêñòîì è, ãëàâíîå, íàä çàäà÷àìè è óïðàæíåíèÿìè, êîòîðûõ â êíèãåìíîãî.Âñå çàäà÷è, êîòîðûå äàíû â òåêñòå ñ ðåøåíèÿìè (îíè íóìåðó-þòñÿ àðàáñêèìè è ðèìñêèìè öè�ðàìè, îáîçíà÷àþùèìè ïàðàãðà�è ïîðÿäêîâûé íîìåð çàäà÷è), íóæíî îáÿçàòåëüíî ðàçîáðàòü, òàêêàê èõ ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.Áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ðèñóíêè. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ïîìîãàþòëó÷øå ïîíÿòü òåêñò, íåêîòîðûå ïîäñêàçûâàþò ðåøåíèå, ñîäåðæàòïîÿñíÿþùèå ïðèìåðû, îòâåòû ê óïðàæíåíèÿì.×òîáû îáëåã÷èòü âàì ïóòü ïî êíèãå, ìû ïîìåùàåì íà ïîëÿõ¾äîðîæíûå çíàêè¿ 1). Ïðè ÷òåíèè îáðàùàéòå íà íèõ âíèìàíèå.Çíàêîì ¾Ñòîÿíêà¿ îòìå÷åíû ìåñòà, ñîäåðæàùèå ñâå-äåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî: îïðåäå-ëåíèÿ, �îðìóëû è ò. ä. Îêîëî òàêîãî çíàêà íàäî îñòàíî-P âèòüñÿ, ïðî÷èòàòü ýòî ìåñòî íåñêîëüêî ðàç è îáÿçàòåëüíîçàïîìíèòü.Çíàê ¾Êðóòîé ïîäúåì¿ ñòîèò òàì, ãäå ñîäåðæèòñÿáîëåå òðóäíûé ìàòåðèàë. Åñëè ýòî ìåëêèé øðè�ò, òî ïðèïåðâîì ÷òåíèè ýòî ìåñòî ìîæíî ïðîïóñòèòü.Îñîáåííî âíèìàòåëüíû áóäüòå îêîëî çíàêà ¾Îïàñíûéïîâîðîò¿. ×àñòî îí ñòîèò íà òàêîì ìåñòå, ãäå íà ïåðâûéâçãëÿä âñå êàæåòñÿ ëåãêèì è ïðîñòûì. Îäíàêî åñëè çäåñüêàê ñëåäóåò íå ðàçîáðàòüñÿ, ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ñåðüåç-íûì îøèáêàì â äàëüíåéøåì.Êðîìå ¾äîðîæíûõ çíàêîâ¿, åñòü åùå äâà çíà÷êà. Îäèí � çíàê¾⊠¿� ñòîèò îêîëî çàäà÷, ê êîòîðûì åñòü îòâåòû, ïîäñêàçêè è ò. ï.â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäåëå â êîíöå êíèãè. Äðóãîé çíàê�⊕ ñ íîìå-ðîì (íàïðèìåð, ⊕7)� îçíà÷àåò, ÷òî ê ýòîìó ìåñòó òåêñòà èìåþòñÿïðèìå÷àíèÿ èëè äîïîëíåíèÿ â ðàçäåëå ¾Äîïîëíåíèÿ, ïðèìå÷àíèÿ
1) ¾Äîðîæíûå çíàêè¿ ïðåäëîæèë ðåäàêòîð ïåðâîãî èçäàíèÿ êíèãè ïðî�åñ-ñîð Ì�Ó Á.Â.Øàáàò.
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è êîììåíòàðèè¿, à ÷èñëî ðÿäîì � ýòî ïîðÿäêîâûé íîìåð ýòîãîìàòåðèàëà â ðàçäåëå.Æåëàåì âàì óñïåøíûõ çàíÿòèé!
Предисловие к шестому изданиюÏðåäûäóùåå èçäàíèå ¾Ìåòîäà êîîðäèíàò¿ âûøëî â 1973 ã.Ñ òåõ ïîð ñèëüíî èçìåíèëèñü óñëîâèÿ îáó÷åíèÿ â Çàî÷íîé øêîëå,ðàñøèðèëñÿ êðóã ÷èòàòåëåé êíèãè. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íîâîå èçäàíèåáûëè âíåñåíû äîâîëüíî îáúåìíûå äîïîëíåíèÿ.Â ãëàâó I áûë âêëþ÷åí íàïèñàííûé ïî óêàçàíèþ È.Ì.�åëü-�àíäà ïàðàãðà� î äåëåíèè îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè. Ýòîòïàðàãðà� îòìå÷åí çâåçäî÷êîé êàê äîïîëíèòåëüíûé.Â ãëàâå II ðàñøèðåí ïàðàãðà� î ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (â ÷àñòíî-ñòè, ðàññìîòðåí âîïðîñ î ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ, ÷òî ñäåëàëîâîçìîæíûì áîëåå äîñòóïíîå èçëîæåíèå ïàðàãðà�à 10). Äîïîëíè-òåëüíûé ïàðàãðà� 11 (î äðóãèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò) ðàñøèðåí,â îñíîâíîì çà ñ÷åò çàäà÷ (â ïðåäûäóùèõ èçäàíèÿõ èõ íå áûëîñîâñåì).Â ãëàâó III âêëþ÷åí ìàòåðèàë î ïðÿìûõ è ïëîñêîñòÿõ â ïðî-ñòðàíñòâå (÷àñòè÷íî ýòîò ìàòåðèàë îòìå÷åí êàê äîïîëíèòåëüíûé).Òåêñò ãëàâû IV èçìåíåí òîëüêî çà ñ÷åò ìåëêèõ ðåäàêöèîííûõïîïðàâîê. Ñïèñîê çàäà÷, âêëþ÷åííûõ â åå òåêñò, íå èçìåíèëñÿ.Â öåëîì â êíèãå çíà÷èòåëüíî óâåëè÷åíî ÷èñëî çàäà÷. ×òîáûíå ïåðåãðóæàòü îñíîâíîé òåêñò, íåêîòîðîå ÷èñëî èõ ïåðåíåñåíîâ îòäåëüíûé ïàðàãðà� (� 20 ¾�àçíûå çàäà÷è¿).Äîáàâëåíû òàêæå ðàçäåëû ¾Äîïîëíåíèÿ, ïðèìå÷àíèÿ è êîììåí-òàðèè¿ è, íàêîíåö, ¾Îòâåòû, ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ¿.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îñíîâíîé öåëüþ ïåðåðàáîòêè è äîïîëíå-íèÿ êíèãè ÿâëÿëîñü ïðèâåäåíèå åå â ñîîòâåòñòâèå èçìåíèâøèìñÿ çà40 ëåò ïîòðåáíîñòÿì Çàî÷íîé øêîëû. Ïîýòîìó, à ãëàâíîå, ïîòîìó,÷òî â ýòîé ðàáîòå, ê ñîæàëåíèþ, íå ïðèíèìàëè ó÷àñòèå È.Ì.�åëü-�àíä è À.À.Êèðèëëîâ, êíèãà ïîòåðÿëà â êîìïàêòíîñòè, ñòðîéíî-ñòè, èçÿùíîñòè, êîòîðûå âñåãäà îòìå÷àëè ÷èòàòåëè ïðåäûäóùèõèçäàíèé. Âèíà çà ýòî è çà äðóãèå íåäîñòàòêè ëåæèò, áåçóñëîâíî, íàìíå, è ÿ áóäó î÷åíü áëàãîäàðíà çà âñå çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ,êîòîðûå âûñêàæóò ÷èòàòåëè.Ïîëüçóþñü ñëó÷àåì ïîáëàãîäàðèòü Å.Ì.�àááîòà, Í.Å.Ñîõîð èÀ.Ìàðà÷åâà, êîòîðûå ïîìîãëè ìíå ïîäãîòîâèòü ýòî èçäàíèå.Å. �. �ëàãîëåâà
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ВступлениеÌåòîä êîîðäèíàò� ýòî ñïîñîá ïåðåâîäà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáðàçîââ �îðìóëû (òîãäà êàê â äðóãîì âûïóñêå ñåðèè�¾Ôóíêöèè è ãðà-�èêè¿�ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê ïåðåâîäèòü �îðìóëû â ðèñóíêè).Ýòîò ìåòîä áûë ïðèäóìàí âûäàþùèìñÿ �ðàíöóçñêèì �èëî-ñî�îì è ìàòåìàòèêîì �åíå Äåêàðòîì áîëåå 350 ëåò íàçàä. Ýòîáûëî âåëèêîå îòêðûòèå, îêàçàâøåå îãðîìíîå âëèÿíèå íå òîëüêî íàìàòåìàòèêó, íî è íà äðóãèå íàóêè. Â íàøè äíè ìåòîä êîîðäèíàòèñïîëüçóåòñÿ ïîâñåìåñòíî. Íàïðèìåð, â êîìïüþòåðå èëè òåëåâèçîðåïðè ïåðåäà÷å ðèñóíêà èç îäíîãî ìåñòà â äðóãîå èñïîëüçóåòñÿïðåîáðàçîâàíèå âèçóàëüíîé èí�îðìàöèè â öè�ðîâóþ è íàîáîðîò.Ïðåæäå âñåãî ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ìåòîäîì êîîðäèíàò êàê ñîñïîñîáîì îïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå òî÷êè èëè �èãóðû ñ ïîìîùüþ÷èñåë èëè êàêèõ-íèáóäü ñèìâîëîâ.×èñëà, çàäàþùèå ïîëîæåíèå òî÷êè, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìèòî÷êè.Õîðîøî èçâåñòíûå âàì ãåîãðà�è÷åñêèå êîîðäèíàòû ïîçâîëÿþòíàéòè ïîëîæåíèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè� êàæäàÿ òî÷êà íàçåìíîé ïîâåðõíîñòè èìååò äâå êîîðäèíàòû: øèðîòó è äîëãîòó.×òîáû îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå, íóæíû óæåíå äâà ÷èñëà, à òðè. Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè ïîëîæåíèå ñïóòíèêà,íóæíî çíàòü åãî âûñîòó íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè, à òàêæå øèðîòóè äîëãîòó òî÷êè, íàä êîòîðîé îí íàõîäèòñÿ.Åñëè æå èçâåñòíà òðàåêòîðèÿ ñïóòíèêà, ò. å. ëèíèÿ, ïî êîòîðîéîí äâèæåòñÿ, òî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ñïóòíèêà íà ýòîéëèíèè, äîñòàòî÷íî óêàçàòü îäíî ÷èñëî, íàïðèìåð ðàññòîÿíèå, ïðîé-äåííîå ñïóòíèêîì îò íåêîòîðîé òî÷êè òðàåêòîðèè.Òî÷íî òàê æå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ëèíèèæåëåçíîé äîðîãè óêàçûâàþò íîìåð êèëîìåòðîâîãî ñòîëáà. Ýòîòíîìåð è ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé òî÷êè íà æåëåçíîäîðîæíîé ëèíèè.Íàïðèìåð, â íàçâàíèè ¾Ïëàò�îðìà 42-é êèëîìåòð¿ ÷èñëî 42�ýòîêîîðäèíàòà ñòàíöèè.Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî ëèíèÿ èìååò îäíî èçìåðåíèå, ïîâåðõíîñòü�äâà èçìåðåíèÿ, à ïðîñòðàíñòâî � òðè. Ïðè ýòîì ïîä ÷èñëîì èç-ìåðåíèé ëèíèè, ïîâåðõíîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà ïîíèìàþò ÷èñëîêîîðäèíàò, îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå òî÷êè íà íèõ.Ñâîåîáðàçíûå êîîðäèíàòû èñïîëüçóþòñÿ â øàõìàòàõ, ãäå ïîëî-æåíèå �èãóðû íà äîñêå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ áóêâû è ÷èñëà.Âåðòèêàëüíûå ðÿäû êëåòîê îáîçíà÷àþòñÿ áóêâàìè ëàòèíñêîãî àë-
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8 0Z0Z0Z0Z7 Z0Z0Z0Z06 0Z0Z0Z0Z5 Z0Z0Z0Z04 PZpZ0Z0Z3 Z0Z0Z0Z02 0Z0Z0Z0Z1 Z0Z0Z0Z0a b 
 d e f g h
�àâèòà, ãîðèçîíòàëüíûå ðÿäû � öè�ðà-ìè. Êàæäîé êëåòêå äîñêè ñîîòâåòñòâóåòáóêâà, óêàçûâàþùàÿ âåðòèêàëüíûé ðÿä,â êîòîðîì ñòîèò êëåòêà, è öè�ðà, óêàçû-âàþùàÿ ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä. Íà íàøåìðèñóíêå áåëàÿ ïåøêà ñòîèò íà êëåòêå a4,÷åðíàÿ � íà 
4. Òàêèì îáðàçîì, a4 ìîæ-íî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè áåëîé ïåøêè,
4�êîîðäèíàòàìè ÷åðíîé.Ïðèìåíåíèå êîîðäèíàò â øàõìàòàõ ïîç-âîëÿåò èãðàòü â øàõìàòû ïî ïåðåïèñêå.×òîáû ñîîáùèòü õîä, íå íóæíî ðèñîâàòü äîñêó è ðàñïîëîæåíèå�èãóð. Äîñòàòî÷íî, íàïðèìåð, ñêàçàòü: ¾�ðîññìåéñòåð ñûãðàëe2�e4¿, è âñåì óæå èçâåñòíî, êàê íà÷àòà ïàðòèÿ.Êîîðäèíàòû, ïðèìåíÿåìûå â ìàòåìàòèêå, ïîçâîëÿþò îïðåäå-ëèòü ñ ïîìîùüþ ÷èñåë ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà,èëè ïëîñêîñòè, èëè ëèíèè. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ¾øè�ðîâàòü¿ðàçëè÷íîãî ðîäà �èãóðû, çàïèñûâàòü èõ ïðè ïîìîùè ÷èñåë.Îñîáåííî âàæåí ìåòîä êîîðäèíàò òåì, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïðèìå-íÿòü ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ìàøèíû íå òîëüêî ê ðàçëè÷íîãîðîäà ðàñ÷åòàì, íî è ê ðåøåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷, ê èññëåäî-âàíèþ ëþáûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ñîîòíîøåíèé.
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Глава I. Координаты

на прямойÇíàêîìñòâî ñ êîîðäèíàòàìè ìû íà÷íåìñ ðàçáîðà ñàìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ: ñ îïðå-äåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà ïðÿìîé.� 1. ×èñëîâàÿ îñü×òîáû ìîæíî áûëî îïðåäåëÿòü ïîëîæå-íèå òî÷êè íà ïðÿìîé, íà ýòîé ïðÿìîé çàäà-þò ñèñòåìó êîîðäèíàò: âûáèðàþò íà÷àëîîòñ÷åòà �íåêîòîðóþ òî÷êó (íà ðèñ. 1.1 �òî÷êà O), íàïðàâëåíèå, êîòîðîå áóäåò ñ÷è-−2 −1

O
0

1
E 2

3
4

M(31/2)

e=1

O E

Рис. 1.1

òàòüñÿ ïîëîæèòåëüíûì (íà ðèñ. 1.1 óêàçàíîñòðåëêîé íà ïðÿìîé), è åäèíèöó èçìåðåíèÿ(îòðåçîê OE íà ðèñ. 1.1).Ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé óêàçàíû íà÷àëî êî-îðäèíàò, åäèíèöà èçìåðåíèÿ è ïîëîæèòåëü-
P íîå íàïðàâëåíèå, íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîéïðÿìîé èëè ÷èñëîâîé îñüþ.
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Êàê ïðàâèëî, êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ ðàñ-ïîëàãàþò ãîðèçîíòàëüíî è ïîëîæèòåëüíûìñ÷èòàþò íàïðàâëåíèå ñëåâà íàïðàâî.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè íà÷èñëîâîé îñè äîñòàòî÷íî íàçâàòü îäíî ÷èñëî,íàïðèìåð +2. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ñîîò-âåòñòâóþùàÿ òî÷êà N ëåæèò íà ðàññòîÿíèè
2 åäèíèö îò íà÷àëà êîîðäèíàò â ïîëîæè-òåëüíîì íàïðàâëåíèè. Åñëè ìû óêàæåì îò-ðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íàïðèìåð −5, òî ñîîò-âåòñòâóþùàÿ òî÷êà M áóäåò ëåæàòü íà ðàñ-ñòîÿíèè ïÿòè åäèíèö îò íà÷àëà êîîðäèíàòâ îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ðèñ. 1.2).

b=
?

M(−5)

P (b)

N(+2)

O

eÍàðèñóéòåòî÷êó A(−3)

Рис. 1.2×èñëî, îïðåäåëÿþùåå ïîëîæåíèå òî÷êèíà ÷èñëîâîé îñè, íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòîéòî÷êè íà ýòîé îñè.Êîîðäèíàòà òî÷êè íà ÷èñëîâîé îñè ðàâ-íà ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîð-äèíàò, âûðàæåííîìó â âûáðàííûõ åäèíè- Pöàõ è âçÿòîìó ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè òî÷êàëåæèò â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíà÷àëà, è ñî çíàêîì ìèíóñ â ïðîòèâíîìñëó÷àå. Êîîðäèíàòà íà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷-êè O) ðàâíà íóëþ.Óïîòðåáëÿþò îáîçíà÷åíèÿ M (−5),
K(2,5), P (b) è ò. ä. Ïåðâîå èç íèõ îáîçíà-÷àåò òî÷êó M ñ êîîðäèíàòîé ìèíóñ ïÿòü,âòîðîå � òî÷êó K ñ êîîðäèíàòîé 2,5, òðå-òüå � òî÷êó P ñ êîîðäèíàòîé b. ×àñòî ãî-âîðÿò êîðîòêî: ¾òî÷êà ìèíóñ ïÿòü¿, ¾òî÷-êà b¿ è ò. ä.Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè ñîîò-âåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïðÿìîé ëèíèèè ÷èñëàìè. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êàæ-äîé òî÷êå ïðÿìîé ñîîòâåòñòâóåò îäíî îïðå-äåëåííîå ÷èñëî � åå êîîðäèíàòà, è êàæ-äîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóåò îäíîé îïðåäåëåí-íîé òî÷êå. Òàêîå ñîîòâåòñòâèå íàçûâàåòñÿâçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

На первый взгляд это кажется совсем про-
стым — установить взаимно однозначное соответ-
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ствие между точками прямой и числами. Однако,
когда математики задумались над этим, то оказа-
лось, что для выяснения точного смысла слов, вхо-
дящих в эту фразу, нужно создать большую и
сложную теорию. Так, сразу же возникают два
«простых» вопроса, на которые следует ответить:
что такое число и что следует понимать под точкой?

Эти вопросы относятся к так называемым
основаниям геометрии и к аксиоматике чисел.⊕1 Óñòàíîâëåííîå ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò ñî-îòâåòñòâèå ìåæäó ÷èñëàìè è òî÷êàìè ïîç-âîëÿåò âèäåòü çà ÷èñëîâûìè ñîîòíîøåíèÿ-ìè ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû è íàîáîðîò.Ïðîâåðüòå ñåáÿ: åñëè âû âñå ïðàâèëüíîïîíÿëè, òî áåç òðóäà ñïðàâèòåñü ñ ýòèìèóïðàæíåíèÿìè. Åñëè æå óïðàæíåíèÿ ó âàñíå ïîëó÷àþòñÿ, ýòî çíà÷èò, ÷òî âû ÷òî-òîïðîïóñòèëè èëè ÷òî-òî îñòàëîñü íåÿñíûì.Òîãäà âåðíèòåñü è ïåðå÷èòàéòå ýòîò òåêñò.Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû óïðàæ-íåíèé íå íóæíû íèêàêèå ïðàâèëà è �îðìó-ëû. Ñòàðàéòåñü âûïîëíÿòü èõ, êàê ìîæíî÷àùå îáðàùàÿñü ê íàãëÿäíîìó îáðàçó ÷èñ-ëîâîé ïðÿìîé.

1-1. Отметьте на числовой оси точки A(−2),

B
(

13

3

)

, C(0).

1-2. Некоторая точка K находится от точки
M(2) на расстоянии трех единиц. Чему равна
координата этой точки K? ⊠ 1)

1-3. Чему равны расстояния между точками:
а) P (5) и Q(3); б) S(−5) и R(−3); в) P (5)

и R(−3); г) Q(3) и S(−5)?
1-4. Нарисуйте на числовой оси точки A(−5)

и B(7). Найдите координату середины отрез-
ка AB.

1-5. Не рисуя точек на числовой оси, скажите,
какая из двух точек правее:

a) A(3) или B(−4)?

1) Íàïîìèíàåì, ÷òî çíà÷îê ⊠ îçíà÷àåò, ÷òîê ýòîìó óïðàæíåíèþ èìååòñÿ îòâåò (èëè çàìå-÷àíèå, ïîäñêàçêà è ïðî÷.) â ðàçäåëå ¾Îòâåòû,çàìå÷àíèÿ...¿ � ñì. ñ. 171.
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б) A(3) или C(4)?
в) D(−3) или C(4)?
г) D(−3) или B(−4)?
д) U(−3,5) или V (−4)?

е) M
(

1
1

9

)

или N
(

1
1

8

)

?

ж) L(0,1001) или K(0,0999)?

з) P
(

10

9

)

или Q
(

11

10

)

? ⊠

и) R
(

1001

1002

)

или S
(

1002

1003

)

?Ñëåäóþùàÿ ïîðöèÿ óïðàæíåíèé � ÷óòüïîñëîæíåå, ïîòîìó ÷òî èõ óñëîâèÿ ñîäåð-æàò íå òîëüêî ÷èñëîâûå, íî è áóêâåííûåäàííûå, ò. å. ïàðàìåòðû. Ïðè ðåøåíèè òà-êèõ çàäà÷ â ñëó÷àå çàòðóäíåíèé ïîëåçíîèñïîëüçîâàòü ïðèìåðû, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòîáóêâ ðàçëè÷íûå ÷èñëà: ïîëîæèòåëüíûå, îò-ðèöàòåëüíûå, áîëüøèå åäèíèöû, ìåíüøèååäèíèöû è ò. ä. (íå çàáûâàéòå ïðî íóëü!).Íàïðèìåð, âîçüìåì òàêîé âîïðîñ: êàêàÿèç äâóõ òî÷åê ïðàâåå: A(a) èëè B(−a)?Îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñäàòü íåëüçÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðè-ìåð, a = 3, òî A ïðàâåå B. À ÷òî áóäåò,åñëè a = −3? Âåäü òîãäà ïîëó÷àòñÿ òàêèåäâå òî÷êè: A(−3) è B(−(−3)), ò. å. B(+3),è B(+3) îêàæåòñÿ ïðàâåå A(−3)! À åñëè
a = 0?Êàê îòâå÷àòü íà òàêèå âîïðîñû, ïîêà-çàíî â ¾Îòâåòàõ¿ íà ïðèìåðå óïðàæíåíèÿ1-6, à).

1-6. Подумайте, какая из двух точек правее:
а) M(x) или N(2x); ⊠

б) A(c) или B(c + 2);
в) A(x) или B(x2);
г) A(x) или B(x − a);
д) A(x) или B(−3x);
е) A(x + a) или B(x + 2a).
1-7. Множества точек числовой прямой зада-

ются следующими соотношениями:
а) x < 2; б) x 6 5;
в) 2 < x < 5; г) −3 6 x;
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P (−5) P ′(?)

Рис. 1.3

A(a)A′(?)

bÑäâèã îòðèöà-òåëåí (b<0) !

á) A(a) A′(?)

bÑäâèã ïîëîæè-òåëåí (b>0)!

a)
Рис. 1.4

O

M
(−7)

7

|−7|=7,ò. å. |−7|=−(−7)

á)O

A(5)

5

|5|=5

à)
Рис. 2.1

д) −5 < x 6 1; ⊠ е) x − 3 < 5;
ж) x2 > 4; з) 1 > x2.
1) Отметьте на числовой прямой эти множе-

ства.
2) Опишите их.Â çàäà÷å 1-7 òðåáîâàëîñü ¾ïåðåâåñòè¿àëãåáðàè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ â ãåîìåòðè÷å-ñêèå îáðàçû, ò. å. ïåðåéòè ñ ÿçûêà ÷èñåë íàãåîìåòðè÷åñêèé. Òåïåðü ðåøèòå îáðàòíóþçàäà÷ó: ¾ñëîâåñíî-ãåîìåòðè÷åñêîå¿ îïèñà-íèå ìíîæåñòâ çàìåíèòå àëãåáðàè÷åñêèìèñîîòíîøåíèÿìè.
1-8. На прямой взяты точки A(3) и B(−5).
1) Придумайте соотношения, определяющие

множества точек а)—е):
а) луч AB, включая начало;
б) луч BA, исключая начало;
в) луч, дополнительный к лучу AB;
г) отрезок AB, включая концы;
д) отрезок AB без концов;
е) отрезок AB без левого конца.
2) Изобразите эти множества на числовой оси.
1-9. Точка M(2) сдвинулась по оси на −3,

т. е. на 3 единицы в отрицательном направлении.
Какой стала координата точки M?

1-10. Точка P (−5) сдвинулась на +3, т. е. на
три единицы в положительном направлении. Ка-
кой стала координата точки P (рис. 1.3)?

1-11. Точка A′ получена из точки A(a) сдви-
гом на b, см. рис. 1.4, а) и б).

1) Какова координата точки A′?
2) Чему равняется расстояние между A и A′?� 2. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëàÇíàÿ êîîðäèíàòó òî÷êè, ìîæíî ëåãêîîïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äîíà÷àëà êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå îòòî÷êè A(5) äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî 5;ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M (−7) äî íà÷àëà êî-îðäèíàò ðàâíî −(−7), ò. å. +7 (ðèñ. 2.1).
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�àññòîÿíèå ìåæäó êàêèìè-ëèáî äâóìÿòî÷êàìè èíîãäà îáîçíà÷àþò ãðå÷åñêîé áóê-âîé ρ (¾ðî¿). Íàïðèìåð, ρ(A; B)� ðàññòî-ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B; ρ(O; M ) �ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè O è M , è ò. ä.Â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êè A è B ðàçëè÷íû,ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè � ýòî âñå ðàâíî÷òî äëèíà îòðåçêà AB. Ïîýòîìó íàðÿäóñ îáîçíà÷åíèåì ρ(A; B) óïîòðåáëÿþò è îáî-çíà÷åíèå |AB|.�àññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè Mè N , êàê è äëèíà îòðåçêà MN , âûðàæàåòñÿïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Â êðàéíåì ñëó÷àå,êîãäà òî÷êè M è N ñëèâàþòñÿ â îäíó è îò-ðåçîê ïðåâðàùàåòñÿ â òî÷êó (ìàòåìàòèêèîáû÷íî ãîâîðÿò ¾âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó¿),ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ðàâíî íóëþ.Ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü îáùåå ïðàâèëî äëÿíàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M (a) äîíà÷àëà êîîðäèíàò O, ò. å. ðåøèì òàêóþ çà-äà÷ó.Ç à ä à ÷ à 2-I. ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèåîò òî÷êè M äî íà÷àëà êîîðäèíàò, åñëèêîîðäèíàòà òî÷êè M ðàâíà a?� å ø å í è å. Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå êî-îðäèíàòû òî÷êè íà ïðÿìîé.Êîîðäèíàòà òî÷êè íà ÷èñëîâîé îñè ðàâ-íà ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîð-äèíàò, åñëè òî÷êà ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîìíàïðàâëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò O, è ðàñ-ñòîÿíèþ îò òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäèíàò O,âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè òî÷êà ëåæèòâ îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Êîîðäèíàòàíà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷êè O) ðàâíà íóëþ.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî:
• åñëè a�ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî ðàññòî-ÿíèå îò òî÷êè M (a) äî íà÷àëà êîîðäèíàòðàâíî a, ò. å. êîîðäèíàòå ýòîé òî÷êè;
• åñëè a� îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî, ÷òîáûíàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M (a) äî íà÷à-ëà êîîðäèíàò, íàäî ó î ò ð è ö à ò å ë ü í î é
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êîîðäèíàòû a ïîìåíÿòü çíàê, è ìû ïîëó÷èìï î ë î æ è ò å ë ü í î å ÷èñëî −a;
• åñëè æå a ðàâíî íóëþ, ò. å. òî÷êà M ñîâïà-äàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî ðàññòîÿíèå îòòî÷êè M äî íà÷àëà êîîðäèíàò ðàâíî íóëþ.Ïîëó÷àåì, ÷òî

ρ(O; M ) = |OM | =







a ïðè a > 0,

−a ïðè a < 0,

0 ïðè a = 0.Ñðàâíèì ýòîò ðåçóëüòàò ñ èçâåñòíûìâàì îïðåäåëåíèåì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû,èëè ìîäóëÿ, ÷èñëà a:
|a| =







a ïðè a > 0,

−a ïðè a < 0,

0 ïðè a = 0.Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü îòâåò ê íà-øåé çàäà÷å.Î ò â å ò. �àññòîÿíèå |OM | îò òî÷êè M (a)äî íà÷àëà êîîðäèíàò O ðàâíî ìîäóëþ ÷èñ-ëà a�êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè M :
ρ(O; M ) = |OM | = |a|,ãäå a�êîîðäèíàòà òî÷êè M .Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä.

P Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà |a| ãåîìåò-ðè÷åñêè ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíà êàê ðàñ-ñòîÿíèå îò òî÷êè M ñ êîîðäèíàòîé a äîíà÷àëà êîîðäèíàò.Ïåðåéäåì ê óïðàæíåíèÿì.Ïåðâóþ ñåðèþ óïðàæíåíèé ìîæíî âû-ïîëíèòü â óìå. Ñàìîå âàæíîå ïðè ýòîì �ïîìíèòü, ÷òî ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ìîæåòñòîÿòü ëþáîå ÷èñëî (ïîëîæèòåëüíîå, îòðè-öàòåëüíîå, íóëü), íî âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõñàì ìîäóëü�÷èñëî íåîòðèöàòåëüíîå.
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