
.

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ
ПЯТИМИНУТКИ



УДК 51(079)
ББК 22.1

Б48

Берендс Э.
Б48 Математические пятиминутки / Э. Берендс ; пер. с нем. —

5-е изд., электрон. — М. : Лаборатория знаний, 2020. — 379 с. —
Систем. требования: Adobe Reader XI ; экран 10". — Загл.
с титул. экрана. — Текст : электронный.

ISBN 978-5-00101-903-9
Книга представляет собой перевод широко известной зарубеж-

ному читателю книги для математического досуга. Ее автор —
профессор математики Берлинского университета, блистательный
популяризатор науки. В основу книги легли более 100 эссе, которые
Э. Берендс публиковал в своей рубрике в газете «ДиВельт». Русское
издание представляет собой перевод 3-го немецкого издания, в кото-
ром исправлены замеченные опечатки.

Книга написана живым и доступным языком, сложные матема-
тические факты излагаются под неожиданным углом зрения, при
этом их научная составляющая не нарушается. Приводятся мно-
гочисленные исторические факты. Книга богато иллюстрирована.
Автор поставил своей целью уверить читателя, что математика
не сухой и нудный предмет, а, напротив, она полна очарования
и достойна восхищения.

Книга адресована широкому кругу читателей, всем, кто готов
занять свой досуг захватывающим и познавательным чтением.

УДК 51(079)
ББК 22.1

Деривативное издание на основе печатного аналога: Мате-
матические пятиминутки / Э. Берендс ; пер. с нем. — 3-е изд., испр.
и доп. — М. : БИНОМ. Лаборатория знаний, 2015. — 376 с. : ил. —
ISBN 978-5-9963-1735-6.

В соответствии со ст. 1299 и 1301 ГК РФ при устранении
ограничений, установленных техническими средствами защиты
авторских прав, правообладатель вправе требовать от наруши-

теля возмещения убытков или выплаты компенсации

ISBN 978-5-00101-903-9

Перевод немецкого издания
Fünf Minuten Mathematik
автора Ehrhard Behrends,
опубликованного издательством
Springer Spektrum

c○ Springer Fachmedien Wiesbaden
2006, 2008, 2013
Springer Fachmedien Wiesbaden is
a part of Springer Science+Business
Media
All Rights Reserved

c○ Лаборатория знаний, 2015

4



Глава 1

ГОСПОЖА УДАЧА

Представьте себе, что вы живете в большом городе, таком как
Берлин или Гамбург. Вы едете в автобусе и замечаете, что
один пассажир вышел, забыв зонтик. Вы берете его и соби-
раетесь, вернувшись домой, набрать случайный телефонный
номер: вдруг повезет и трубку возьмет хозяин зонтика?

Это, конечно же, надуманная исто-
рия, и в реальной жизни такой план
осмеяли бы как совершенно наивный.
Но не смейтесь раньше времени: мил-
лионы наших сограждан каждую суббо-
ту отмечают числа в лотерейном биле-
те с надеждой угадать правильные, хо-
тя вероятность успеха при этом состав-
ляет только 1/13 983 816. Шансы при
этом еще меньше, чем отыскать хозяи-
на зонтика, действуя согласно описан-
ному плану: ведь случайных последова-
тельностей из семи цифр «всего лишь»
десять миллионов.

Многие участники лотереи вообража-
ют, будто они могут обмануть удачу, вы-
бирая числа, которые редко выпадали
в прошлом. Это бессмысленная страте-
гия: у случайности нет памяти. Даже
если, например, числа 13 не было дав-
но, шансы на его выпадение такие же,
как и у других чисел. Некоторые участники разрабатывают
собственные хитроумные системы, чтобы победить случай,
но все такие попытки — только напрасная трата сил. Уже
несколько десятилетий тому назад было доказано, что ни
одна система не может обмануть госпожу удачу.

Напоследок хочется сказать хоть что-то позитивное.
Кое-что участник лотереи все же может предпринять,
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а именно, он может выбрать такую комбинацию чисел, ко-
торую вряд ли выберут большинство игроков. Тогда, если
уж он каким-то чудом победит, ему скорее всего не придет-
ся делить выигрыш со многими. Однако сказать легче, чем
сделать. В последнее время поразительно много участников
выбирают числа, расположенные на карточке «крестиком».

В математике нет ни одной формулы, позволяющей вы-
разить сладкое чувство предвкушения грядущих планов
на то, как поступать с баснословным выигрышем. Удачи!

ПОЧЕМУ ИМЕННО 13 983 816?

Как же математики вычислили точ-
ное число 13 983 816 всех возмож-
ных комбинаций в лотерее? Вы-
берем два числа, обозначим их n

и k и предположим, что n боль-
ше k. Сколько различных k-элемент-
ных подмножеств содержится в мно-
жестве из n объектов?

Хотя на первый взгляд эта задача
кажется математически абстрактной,
она имеет непосредственное отноше-
ние к вопросу о лотерее, потому что,

заполняя лотерейный билет, вы выбираете 6 чисел из 1,
2, 3, ..., 49, так что в этом случае n = 49, k = 6.

В жизни мы сталкиваемся и с другими примерами.

• При n = 32 и k = 10 речь идет о числе возможных
раскладов в преферансе.

• В совещании приняли участие 14 человек, и, про-
щаясь, все пожали друг другу руки. Сколько всего
было при этом рукопожатий? Здесь n = 14 и k = 2.

А теперь вернемся к общей задаче. Ее ответ выражается
формулой, числитель которой равен n · (n− 1) · · · (n− k + 1),
а знаменатель равен 1 · 2 · · · k. Неискушенному читателю
числитель может показаться несколько устрашающим, но
это просто произведение k целых чисел, из которых пер-
вое n, а каждое следующее на 1 меньше предыдущего.
(Тот, кто хочет узнать, как появилась эта формула, может
обратиться к гл. 29.)
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В наших примерах получаются такие результаты:
• В задаче о лотерее нужно разделить 49·48·47·46·45·44

на 1 ·2 ·3 ·4 ·5 ·6. Так и появилось число 13 983 816.
• В задаче о числе раскладов в преферансе полу-

чается частное чисел 32·31·30·29·28·27·26·25·24·23
и 1·2·3·4·5·6·7·8·9·10, т. е. всего в преферансе воз-
можно 64 512 240 раскладов. (Если учитывать раскла-
ды для всех игроков и их очередность, то это число
существенно возрастет.)

• Задачу о рукопожатиях можно решить в уме: 14·13,
деленное на 1·2, даст 91.

КОЛОДА КАРТ ВЫШИНОЙ
ПОЧТИ В ЧЕТЫРЕ С ПОЛОВИНОЙ КИЛОМЕТРА

Осознать ничтожность шансов на лотерейный выигрыш по-
могает не только идея набирать наугад телефонный номер
незнакомца. Есть и другие наглядные аналоги.1)

Вспомним, что толщина колоды карт составляет около
одного сантиметра. Чтобы собрать вместе 13 983 816 карт,
потребуется приблизительно 437 000 колод. Если их сло-
жить в одну стопку, ее высота окажется примерно 4,37 км.
Теперь предположим, что ровно одна из этих карт отмечена.
Шансы выбрать эту карту наугад из четырехкилометровой
колоды такие же, как шансы выиграть в лотерею.

ЛОТЕРЕИ В ИТАЛИИ

В лотерею играют почти в каждой стране, но правила очень
различаются. В качестве примера сошлемся на лотерею
в Италии. Там действуют две разновидности. В «обычном»
варианте следует отметить крестиком 2, 3, 4 и 5 позиций
в поле из 90 номеров. Разыгрываются 5 номеров, а прибыль
зависит от того, сколько позиций вы отметили правильно.
Если вы выбрали вариант с 5 крестиками, анализ похож на
анализ в немецкой лотерее, только на этот раз надо выбрать
«5» из «90», т. е. это 90 ·89 · . . . ·86/1 ·2 · . . . ·5 = 43 949 268
возможностей, а вероятность угадать эту пятерку состав-

1)Еще одну иллюстрацию этой малой вероятности можно найти
в гл. 83.
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ляет 1/43 949 268, что значительно ниже аналогичной ве-
роятности в нашей лотерее.

А еще есть «Суперлотерея», которая является разновид-
ностью «6» из «90». В ней 622 614 630 миллионов возмож-
ностей выбора шести позиций, соответственно вероятность
сверхприбыли — совсем крошечная.

Примечательно также, что существуют разные лоте-
реи — как и в Германии, — которые должны быть отнесены
к категории наименьшей вероятности выигрыша в случае
выпадения джекпота. Поэтому можно набрать много вари-
антов, но только один из 6 правильных ответов приведет
к весьма ощутимой выплате (около 100 млн евро). Иначе
все автобусные караваны из соседних стран хлынули бы
к итальянским лотерейным киоскам.

ФИЛЬМ НА ТЕМУ «ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫЙ РОСТ»

2008 год был объявлен в Германии Годом математики. По это-
му поводу в Берлине прошла большая выставка «Mathema»
в музее технологий. Там был также представлен экспонат
в виде параболы из зерен риса и сделан фильм, который
демонстрировал бесконечный рост: сколько же зерен риса
понадобится? Вы найдете этот фильм в YouTube:

http://www.youtube.com/watch?v=KA-gN1h15Ko

или непосредственно с помощью следующего QR-кода:

http://www.youtube.com/watch?v=KA-gN1h15Ko


Глава 2

ВОЛШЕБНАЯ МАТЕМАТИКА:
ТЫСЯЧА И ОДНО ВОЛШЕБСТВО

Я предлагаю поиграть в «угадайку». Задумайте трехзначное
число и запишите его два раза подряд. Например, если вы
задумали 761, запишите 761 761. Игра начинается с того,
что вы делите полученное шестизначное число на 7. Остаток
от этого деления и становится вашим счастливым числом.
Оно может быть равным только 0, 1, 2, 3, 4, 5, или 6,
поскольку других остатков при делении на 7 не бывает. Те-
перь запишите ваше исходное число и остаток на открытке
и отправьте в редакцию газеты Die Welt. Редактору нужно
ваше счастливое число, чтобы именно столько банкнот в 100
евро выслать вам почтовым переводом.

Если вам не повезло и ваше счастливое число
равно нулю, вы оказались в хорошей компании,
потому что эта участь ожидает всех читателей
газеты Die Welt. (Иначе издатель никогда не
согласился бы опубликовать эту статью.)

Причина этого явления кроется в хорошо за-
маскированном свойстве целых чисел. А именно,
записать трехзначное число подряд дважды — все
равно что умножить его на 1001. Поскольку 1001
делится на 7, шестизначное число тоже будет
делиться на 7.

Эта идея годится для маленького фокуса
в небольшой компании, а обещание банкнот
в 100 евро можно заменить на предсказание остатка.

Между прочим, математические факты находят себе
место в шляпе фокусника не так уж редко. Нужно только
найти противоречащий повседневному опыту математиче-
ский результат, обоснование которого глубоко запрятано
в некоторой теории.

Прислушайтесь к совету: волшебство — как духи́, упа-
ковка почти столь же важна, как и содержание. Хотя
умножение на 1001 эквивалентно записыванию числа
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дважды, никому не должно прийти в голову, что такое
умножение имеет место, иначе фокус станет тривиальным.
Любители разнообразия могут вместо 7 взять 11 или 13, так
как число 1001 раскладывается на произведение именно
этих трех множителей. Только остаток вычислить будет
несколько сложнее...

ИНЫЕ ВАРИАНТЫ: 1001, 10 0001, ...

Почему нужно задумывать именно трехзначное число?
Может быть, подойдет двузначное или четырехзначное?

Возьмем двузначное число n, записав его в виде xy.
Если мы запишем это число два раза подряд, то получим
четырехзначное число xyxy, что эквивалентно умножению
исходного числа на 101. Но число 101 — простое, так что
делителями числа xyxy являются xy и 101. Поскольку
в этом фокусе про число xy не известно ничего, нулевой
остаток можно гарантировать только при делении на 101.
К сожалению, просьба заняться делением на 101 убивает
волшебство или по крайней мере заставляет заподозрить,
что здесь что-то не так. Кроме того, деление на 101
может оказаться слишком сложным для ваших друзей
и знакомых. Так что начинать с двузначного числа — не
самая удачная идея.

Четырехзначные числа приводят нас к умножению
на 10 001. Это число не является простым: ведь
10 001 = 73 · 137, и оба этих сомножителя просты.
Поэтому, если вы запишите четырехзначное число два раза
подряд, получив восьмизначное, можете быть уверены, что
результат делится на 73 и 137. Но кому хочется делить
на 73?

У числа 100 001 тоже только два простых делителя —
101 и 9091, делить на них неудобно, поэтому пятизначные
числа тоже не вполне походят для нашего фокуса. И так
далее. Наконец, мы находим маленький делитель у числа
1 000 000 001 (оно делится на 7). Но стоит ли начинать
волшебные фокусы фразой «Задумайте девятизначное
число и запишите его два раза подряд, чтобы получить
восемнадцатизначное»? Так что советую придерживаться
первоначального варианта.
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Вот таблица разложения на простые множители несколь-
ких первых чисел вида 10 . . . 01:

Число
Разложение

на простые множители

101 101
1001 7 · 11 · 13

10001 73 · 137
100001 11 · 9091

1000001 101 · 9901
10000001 11 · 909091

100000001 17 · 5882353
1000000001 7 · 11 · 13 · 19 · 52579

10000000001 101 · 3541 · 27961
100000000001 11 · 11 · 23 · 8779 · 4093

1000000000001 73 · 137 · 99990001

Тем, кто хочет больше узнать об отношениях между
математикой и волшебством, советую обратиться к книге
Мартина Гарднера «Математические чудеса и тайны»1).
В этой книге математические фокусы описаны в гл. 24
и 86.

1)Минск: Современное слово, 2011.



Глава 3

СКОЛЬКО ЛЕТ КАПИТАНУ?

Математика, что совершенно справедливо, считается точ-
ной наукой. Ее строгие логические конструкции служи-
ли моделью для других наук, как естественных, так
и гуманитарных. Знаменитый пример — главный труд
Исаака Ньютона «Математические начала натуральной
философии», который начинается с основных определений
и аксиом о мире (что такое сила? что такое масса? каковы
основные законы механики?), и из них выводится — строго
дедуктивным образом — модель мира, которая произвела
революцию в науке.

После Ньютона возникло представление о познании,
которое сегодня кажется нам несколько наивным: все
явления должны быть сведены к возможно более про-
стой механической модели. Многие из нас до сих пор
испытывают особое доверие к утверждениям, выраженным
в математических терминах, а еще лучше — записанным
в виде математических формул. Однако нередко бывает
нужна здоровая доза скептицизма, поскольку полезных
результатов можно ожидать только тогда, когда в их основе
лежат четкие понятия. Так, все мы согласны с определе-
нием «скорости», тогда как «комфортная температура» —
все же субъективное понятие. И поэтому формула для
коэффициента комфорта, например, это просто уловка;
одни находят ее забавной, а другие — возмутительной.

Итак, нужно всегда помнить о существовании есте-
ственных ограничений применения математики. Вне за-
висимости от того, сколько интеллекта задействовано,
из недостаточной информации нельзя получить разумных
результатов. Иногда «результат» совершенно невозможно
вывести из условий задачи, она воспринимается как шутка:
«Длина корабля 45 метров, а ширина 3. Сколько лет
капитану?»

В такой ситуации все понимают, что подобные вопросы
бессмысленны. Однако часто спрашивают что-то вроде
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«Какова вероятность того, что Германия станет чемпионом
мира?» А как можно вычислить шансы выиграть в лотерее
производителя пива, если никто не знает, сколько всего
призов и участников лотереи?

КОЭФФИЦИЕНТ КОМФОРТА И ЕГО РОДСТВЕННИКИ

Одна из формул, по которой вычисляют комфортность
погоды, выглядит так:

Tк = (0.478 + 0.237
√

v − 0.12v)(T − 33),

где T — реальная температура в градусах по Фаренгейту,
а v — скорость ветра.

Эта формула — прекрасный пример ложно понимаемой
точности. Все согласятся, что когда дует пронизывающий
ветер, нам холоднее. Но трудно найти двух человек,
для которых «воспринимаемая температура» при −5
градусах по Фаренгейту и скорости ветра 7 км/ч совпадает
с точностью до четырех знаков. Температура, которую мы
ощущаем, зависит от чувствительности вашего организма,
одежды, и множества других факторов.

Рис. 3.1. Попыт-
ка математическо-
го юмора: опти-
мальная высота
дамского каблуч-
ка как функция
от количества вы-
питых напитков

Однако формулы для коэффициента
комфорта, слепленные из различных па-
раметров, дают температуру точно, до че-
тырех значащих цифр. Конечно же, сле-
дует ожидать монотонности: чем сильнее
ветер, тем ниже кажется температура.
Но как бы то ни было, вместо формулы
лучше было бы привести грубую таблицу
значений, поскольку формула приводит
к абсолютно неверному впечатлению, что
здесь мы имеем дело с точной наукой.

Тем временем на сцене появляются толпы подражателей.
Например, существуют формулы для высоты каблука (см.
рис. 3.1) и уровня «напряженности» приключенческого
романа. Такие «научные попытки» часто попадаются
в газетах в разделе «Смесь». Читая газету за утренней
чашкой кофе, мы поражаемся, какой жуткий вздор
пытаются порой обосновать математическими формулами.



Глава 4

ГОЛОВОКРУЖИТЕЛЬНО БОЛЬШИЕ
ПРОСТЫЕ ЧИСЛА

Конечно же, нет чисел проще натуральных, т. е. тех,
которые мы используем при счете: 1, 2, 3, . . . Некоторые из
этих чисел обладают особым свойством: их нельзя записать
в виде произведения меньших чисел. Это относится,
например, к 2, 3, 5, к 101 и даже 1 234 271. Такие числа
называются простыми; они привлекали к себе внимание
с самого возникновения математики.

Как велики бывают простые числа? Более двух тысяч
лет назад Евклид доказал, что простых чисел бесконечно
много, а значит, они бывают сколь угодно большими.1)

В основе знаменитого доказательства лежит следующая
идея. Евклид описывает что-то вроде машины, в которую
закладывают некоторые простые числа, а она в ответ
выдает простое число, отличное от всех заложенных. Это
подтверждает, что простых чисел бесконечно много.

Следствия из этого факта замечательны и даже голово-
кружительны. Например, результат Евклида гарантирует,
что существует настолько большое простое число, что для
его записи потребовалось бы больше чернил, чем было
произведено за всю историю человечества; конечно же, нам
никогда не увидеть этого монстра воочию. В самом большом
известном на данный момент (2006 г.) числе почти десять
миллионов цифр 2). (Чтобы представить себе, насколько
велико это число-рекордсмен, вообразите, что вы решили
напечатать его в книге — для этого потребовалось бы
более 800 страниц.) Большие простые числа используются

1)В гл. 54 рассказывается, как в наше время находят «очень
большие» простые числа.

2)Наибольшим известным простым числом по состоянию на
февраль 2011 г. является 243112609 − 1. Оно содержит 12 978 189
десятичных цифр и является простым числом Мерсенна. Его нашли
23 августа 2008 года на математическом факультете университета
UCLA в рамках проекта по распределенному поиску простых чисел
Мерсенна GIMPS.
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в криптографии, а маленькими считаются числа всего
только с несколькими сотнями цифр.

Одна из важнейших задач раздела математики — теории

чисел — раскрывать секреты простых чисел, и поэтому
великий математик Карл Фридрих Гаусс называл теорию
чисел «королевой математики».

МАШИНА ЕВКЛИДА

Теперь опишем, как функционирует машина простых чисел
Евклида. Пусть даны n простых чисел, которые обозначим
p1, p2, . . . , pn. Если это вам кажется слишком абстрактным,
то просто возьмите для примера четыре простых числа 7,
11, 13, 29, в этом случае n = 4, p1 = 7, p2 = 11, p3 = 13
и p4 = 29.

Теперь прибавим 1 к произведению этих простых чисел.
Результат обозначим m. Таким образом,

m = p1 · p2 · · ·pn + 1.

В рассмотренном примере m = 7 · 11 · 13 · 29 + 1 = 29 030.
У каждого числа, а значит, и у m, есть по крайней мере

один простой делитель, обозначим его p. Заметим, что он
не может быть равен ни одному из чисел p1, p2, . . . , pn.
Действительно, если m разделить на одно из этих чисел,
получится остаток 1. (В нашем примере мы можем выбрать
p = 5 — простой делитель числа 29 030. При этом число 5
не равно 7, 11, 13 или 29.)

Итак, мы видим, что для произвольного набора про-
стых чисел p1, p2, . . . , pn получается новое простое число,
которого не было среди введенных. Значит, множество
простых чисел не может быть конечным, поскольку любой
конечный набор простых чисел, введенный в машину,
приводит к простому числу, отличному от введенных.

На рис. 4.1 приведены несколько дополнительных при-
меров, в которых на выходе даются все простые делители
числа p1 ·p2 · · ·pn +1. Обратите внимание на второй и третий
примеры: вводимые простые числа не обязаны быть
разными.

Генерирует ли машина Евклида все простые числа?
Имеется в виду следующее: мы считаем известным, что
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Рис. 4.1. Евклидова машина для генерирования простых чисел
в действии

2 — простое число. Вводим его в машину, которая на выходе
дает число 3 («произведение» одного числа — это само
число, поэтому вывод равен 2 + 1). Теперь мы можем
ввести в машину числа 2 и 3, получив при этом 7, так что
теперь мы можем работать с числами 2, 3 и 7. Эти три
числа — возможные вводы, и мы не обязаны вводить их все
одновременно, к тому же одно или несколько из них могут
быть использованы больше одного раза. Возникает такой
вопрос: каждое ли простое число возникнет на выходе из
этой машины Евклида?

Ответ положительный, поскольку для каждого простого
числа p число p−1 — это произведение нескольких (не обя-
зательно различных) простых чисел p1, p2, . . . , pr. Поэтому
при вводе p1, p2, . . . , pr на выходе получится простое число
p, ведь p1 · p2 · · ·pr + 1 = p. Это рассуждение может быть
использовано для доказательства методом математической
индукции утверждения о том, что все простые числа, не
превышающие некоторого числа n, могут быть получены
на машине Евклида, каким большим бы ни было число n.
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